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RESUMEN

Se presenta un método semianalftico destinado al anali-
sis de estructuras multicelulares cilindricas basado en un
procedimiento de separacidén de variables e integraci®n numé-
rica de las ecuaciones de l4minas cilindricas. Se obtienen
asi elementos que permiten analizar estructuras complejas
con muy poco esfuerzo de modelizacidén y cédlculo. Se desarro
116 un programa para computadora en base a este método.

ABSTRACT |

A semianalytical method for the analysis of multicel-
lular cylindrical structures is presented. It is based on a
variable separation procedure and on numerical integration
of the cylindrical shells equations. The elements obtained
make possible the analysis of complex structures with very
litle modeling and processing effort. A computer program
has been developed based on this method.
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INTRODUCCION

El andlisis de estructuras celulares cilindricas some-
tidas a presiones internas de variacibn arbitraria én plan-
ta y elevacién es de gran importancia en el diseiio de silos
teniendo en cuenta diversos estados de llenado posibles en
su funcionamiento,

En la seleccidn del método de an3lisis mds apropiado
para estas estructuras deben tenerse en cuenta los siguien-
tes factores condicionantes:

- El1 tratamiento del problema como axilsimétrico debe
descartarse ya que limitaria el estudio a casos de u-
na Gnica cé&lula, quedando fuera del anilisis las con
figuraciones de silos multicelulares, que son de muy
frecucnte utilizacién.

- Una formulacidn general del método de Elementos Fini
tos con elcmentos curvos permite mayor flexibilidad
en las condiciones de apoyo y cargas, pero su uso re
sulta en general oneroso en términos del esfuerzo de
modelizacién y de cdlculo necesario, afin para tratar
configuraciones relativamente simples dc uso corrien
te.

- E1 método dec Bandas Finitas Planas en el que la lon-
gitud de las bandas corresponde a la altura de la ba
terfa de silos constituye una alternativa interesan-
te, pero su utilizacidén requiere un elevado ntmero
de bandas planas para representar el comportamiento
de estructuras cilindricas.

En este trabajo se presenta un método semianalitico
que en términos generales es similar al de Bandas Finitas
Planas (MBF) en cuanto se refiere al uso de series de
Fourier para representar 1la variacién en el sentido del me-
ridiano, pero que presenta como aspecto ventajoso el he-
cho que respeta el cardcter cilindrico de los tramos entre
aristas. Asi se ajusta mejor a la realidad fisica por un
lado, con lo cual es posible reducir el nfimero de elementos
necesarios con respecto al caso de bandas planas, permitién
dose ademds una buena representacidén de las cargas y acomo
darse a variaciones en el espesor de los elementos. La idea
bdsica del procedimiento consiste en reducir la ecuacidn de
ldminas cilindricas mediante separacién de variables y se-
ries trigonométricas a ecuaciones diferenciales ordinarias
desacopladas para cada modo longitudinal de deformacién,
las que son resucltas por integracién numérica. Con ecsta
técnica se arriba a la matriz de rigidez del sector cilin-
drico, que se ensambla con los restantes como subestructu-
ras o macroelementos y el problema es finalmente resuelto
para cada modo de deformacién por eliminacidn gaussiana.

Este método es en términos generales similar al propucs
to por A, C. Scordelis [1], distinguiéndose esencialmente
en la forma de obtener la matriz de rigidez de cada sector
del cilindro.
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En base a este planteo se desarrollé un programa para
computadora que disponde de todas las facilidades necesa-
rias para el andlisis de silos de configuracién multicelu-
lar y cuya breve descripcifn se presenta a continuacidn.

PLANTEO DEL PROBLEMA

Una configuracién multicelular de silos cilindricos
(Fig. 1) es una estructura espacial cuya seccidn transver-
sal normal a los ejes meridianos es constante, por lo que
puedc emplearse un desarrollo en serie de Fourier para re-
presentar la solucién del problema en esa direccidn.

El planteo queda asi reducido a uno de dos dimensio-
nes, pudiendo a su vez emplearse una modelizacidn mediante
elementos unidimensionales definidos por los arcos de las
1fneas medias de las cé&lulas cilindricas.

Esto significa que un desplazamiento genérico '"w"
puede expresarsc como:

n n
w(x,y,z) = Zwi(y,z).sen _ﬂ'th = Zwi(s).sen _ﬂT.L_x (1)
i=1 i=1

donde L es la altura del meridiano (direccidén x) y n el
ndmero de armdnicas. Los valores de w se obtienen asi a

partir de la superposicién de las n soluciones obtenidas

para W(s).

La solucidén del problema puede entonces dividirse en
las siguientes etapas:

a) Andlisis armbénico de la distribucién de presiones a 1o
largo del meridiano, con ¢l fin de representar las condi
ciones de carga a partir de una superposicién de funcio-
nes senoidales. Para silos de almacenamiento de granos
la curva de presiones puede aproximarse por expresiones
como la propuesta por Janssen y representada en el ejem-
plo de la Fig. 2.

b) Obtencién de las matrices de rigidez de los elementos
curvos unidimensionales empleados para modelizar la es-
tructura para cada una de las armdnicas consideradas en
el andlisis anterior.

c) Armado de la matriz de rigidez global de la estructura y
cdlculo de los desplazamientos y solicitaciones que co-
rresponden a cada armbnica o modo de deformacién.

d) Combinacién de las soluciones anteriores (Ec. 1) para ob
tener desplazamientos y solicitaciones en cualquier pun-
to a lo largo del meridiano.

La ortogonalidad de las funciones arménicas, que hace
a la serie de Fourier particularmente atractiva para el
método de separacidn de variables, impone una restriccidn
sobre las condiciones de apoyo de los extremos. FEn efecto,
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el andlisis queda asi limitado a estructuras que presenten
una condicidén de apoyo simple en sus bordes extremos ya que
los desplazamientos y esfuerzos han sido expresados a tra-
vés de funciones senoidales.

ANALISIS DEL ELEMENTO

Las ccuaciones bisicas que gobicrnan ¢l cquilibrio de
una lamina cilindrica delgada eldstica son:

N, R AN, C e - o
X 35S X
N N
9 2} + 0 xe ., Q P - 0
ds dX R y
N
2] - bn _ P = 0
R oS z
M
o Q = 0
oS
u u 2 N
dx + oYs _ X9 - 0 (2)
0S 0X c(l-v)
% , Y2, 3% Mo,
0S5 R 0X c
2
M
d Ye N 0 uz__ . o - 0
0S 3 x? D
u u
0" + u - 5 = 0
dSs .® R
donde:
u u u E E, 3
Nx=c .__a_x+’v(£+___z_) ;C=__v_h_7;0=,__._h__.2__
dX oS R 1-v 12(1-V7)

y el vector de incégnitas queda entonces definido de la si-
guiente forma:
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Con el fin de eliminar la variable «x (direccidn del
meridiano), sc propone para las incbgnitas Ne’ a, Me’

u
Ugs U,y
para Nxe

F(x, s)=

f(x,s) =

y para las

se propone

P(x,s) =

ug variacibén semoidal a lo largo de esc cje, y
y u variacién cosenoidal. Es decir que:

. nTlx
F'(s).sen ——T——— ; para Ne’ Q, Me’ g, u, ug
(3)

f'(s).cos afx i para Nx y u
L =] X
cargas exteriores representadas por Px’ r p

también una variacién senoidal, es decir:

P'(s).sen nnx

(4)
L

Reemplazando las expresiones (3) y (4) en ¢l sistema

de ecuaciones diferenciales (2) y definiendo A = ML

s¢
obtiecne: L
d Nx
AN+ —— 8 4 p -
X dS X
d N
= - ALNx, ¢ L4 p o g
ds R Y
N dqQ
- . P, = 0
R ds
d M
°. + Q = o




d u 2 Nx
X + A Sug - o = 0
ds C (1-v)
(5)
du u N
2 + 2 - V.A.u - ® = 0
ds R X c
d u M
o + N .AZ .u_ o+ ° = 0
ds z D
d u u
z + u _ s i 0
ds ° R
Yy
d u u
N= C -Aux+\?( e z)
x d s R

El sistema de ecuaciones (5) corresponde a un elemcnto
unidimensional de radio constante R para una determinada
arménica 'm",

Asignando alternativamente a cada una de las componen-
tes del vector {V un valor unitario y a las restantes
ceros, sc obtienen ocho vectores de estado que definen o-
tras tantas condiciones iniciales linealmente independien-
tes en un extremo del elemento.

Para.cada uno de estos vectores iniciales se integran
numericamente las ecuaciones (5) a_lo largo de la variable
"' determinando valores de V} en puntos sucesivos
hasta alvanzar el otro extremo. Se integra as{ el sistema
de ecuaciones en ocho oportunidades, conformando con los
vectores de estado finales la matriz de transferencia [M]
del elemento. Es decir que se vinculan ambos extremos a
través de [M] y se tiene:

{v}j = [M] . {v}i (6)

y representando con {ﬁ} al subvector de los esfuerzos y
con u al de los desplazamientos, la expresién ante-
rior puede escribirse:

R I EEEETE R (7)
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y reordenando la matriz de manera de vincular las fuerzas
de los extremos con sus desplazamientos, se tiene

U; ki1 0 Ko uy
s ST AR D (8)
]
U; K1 0 Ka uj
donde -
. . -1
Fld - [Mzﬂ . Phﬁ
' 1
[f1g = [z )

[Kzq] = [Mlﬂ - [Mlﬂ : [Mzﬂ . [Mzz]
[€22) M) - [M24] .

que son las particiones de la matriz de rigidez del elemen-
to.

Para completar el anilisis es necesario conocer las
reacciones de los extremos que corresponden a la condicidn
de cargas distribuidas (presiones) sobre el elemento biempo
trado. Para ello se integra nuevamente el sistema de ecua~
ciones (5), pero esta vez a partir de un vector de estado
inicial con todas sus componentes nulas y considerando las
cargas exteriores representadas por Px’ Py y PZ. Asi se

obtiene en el extremo final un vector denominado R ,
con el que puede ahora escribirse la siguiente expresién ge

[T AR U A

y particionando la matriz [M] se tiene

TR SRR g (11)

e imponiendo en los extremos las condiciones de apoyo mencio
nadas, representadas por {u}j. = {u}. = {0} , se ob

tienen las correspondientes r@acciones. Estas son:
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I - b {3
{U}J - - [Mll] : [M21] -1 K {r} +{R}

Con la determinacién de la matriz de rigidez y vector
de reacciones, que estédn referidos a sistemas de coordena-
das locales del elemento, se completa el anflisis correspon
diente a la armbénica 'n". La matriz de rigidez y vector ~
de reacciones serin luego transformados al sistema de refe-
rencia global de la estructura, para ser incorporados a la
matriz de rigidez global y su correspondiente vector de car
gas exteriores. .

DESCRIPCION DEL PROGRAMA DE CALCULO

En base al planteo propuesto se implement$ un programa
para computadora destinado al andlisis estrutural de silos
multicelulares.

. En el desarrollo de este programa, y con el fin de su-
perar los inconvenientes ya .sefialados que presentan otros
métodos mis generales, se tuvieron especialmente en cuenta
los siguientes aspectos:

a) Facilidad para la definicién del modelo, a través de una
cantidad minima de datos.

b) Ahorro en el esfuerzo de célculo, con el fin de ser posi
ble la implementacién del programa afin en miquinas de re
ducida capacidad de proceso. .

¢) Gran flexibilidad para presentar resultados en tantos
puntos como sea necesario.

El programa sigue la secuencia de cllculo ya descripta
al plantear el problema en el punto 2 (Pidg. 3) y su diagra-
ma de flujo general se presenta en la Fig. 4. Este fue es
crito en lenguaje Fortran y responde a una concepcién modu
lar. - -

EJEMPLOS ILUSTRATIVOS

Con el fin de juzgar el programa de cédlculo desarrolla
do en base al método propuesto, se fijaron las siguientes ~
pautas:

- Evaluacién del comportamiento general del elemento de ci-
lindro y de sus combinaciones en mallas diversas.

- Anélisis de la estabilidad del proceso de integracién nu-
mérica en condiciones extremas.

- Medicién de los tiempos de proceso requeridos para resol-
ver casos tipicos.
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A partir de estas pautas se estudiaron numerosos casos
de diversa complejidad que permitieron confirmar el correc-
to desempeiio del programa, comentindose a continuacién algu
nos de estos casos a titulo de ejemplo.

El elemento de cilindro fue inicialmente probado mode-
lizando casos sencillos, tales como tubos sometidos a diver
sas condiciones de presifn (uniforme, semilleno, etc). En~
estos casos los resultados obtenidos mostraron total coinci
dencia con los de las soluciones analiticas. -

Con el fin de comparar resultados correspondientes a
mallas de diversa heterogeneidad se emplearon modelos tales
como los representados en la Figura 5. Estos modelos co-
‘rresponden al andlisis de una configuracidén multicelular de
silos (Fig. 6) donde ha sido llenado el espacio central y
representgndose s6lo una célula a través de las condiciones
de apoyo apropiadas. En este caso r (radio) = 4,275 m. y
t (espesor de pared) = 0,20 m, El modelo '"a" combina ele
mentos de 15°, 45° y 90° mientras que el 'b" est4d forma-—
do por cuatro elementos de 90°. En otros casos (no repre-
sentados) se emplearon distintas mallas a ambos lados del
eje de simetria, combinando elementos de 75°, 15°, 45° y
90°, obteniéndose para todos ellos resultados completamente
coincidentes. :

Los mismos modelos fueron de utilidad para confirmar
el buen comportamiento del procedimiento implementado para
1a separacibén de variables, considerando diferentes alturas
y distinto nGmero de armbnicas.

Los resultados de estos casos fueron comparados con
los obtenidos por el método de bandas finitas planas, obser
vindose una buéna corréspondencia en todos los casos. En ~
la Tabla I se presentan los valores de Me y Ne que co

rresponden a: n(armbénicas) = 3 y h(altura) = 100 m;
n=1y h=100m; n=1 y h=40m, representindose
los resultados del primer caso en la Figura 7. El cambio
en la altura del silo fue particularmente interesante para
la prueba del programa, ya que entre las alturas indicadas

se observa un cambio notable en el comportamiento de Ne‘

Una interpretacibén de estos resultados se presenta en el
trabajo de L. Godoy [2].

Un problema similar a los anteriores fue resuelto con
una representacidén del perfil de presiones mediante siete
arménicas, presentidndose algunos resultados en la Tablall.
En este caso r = 6,175 m, t= 0,35m y h = 42 m.

Debido a la tendencia propia de la ecuacién de léminas
¢ilindricas a amortiguar los efectos de una perturbacién al
avanzar desde el origen hacia el otro extremo, el procedi-
miento de integracién numérica exhibe una tendencia a la am
plificacibén de errores qué finalmente se manifiestan en la
obtencibén de una matriz de rigidez asimétrica para el ele-
mento. : -
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h=100m, n=3(h=100m, n=1}|h=40m, n-=
90
MBF MBEC MBF MBFC MBF MBFC
7,5 1,73 1,68 1,99 1,93 -0,65 |-0,71
=
S 22,5 1,32 | 1,27 | 1,50 | 1,44 | -0,83 [-0,89
-~
s |37,5] o,s2 0,47 0,54 | 0,48 | -1,22 |-1,26
~
—| 90 0,11 0,12 | -0,06 | -0,07 -0,81 |-0,77
180 -- -- 0,10 0,10 -- --
0 2,89 2,75 3,34 3,17 2,12 | 2,06
f 1
~§ 15 1,96 1,81 2,25 2,09 1,45 | 1,36
E - - .
; 30 -0,80 | -0,94 | -0,93 { -1,09 -0,57 [-0,69
-
o |45 -5,20 | -5,34 | -5,99 | -6,15 | -3,88 |-4,03
”
— | 45 -0,39 | -0,37 | -0,21 | -0,18 0,80 | 0,99
0 “~
2 .
135 0,12 0,11 0,11 0,11 0,05 | 0,04
Tabla I - Perfil de presiones: constante

MBF = m8todo bandas finitas planas

MBFC = mé&todo bandas finitas cilfndricas
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x = 14m, n =7 x =28m, n =17
e° .
2 ] 4 2 4
NgIx10%%kg/cm Mg | x10 kgem/cm Ng[x10%kg/cm x10 kgem/cm
0 -0,32 0,49 -0,31 0,46
15 -0,33 0,32 -0,32 0,30
30 -0,36 -0,16 -0,33 -0,15
45 -0,40 -0,97 -0,36 -0,91
105 -0,09 -0,13 -0,09 -0,12
165 0,07 0,12 0,07 0,12
225 0,03 0,01 0,02 0,00

Tabla II - Perfil
‘ Método : Bandas Finitas Cilindrcas (MBFC)

de presiones : Curva de Janssen
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Ante la posiblidad de que esto se constituyera en una
severa limitacién a la aplicacibén del método propuesto se
hicieron numerosas pruebas sobre el comportamiento de la ma
triz de rigidez para diferentes 6rdenes de arménicas en fun
cibn de un coeficiente "c'" que relaciona el espesor del
elemento y la longitud de su linea media (c.= —?rgs—).
Los resultados expresados en términos de la mayor asimetria
presente en la matriz no presentan una tendencia definida
como para justificar su representacién grifica, pero demues
tran que trabajéndose con precisién doble no deberian espe-
rarse dificultades con valores de '"c'" superiores a 0,05%.
Como referencia puede observarse que los elementos de 90°
de los modelos de la Fig. 5 tienen un ¢ = 2,9%, por lo
‘que el 1imite indicado no ofrece ninguna limitacién a la a-
plicacibén prictica del método.

. Sin embargo, para ampliar su rango de aplicacibn se es-
t4d implementando una técnica de supresién de errores consis
tente en la creacién automitica de puntos intermedios de a~
juste de las soluciones, con un efecto equivalente a una mo
delizacidén con una malla mis fina. -

En lo que hace a los tiempos de proceso puede sefialar-
se que, seglin el caso, los procedimientos de integracidén y
armado de las matrices de rigidez de los elementos consumen
entre el 80% y el 95% de su valor total. Aqui debe conside
rarse que los elementos repetidos no se integran nuevamente
(permanecen disponibles en una "libreria') y que, por otra
parte, el tipo de elemento empleado lleva a modelos de rela
tivamente pocos grados de libertad.

CONCLUSIONES

Se considera al método implementado una herramienta po
derosa para el andlisis estructural de silos. En lo sucesi
vo se continuari trabajando en otorgar aGin mayor flexibili-
dad a la entrada de datos y en estudiar alternativas para
superar las restricciones que se presentan en las condicio-
nes de apoyo de los extremos.
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