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RESUMO

Neste trabalho se apresenta a formulacao de um elemento finito de
8 nos e 32 graus de liberdade para analise de cascas, empregando a teo-
ria de Kirchhoff-Love, resultante da discretizacao do dominio seguindo
as diregdes principais de curvatura da superficie média.

Posteriormente sao mostrados resultados obtidos com este elemento
na analise elastoestdtica de placas e cascas.

ABSTRACT

A Finite Element formulation for shell analysis based on Kirchhoff-
Love theory is presented, employing an 8 node, 32 d.o.f. conforming
element, derived assuming a discretization of the domain following the
principal directions of the curvature of the middle surface.

Results of elastostatic analysis of plates and shells, using the
derived element are also presented.




- 29 -

INTRODUCAO

Casca & um s6lido tri-dimensional que se caracteriza por possulr
uma de suas dimensdes muito menor que as demais. Por conveniencia defi
niremos a configuracao I da casca a partir da superficie média Ip e de
sua espessura h mediante uma relacdo entre os pontos X e £ e os pontos
correspondentes X, e I, da superficie média:

Le{X|Xx =X +2IN, X eI ,205 |n]}

onde:
h=h(Xo) € a espessura da casca
C=§(X,Xo) a distancia entre X e X

N=N(Xo) a normal unitiria a superficie média no ponto Xo

Fig. 1. Representacao dos pontos da casca
Admitiremos que a superficie meédia é suficientemente regular de
maneira que N esta univocamente definida em todo ponto de Iy e escolhe
remos o plano tangente e sua correspondente normal como base intrinse-
ca em cada ponto X, e Iy [1].
Componentes na Base Intrinseca

Definindo v como o espaco vetorial euclidiano tridimensional e 1n
troduz1ndo os tensores projecao T e n 8 n:

LRV N V) H NON: v+
t N

onde v, & o "espaco tangente" e vy o "espaco mormal” 3 casca em X,

As componentes de um campo vetorial v e v segundo o plano tangen-
te e segundo a normal N resultam: .

vt » TV componente tangente de v

5
YN = (N 8 N)v = (veN)N componente normal de v
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Fig. 2. Componentes vetoriais tangente e normal

Campo de Kirchhoff-Love
) Um campo de acoes de movimento sobre uma configuragio de uma casca
se denomina de Kirchhoff-Love, quando as normais a superficie media se
mantem normais a esta superficie sem experimentarem deformacoes. E pos-
sivel mostrar [2,3] que um campo deste tipo pode ser -expresso mediante:

vo= v(Xo,c) =Vt VNN + c(VNvot_va) =v, + zo

onde:

¥(+) representa o gradiente superficial

Ve deslocamento de Xo

v0t=vot(XO) componente tangente de v,
vN=vN(X0)' componente normal de v
B=VNv°t—VvN giro da normal N

Dentro da teoria de Kirchhoff-Love [4], as integrais sobre a confi
guragao I da casca, presentes quando analisamos seu equilibrio global,_
podem se transformar em integrais sobre a superficie média Iy o que per
mite reduzir o problema a um problema bidimensional.

PROBLEMA DO EQUILIBRIO ELASTO-ESTATICO

Dentro da primeira aproximacio de Love [3] em que I+CVN=I (onde I
é o tensor identidade sobre o plano tangente) e para o caso de deforma-
coes infinitesimais (E=(Vv)%), o problema do equilibrio com condicdes
homogeneas de contorno pode ser analisado mediante o seguinte problema

variacional:

Determinar (vot’vN) e W tal que:

E{Z (N'€+M'x)d2m = JIZ (ft°v0t+vaN)dZm para qualquer (vot,vN)e \V

donde:
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N e M sao os tensores esforco plano e momento (tensoes generalizadas)
dados pelas expressoes:

N = J T, dg ; M= J T, Lde
h h

T =Tn € a parte plana do tensor de temsoes T
€,X sao os tensores deformacao plana e mudanca de curvatura da su-

perficie média (deformagoes generalizadas), dados em fungao das

componentes (vot,VN) do deslocamento pelas relagoes:

. s
€ = (ﬂVvot) + v N
s

X = (n[V(VNvot—VvN)])

com (°)s estamos representando a parte simétrica do temsor (+).
ft’fN sao as componentes intrinsecas da forca externa uniformemente

distribuida na superficie média Zp.
w € o espago tal que seus elementos (vgt,vy) satisfacam condigoes

de contorno homogéneas e as integrais do principio variacional
possuem sentido.

No caso de materiais elasticos isotrépicos a relagao constitutiva
entre tensces generalizadas (N,M) e deformacdes generalizadas (g,x) es
ta dada por:

N = 7T§%?7 [(1-v)e+v(e~I)1]

M = iy [V (D1

donde:
E,V sao o modulo de Young e o coeficiente de Poisson

(e*I) é o produto escalar dos tensores € e I

COMPONENTES FISICAS DA DEFORMAGAO

Parametrizando-se a superficie média segundo as direcoes princi -
pais de curvatura (6',82) podemos definir uma base ortonormal para o es
paco vetorial euclidiano v ao qual denominamos de base fisica. Denotan—
do-se nesta base fisica por: '

Ra , @=1,2 os raios de curvatura principais da superficie média

8 tensor métrico associado a superficie média

.

v°t<a> ;s a=1,2 componente§ fisicas dos deslocamentog
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e introduzindo as notacoes:

U= vot<1> H V =

A = Va,, H B =va,,

as componentes fisicas das deformagdes generalizadas (g,X) poderao ser
expressas por:

W, 1 vV 3 W
€<11> = (W) i + E 502 (a) - 'El—
v, 1 U 9 W
€<22>=(W)§+E'B'§T(B)'E
1,0U,1 Vv 3 U D v, 1
1> T F> T3 UG 5o mm ey B - o W+ Gep )
--gi 3 3w U, 1 123w Vv, 3A,
Xai> "X 50TA 30T YR T AE B Rer T R Ser
1.3 10w ¥ 1 1 3W . U, 2B
Xeo> =~ 15 3T oer * & * 28 G907 * 7D BT
- -1 e 3w+£)__1_(l3_w+i) 3B _
Xepo> " %21> T "33 307 RW6T YR, T® B w0r YR 6T

L AW Uy ea 1 L
AB "A 36 " R,” 087 T A 96T ‘B 3¢7

<

ELEMENTO FINITO DESENVOLVIDO

Nos casos em que os raios de curvatura principais da superficie mé
dia da casca sejam suficientemente continuos, para assegurar que as in-
tegrais da formulacdo variacional tenham sentido seri necessario exigir
que os deslocamentos nos planos tangentes U e V sejam continuos (classe
Cg) e que os deslocamentos normais W tenham derivadas continuas (classe
c*) [5,6].

Como a geometria da casca estd sendo dada em forma exata, adotou-
se uma interpolacdo polinomial quadratica para os deslocamentos U e V
(polindomios serendipticos, classe C°) e ciibica para o deslocamento trans
versal W (polindmios de Hermite, classe C!). Construiu-se um elemento
retangular de 8 nos e 32 graus de liberdade (Fig. 3).

Na definigao dos polindmios interpolantes, os elementos foram refe
ridos a um dominio padrdo como ilustra a Figura 4.0s polindmios interpo
lantes sdo fornecidos nas Tabelas I e II.
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Graus de Liberdade:

9W oW 9w
(0): U, V, W, 557, 357> 56T362
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Fig. 3. O elemento desenvolvido
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Fig. 4. Elemento de referéncia / discretizacao utilizada

POLINOMIOS SERENDIPTICOS

Y, ) = (-1 (1 -n) (1 +&+ /b
Pale, m) = (1 - €% (1 - n)/2

YsE, ) = (1 + 8 (n-1) (0 -¢+m/4
Yo (g, M) = (1 + &) (1 +n?)/2

Ps(E, n) = (1 + 8 (1 +n) (E+n-1)/4
UelE, m) = (1 = £2) (1 + n)/2

Yo, M) = (=1 (1 +n) (1 +E-n)/b
Y€, ) = (1 = &) (1 - n?)/2

Dominio de

referencia: [-1, 1] x [-1, 1]

Graus de liberdade nodais: {(Ul, Vl); i-=1,8}

TABELA I - Interpolacao dos deslocamentos no plano tangente
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t-1,1) (“,1)

v

(-1,-1) (,-1
Dominio de referencia: [-1, 1] x [-1, 1]

. i i i
Graus de liberdade nodais: {(w", %ﬁi, %;T, :%Esﬁ), i=1, 4}

Graus de liberdade Polinomios interpolantes [@i:Polinomios de Hermitel
nodais (no i)

no 1 no 3 no 5 no 7
Wt 91(8) 01(n) 93(E) 2u(n) €5(E) B3(n) 01(E) ¢3(n)
L 2(8) 61(N) B4 (E) d1(n) Bu(E) 43N 62(E) 93(n)
i
A 2100 02(m) 03(E) 92(M) 3(E) Gl 61(E) Bu(n)
Bzwi
5€ 0 02(€) 92(n) 0u(€) ®2(n) 4(€) 2uln) @2(€) ouln)

Polinomios de Hermite

6.(s) = (1 -5) (2+s)/4
02(s) = (1 - s)° (1 +5s)/8
3:(s) = (1 +5) (2-s)/8

ou(s) = (s - 1) (1 +5)/4

TABELA II - Interpolacao do deslocamento ortogonal ao plano tan-
gente :

Na obtencao das matrizes de rigidez e do vetor de solicitacgoes
distribuidas elementares utilizou-se de integracdo numérica de Gauss.
Embora o numero de pontos de integracao a serem utilizados na integra-
cao exata das matrizes de rigidez é dependente da superficie média ana
lisada, evidenciou-se que 3 x 3 pontos de integracdo foram suficien—
tes para garantir a boa convergencia dos exemplos apresentados [7].
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RESULTADOS

Descrevemos a seguir alguns exemplos comparando os resultados nu
méricos obtidos com os fornecidos por outros autores.

Analisamos inicialmente uma placa retangular engastada sob carre
gamento diferencial. Tém-se como objetivo testar o comportamento do
elemento (malha 1 x 1) quanto a torcao sob mudanca da relagdo de as-
pecto (veja grafico I). Uma andlise comparativa com outros elementos
existentes na literatura pode ser realizada através dos resultados
apresentados em [8].

Um exemplo de placa circular com orificio foi analisado e compa-
rado com solugoes analiticas fornecidas em [9]. Otimos resultados fo
ram obtidos conforme se pode verificar nos graficos II e III.

Efetuou-se uma analise de convergencia com o refinamento da ma-
lha estudando-se uma casca cilindrica sob carregamento concentrado
("Pinched Cyllnder") Evidenciou-se uma convergencia monétona dos re
sultados numéricos a solugdo de G. Cantin, fornecida em [10], como
ilustra a tabela III.

Um exemplo de casca cilindrica sob peso proprio ("barrel vault")
foi analisado e os resultados numéricos foram comparados com os for-
necidos em [11]. Bons resultados foram obtidos conforme ilustra os
graficos 1V-VI,

Conforme Ashwell [10], estes dois ultimos exemplos sao conside-
rados padroes para testes de elementos de cascas. Os resultados obti
dos certamente confirmam o bom desempenho do elemento desenvolvido.

Terminando esta analise, apresentamos um exemplo de uma casca
toroidal sob pressdo interna constante. Uma solucao analitica, medi-
ante a teoria de membrana, € apresentada em [$]. Apesar da simplici-
dade do exemplo, pudemos testar o comportamento do elemento em um ca-
so tipico de cascas de dupla curvatura, variavel ao longo dos elemen-—
tos (veja grafico VII).
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PLACA RETANGULAR 308 CARRESGAMENTO
DIFERENCIAL

PROPRIEDADES -
médulo de Young = 107 . Ib,/in?
coeficiente de Poisson = 0,25
espessura = 0,05 in

P=1,01b,

TORCAO S0B CARRESANENTO DIFERENCIAL
REF. ROBINSON HAGOGENMACHER

(~) STRAP (16 ELENENTOS)
(o) MALMA 1x1

LOO 300 500 700 9.00 I1.00 13.00
COMPRINENTO DA PLACA (L)

GRAFICO I: COMPORTAMENTO DO ELEMENTO
QUANTO ‘A TORCAO ( earregamento
diferencial). COMPRIMENTO DA
PLACA (L) x DESLOCAMENTO
TRANSVERSAL EM (A).




DESLOCAMENTO TRANSVERSAL (CM)

0.20 0.40 0.60 0.80 .00 .20

0.00

PLACA CIRCULAR COM ORIFICIO

SOLICITAGAO DIST. CONST. NO BORDO LIVRE

{~) REF. TIMOSHENKO

(®) MALMA ix10

10.00 12.00

GRAFICO II:

1400 16.00 18.00 20.00 22.00

R(CM)
DESLOCAMENTO TRANSVERSAL W(cm)

R(KGF.CN/CM)

R

MOMENTO M

Propriedades:

Modulo de Young E = 21,000 kgt/cm?
Coeficiente de Poisson v = 0,3

Espessura h= 0,25 cm

Raio externo b =20 cm

Raio interno a =10 cm
Carregamento q = 6/7 kgt/cm

2 PLACA CIRCULAR COM ORIFICIO

N SOLICITACAD DIST. CONST. NO BORDO LIVRE

(~) REF. TIMOSHENKO
{e) MALHA 1x10

1,60 2.00
- 1€ -

1.20

0.80

0.00 0.40

e

1000 1200 1400 1600 1800 2000 22.00

. R(CM)
GRAFICOII : MOMENTO GENERALIZADO M.,
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CILINDRO SOB CARREGAMENTO CONCENTRADO (''PINCHED CYLINDER")

Propriedades:

Longitude L = 10,35 in

Raio R 4,953 in 2
Modulo de Young E = 10,5 x 10° 1bf. in
Coeficiente de Poisson Vv = 00,3125

Espessura t = 0,094 in
Carregamento P = 100 1bf

TABELA III - Cilindro sob carregamento concentrado ("Pinched Cy-
linder"). Malha de elementos finitos, numero de
graus de liberdade, deslocamento transversal sob a
solicitacao concentrada (W(D)) e erro em relagdoc a
solucao de G. CANTIN [10] (W(D) = 0,1139 in).

Malha

(1/8 cilindro)* W (D) Erro

ix4 (55 G.L.) 4,3008x1o'2 62,2 %
4xb (175 G.L.) 4,4307x10_z 61,6 %
8x8 (671 G.L.) 1,0175x10 10,7 %
3x20 (679 G.L.) 1,1270x10" 1,05%
3x30 (1019 G.L.)  1,1297x107 " 0,81%

(*) malha axb (1/8 cilindro):
(0,0 £Z 55,175 in 3 0 £ 6 £ 90°), elementos iguais
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CASCA CILINDRICA SOB PESO PROPRIO (BARREL YAULT )

(*T)

DESLOCAMENTO VERTICAL

DIAFRAGMA
RIBIDO

PROPRIEDADES

mddulo de Young = 3,0 x 10" Ib, /1n?
coeficiente de Poisson = 0,0
peso especifico = 90 b, . fe-2

CASCA CILINDRICA

0.06

PESO PROPRIO ( BARREL VAULT)

f (=) REF.ZIENKIEWICZ ETALL
MALHAS:0) 4x4 /(o) 8x8

000

-0.06

-0.16

-0.24

-0.32

0.00 800 1600 2400 3200 40-00
TETA {SRAUS)

-0.40

GRAFICO I¥Y: DESLOCAMENTO VERTICAL (ft)
S0B A SESSAO CENTRAL BC
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CASCA CILINDRICA
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=
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GRAFICO ¥: TENSAO GENERALIZADA N,, GRAFICO YIL:

SOB A SESSAO CENTRAL BC

18.00 24.00 32.00 40.00
TETA (GRAUS)

MOMENTO GENERALIZADO Mee

SOB A SESSAO CENTRAL BC.



ZASCA4 TOROIDAL. PRESSAD INTERNA CONSTANTE

PROPRIEDADES:

mdédulo de Young = 21.000 Kgf/cm?2
cosficiente de Poisson = 0,3

raio (02 = 5,0cm. raio tb) 220,0cm
espessuro (H}= O,1¢m

pressdo finterna (P) = 1,0 Kgf/cem?

GENERALIZADA

TENSAO

€.40

[
CASCA TOROIDAL
° PRESSAO INTERNA CONSTANTE
]
o] (=) REF. TIMOSHENKO
(e} NALWA 1220
o
b |
n
o
N
n
o
©
*
o
1: P
<
o
o
v -+

-90.00 -50.00 -10.00 30.00 70.00 110.00 150.00
ANGULO (enraus)

GRAFICO WI: TENSAO GENERALIZADA Nyy(Kgf.cm/cal)
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