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Apresentam-se elementos finitos para vigas no espa~o baseados em
interpola~ao Lagrangeana das transla~oes e rota~oes das se~oes trans-
versais. Tais elementos prestam-se a modelagem do comportamento esta-
tico e dinamico, linear e nao-linear, de £orticos tridimensionais, Os
elementos podem possuir curvaturas e tor~ao iniciais, Exemplos de ana
lise estatica geometricamente nao-linear e de calculo de frequencias
de vibra~ao sao apresentados, Demonstra-se que ha serias limita~oes
na modelagem dos efeitos de cisalhamento, em particular a tor~ao. Es-
tas deficiencias tem recebido pouca aten~ao, pois a maioria dos traba-
lhos nesta area se limitam a problemas de flexao no plano, Sao feitas
sugestoes para limites de utiliza~ao e melhoria destes elementos.

Finite elements for beams in space, using Lagrangian interpola-
tion of cross-sectional translations and rotations, are developed for
static and dynamic nonlinear analysis of space frames, The elements
can have initial curvatures and torsion. Examples of geometrically
nonlinear static analyses and natural frequency calculations are pre-
sented. It is shown that serious limitations arise in the modelling
of shear deformation effects, specially with regard to torsion, Such
deficiencies have received little attention in the literature, be-
cause most applications have been limited to plane bending. Suges-
tions for improvement of such elements are presented,



o advento de elementos finitos baseados em fun~oes de forma para-
metrizadas, geradas com referencia a geometria simples de elementos bi
sicos, veio simplificar em muito 0 tratamento de problemas envolvendo
pe~as curvas. Alem disso, tal formula~ao presta-se de maneira conveni
ente a modelagem de problemas de grandes deslocamentos, ja que os esta
dos sucessivos de deforma~ao podem ser descritos atraves de mapeamen ~
tos similares ao usado na defini~ao da geometria inicial.

Este trabalho apresenta elementos baseados em interpola~ao Lagran
geana, para uso na modelagem de vigas no espa~o, com grandes curvatu ~
ras e tor~oes iniciais, variaveis ao longo dos elementos [1]. Estes e
lementos podem ser usados na analise de porticos espaciais. A formula
~ao desenvolvida [1,2] permite considerar deslocamentos arbitrariamen
te grandes. A limita£ao :sta na lei constitutiva do mat~rial, que e
suposta ser uma rela~ao l~near entre os tensores de tensoes de Piola-
Kirchhoff II e de deforma~oes de Lagrange [3], quando se utiliza a cha
mada formula~ao Lagrangeana total (F.L.T.). -

As hipoteses cinematicas adotadas correspondem a uma versao tridi
mensional da viga tipo Timoshenko (com efeito de cisalhamento [4]), em
que.a se~ao transversal e indeform4vel mas nao esta restrita a permane
cer normal a linha media apos a deforma~ao da estrutura. Isto e atin~
gido de forma muito simples, atraves de uma interpola~ao independente
de transla~oes e rota~oes das se~oes. Alem de considera~oes relativas
a flexao no plano [1], que 1a sac bastante divulgadas, importa desta -
car gue tais elementos contem deficiencias na modelagem de efeitos de
tor~ao.

No que se segue, descreve-se brevementea formula~ao do elemento
(matrizes de rigidez e de massa), com certa aten~ao ao calculo dos es-'
for~os em regime de grandes deslocamentos. Os fundamentos teoricos
sac tambem mencionados; para uma descri~ao mais detalhada, recomenda -
se a Ref. [lJ, onde sac encontrados ainda exemplos adicionais aos aqui
apresentados.

A forma matricial das equa~oes do movimento de uma estrutura dis-
cretizada em elementos finitos, ja linearizada para deslocamentos in-
crementais, pode ser escrita

onde ~ e a_mat:iz de massa;.!L e ~L sao, respectivamente, a parte li-
near e a nao-l~near da matr~z de rigidez; t+~tE e 0 vetor do carr~
gamento nodal aplicado externamente; E e 0 vetor das for~as nodais e-
quivalentes as tensoes dos elementos; t+~ty e 0 vetor das acelera~oes
nos po~tos nodais eye 0 vetor dos deslocamentos nodais incrementais.
Convenciona-se que as quantidades tem um indice superior esquerdo que
indieA A eonfigura~io em que estas ocorrem e indice inferior esquerdo
a configura~ao em que as mesmas sao medidas.

Os elementos de viga sao formulados tridimensionalmente, pod em
ser curvos, e as dimensoes de suas se~oes transversais,-as quais devem



ser retangularesL podem var!ar ao longo do eixo [1,2J. OS elementos
possuem transla~oes das sexoes independentes das rota~oes, com 0 que
se tem uma boa representa~ao da geometria deformada dos elementos
q~ando estes sao submetidos a grandes deslocamentos e grandes rota-
~oes.

Supoe-se que uma se~ao transversal plana, inicialmente normal ao
eixo da viga permanece plana, porem devido as deforma~oes por cisalha
mento esta se~ao nao mais permanece normal a esse eixo. Este efeito
e levado em conta porque a expressao dos deslocamentos de urn ponto no
interior do elemento, a qual sera apresentada posteriormente, e fun-
~ao da diferen~a entre os vetores unitarios de orienta~ao das se~oes
na po~i~ao inicial (oys' °Yt) e na posi~ao deformada ( Ys' tyt); as
dire~oes destes vetorescorrespondem as dire~oes dos eixos principais
de inercia. Para efeito de ilustra~ao consideram-se os elementos da
Fig. 2 a fim de que se possa visualizar as deforma~oes de cisalhamen-
to sofridas pelo elemento e tambem as condi~oes de compatibilidade de
deslocamentos u.(i=1,2,3} e rota~oes 0.(i=1,2,3}, nas interse~oes de
elementos. L L
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onde ~(r) sac func;oes de interpola£ao Lagrangeanas [1,2J, r,s, e t
sac as coordenadas naturais, mx~ sao as coordenadas Cartesianas de
um ponto nodal k, ak e bk sac as1dimensoes de sec;ao transversal da vi
ga no ponto nodal k, mvJi e mvfi sac as componentes dos vetores unT
tar10S mv~ e mvf nas direc;oes set, respectivamente, do ponto nodal
k, as quais nao sao necessariamente normais a linha media da viga. 0
calculo dos vetores de orientac;ao das sec;oes nos ~ontos nodais do ele
mento para a configurac;ao inicial, (O~~, o~~ e O~t), utiliza pont os
auxiliares e e detalhado em [1].

Avaliando-se a expressao
e t+~t, obte~se os campos de
tos incrementais u. em func;ao
dais. 1

(2), sucessivamente, nos estados 0, t
deslocamentos tot~is tUi e desloc~men -
dos vetores de or1entac;ao das sec;oes no

Conhecida a geometria atualizada, e possIvel obter as matrizes e
vetores utilizados na analise linear e nao-linear. As diferenciac;oes
e integrac;oes em coordenadas Cartesianas globais 0Xi requerem a ma-
triz de transformac;ao Jacobiana oJ, que contem as derivadas das coor-
denadas Cartesianas iniciais °Xi com respeito as coordenadas natu-
rais r, set.

0 0 0
xl,r x2,r x3,r

oJ 0 0 0 (3)xl,s x2,s x3,s

0 0 0
xl•t X2,t X3,t

As matrizes de rigidez e 0 vetor de forc;as equivalentes sac obti
dos da avaliac;ao das integrais abaixo, sobre 0 volume °v de cada ele=
mento, com posterior somatorio para toda a estrutura.

o n .. °dv
o '1J

tT it 0F u = s .. 0 e.. dv0- - 0 1J 0 1J
°v

onde oCijrs.e 0 t~nsor das relac;oes constitutivas, ~Sij r~presenta 0
tensor.d~ P1~la K1rchhoff II, e oeij e oDij correspondem as partes Ii
near e nao-11near do tensor das deformac;oes incremental:
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As equa~oes (4) a (6) sac avaliadas matricialmente, como se se-
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- t -Nas expressoes (10) a (12), o~ relaciona as deforma~oes linea-
res com os deslocamentos, ao se usar a nota~ao matricial:

NNNNN N]ul u2 u 30 10 2 0 3 ;

tB~ relaciona as derivadas dos incrementos das deforma~oes como-des ocamentos,

onde

u·Ta[ u0- 0 1,1

tc representa as rela~oes linearizadas entre tensoes e deforma~oes
~;crementais; ~S e a matriz contendo as tensoes de Piola-Kirchhoff II;
e 5~ corresponde ao vetor destas tensoes.

Na formula~ao Lagrangeana total a rela~ao linear tensao-deforma-.•
~ao e



~ suposto que no sistema de coordenadas local somente existem u-
ma tensao longitudinal e duas tensoes de cisalhamento. Portanto a re
la~ao constitutiva do material no sistema local e representada pela
matriz

onde E e 0 modulo de Young, k e 0 fator de corre~ao do cisalhamento e
G e 0 mOdulo de elasticidade transversal. Como 0 equilibrio das equa
~oes e obtido no sistema global de coordenadas, faz-se necessario a
transforma~ao da matriz constitutiva local para 0 sistema de coordena
das global.

Os deslocamentos globais de um ponto no interior do elemento sac
fun~oes dos deslocamentos de todos os N nos do elemento. Portanto,
tern-se

t ~~(r,s,t) = H u

onde u e 0 vetor dos deslocamentos de urnponto no elemento, tH e a
matr1z de interpola~ao dos deslocamentos e u e 0 vetor dos deslocamen
tos nodais.

Para a avalia~ao da matriz de massa calcula-se numericamente a
integral abaixo

onde 0p e a densidade de massa correspondente ao tempo O. Note-se
que no caso de elementos de viga submetidos a grandes rota~oes, tE
deve ser estabelecido na configura~ao atualizada (este fate nao tem
sido suficientemente esclare cido na literatura). Portanto, a matriz
de massa e dependente da configura~ao, neste caso.

Os esfor~os (for~as e momentos, vide Fig. 2) sac calculados nume
ricamente integrando-se, as for~as e momentos por unidade de area,
nas dire~oes set, mantendo-se r fixo.

A rela~ao que existe entre as for£as globais tti por unidade de
area em urndeterminado ponto e as tensoes de Cauchy tTij neste pon-
to, pode ser expressa da seguinte maneira,

onde os tVri sac as componentes do vetor unitario na dire~ao normal a
se~ao defin1da pela coordenada r.



,.Oltc;"s I MaMENTO' ILaI"IS, ,.OIt~ •.S I MOMINTce: .LOI •.I. "O:It~•.S I MOMENTa,
lI'O. UMIOAD£ DIE AItIA, 1M UlIII IEIII UNA SE~.i.O LOCAl. 1M UMA SE~lo
PO_TO Dr I"TI'.A~Ao

o calculo dos momentos globais tm. por unidade de area em um pon-
to, (referidos a configura~ao atual), ~podera ser avaliado atraves da
equa~ao indicial abaixo

onde Eijk e o.simbolo ~e permuta~ao e tXj e 0 vetor posi~ao do
de uma determ~nada se~ao, dado por

Na expressao acima, set representam as coordenadas naturais; a e b
sao as dimensoes da se~ao correspondente ao ponto de integra~ao r, ob-
tidas por interpola~ao das dimensoes nas se~oes nodais.

Ate agora foi vis to como encontrar as for~as e momentos por unid~
de de area em um ponto de integra~ao. Para calcular as for~as e os mo
mentos totais e feita uma integra~ao numerica das for~as e momentos e-
lementares tti dA e tIDi dA. Assim, tem-se

tF. £ tt. dA ab L tt. (s., tk)-4- Ct. ~~ ~ j,k J ~ J

tM. =£ tm. dA ab L tm. (s., tk)-4- Ct. ~~ ~ j,k J ~ J

onde Sj e tk r~presentam as.coordenadas d~s ponto: de integra~ao na.s~
~~o; Ctje Uk sao os respect~vos pesos na ~ntegra~ao por Gauss nas d~re
~oes set, respectivamente; e tFi e tMi sao as componentes das for~as
e momentos globais em uma se~ao, na configura~ao atualizada.

As componentes das for~as totais no sistema local sao calculadas
pela transforma~ao matricial
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onde tF e ~ representam as for~as e momentos totais no sistema lo-
cal, e tQ e a matriz de transforma~ao das for~as do sistema global
para 0 local.

o procedimento apresentado para 0 calculo das for~as e mementos,
tanto sejam globais ou locais, e utilizado para as formula~oes Lagrange
ana total e atualizada. Em ambas as formula~oes as tensoes de Cauchy
sac empregadas para a avalia~ao destes esfor~os.

Urnaviga em balan~o sob a~ao de um momento concentrado na extremi-
dade (M) foi esquematizada como mostra a Fig. 3, e analisada atraves
da F.L.T. com uma discretiza~ao formada por um elemento cubico, uma or-
dem de inte~ra~ao de Gauss 3x2x2 e 520 passos de carga iguais sem qual-
quer itera~ao de equilibrio em cada passo. Este exemplo foi analisado
por Surana [5J, razao pela qual foram conservados os mesmos parametros
por ele usados; modulo de elasticidade E = 30 x 106 Kgf/cm2, coeficien-
te de Poisson V = 0, bases "b" e alturas "a" iguais a 1 em, momenta de
inercia I = 1/12 cm4 e 0 comprimento L = 12 em.

A descri~ao e posi~oes dos nos do elemento para as configura~oes i
nicial e deformadas da estrutura, correspondentes aos valores do param~

.,1



na Fig. 3. Nas Fig. 4 e 5 sac apresentados os graficos para desloca-
mentos adimensionais nas dire~oes horizontal e vertical e para a rota-
~ao da extremidade da viga, todos estes relacionados com 0 parametro
de carga usado.
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A solu~ao analitiea, eom a qual sac eomparados os resultados do
programa, e baseada na observa~ao que as eonfigura~oes deformadas re-
presentam areos de eireulos, e pode ser obtida atraves de geometria e-
lementar e da teoria de vigas. as desloeamentos da extremidade obti-
dos analitieamente, sao:

= 1 sene- ---e-- u2 1-r- = 8 (1 - eose)

onde e e 0 Angulo eentral eorrespondente a viga deformada. Tambem sac
apresentados os resultados obtidos por Surana [5J, que resolveu este
exemplo eom uma diseretiza~ao eonstituida por quatro elementos de eas-
ea.

Nota-se que as solu~oes eneontradas pelo programa apresentam boa
eoneordaneia eom a resposta analitiea para 0 parametro de earga f me-
nor que 0,8, 0 que e razoavel, pois para este valor de f a viga ja se
eneontra bastante distoreida, eomo se pode ver na Fig. 3, e as fun~oes
de interpola~ao eubieas nao representam exatamente as rela~oes (16),
as quais envolvem as fun~oes seno e cosseno. Para serem obtidos resul
tados mais exatos, para maiores valores de f, e preciso fazer uma dis~
cretiza~ao com mais elementos.

Um portico espacial, em forma de tr1pe, foi idealizado eomo mos-
tra a Fig. 6 onde e mostrada uma perspectiva isometrica do portico e u
ma vista superior. ~ formado por tres barras, sendo duas engastadas
inferiormente e a outra livre a rota~ao em tome do eixo coordenado
Xl' e livre a deslocamento na dire~ao do eixo x2• A analise foi reall
zada com urns earga eoncentrada horizontal P, atuante no no 4, na dire-
~ao e sentido do eixo x2' atraves da F.L.T., com uma discretiza~ao for
mada por um elemento euoico por membro e 600 passos de carga sem itera
~oes de equilibrio.

As configura~oes deformadas estao e~ostas na Fig. 7 para os vale
res 4, 16 e 40 do parametro de carga, PL lEI. Os resultados estao plo
tados na Fig. 8, onde sao apresentadas as eurvas que relaeionam os des
loeamentos adimensionais, -u~O/L e u~/L, com os diversos parametros de
earga.

Com a finalidade de avaliar as matrizes de rigidez e de massa im-
plantadas para 0 elemento de viga no espa~o, foram calculadas as fre-
queneias de vibra~ao de uma viga em balan~o, sendo empregada no primei
ro easo uma se~ao quadrada e no segundo, uma se~ao retangular. as pa~
rametros USados em ambos os easos foram: mOdulo de elasticidade E =
2,1 X 106 Kgf/cm2, eoefieiente de Poisson v = 0,25, fator de eorre~ao
devido ao eisalhamento k = 0,8333, e comprimento da viga L = 300 em.
As dimensoes para 0 easo de se~oes quadradas, foram de 13,16 em para
bases "b" e alturas "a", enquanto para as se~oes retangulares as bases
mediam 30 em e as alturas 10 em. A diseretiza~ao usada foi de 2 ele -
mentos eubieos.

Os resultados foram comparados eom as solu~oes analitieas aprese~
tadas por Timoshenko, Young e Weaver [4J, eonforme a tabela 1.
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Tabela I: Solu~oes analiticas para frequencias (i=1,2,3 •••)

TRANSVERSAL LONGITUDINAL TORCIONAL

K~ {[ 2i-l ~ 2i-l ~GJ*~--
211 PA 4L p 4L pIp

Na Tabela I, pea densidade do material; as
~~o sao A = area, I = momenta de inercia a flexao,
nerc~a polar, J* momento de inercia a tor~ao; i
dem da frequenciaj e Ki e calculado pela equa~ao

\coS(Ki L)cosh (Ki L) • - 1

propriedades da se-
Ip = momenta de i-

e 0 indice de or-
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A formula para frequencias de tor~ao nao foi obtida da literatu-
ra, mas reduz-se a de Timoshenko, Young e Weaver [~, no caso de se-
~oes circulares. Note-se, ainda, que as expressoes analiticas sac va-
lidas para vi gas esbeltas, desprezando a inercia rotatoria e de forma-



~oes de cisalhamento. efeitos levados em conta na solu~ao computacio
nal.

A matriz de massa utilizada neste exemplo e a chamada matriz
massa consistente. baseada nas mesmas fun~oes de forma adotadas
descrever 0 campo de deslocamentos estatico.

de
para

As tabelas II e III apresentam as respostas analiticas e computa-
cionais para as dez frequencias mais baixas computadas. com a identifi
ca~ao do tipo de mado de vibra~aoL e a taxa de erro. em percentagem:
da solu~ao computacional em rela~ao a calculada analiticamente. As
frequencias sac apresentadas na ordem exposta pelo programa.

No caso de se~ao quadrada foi observada uma boa concordancia en-
tre as solu~oes apresentadas para as primeiras frequencias correspon-
dentes aos diversos modos de vibra~ao. Os resultados apresentados pa-
ra a se~ao retangular (b/a = 3) foram proximos aos analiticos para as
frequencias transversais e longitudinais. apresentando resultados de
frequencias torcionais insatisfatorios. Isto ja era previsto. pois as
fun~oes de interpola~ao nao envolvem efeitos associados ao empenamento
das se~oes. levando portanto. a uma aproxima~ao relativamente grossei-
ra do comportamento de tor~ao.

Note-se que com rela~ao as frequencias transversais e longitudi-
nais mais altas. sua aproxima~ao pode ser melhorada atraves do uso de
um maior numero de elementos. Ja 0 erro na primeira frequencia torcio
nal nao pode ser reduzido significativamente desta forma.

MODO DE FRE aUENCIA ERR 0

VIBRA~AO
T I PO

ANALiTICA 10/0)PROGRAMA

1 *)TRANSVERSAL 0,0342 0,0344 0,39

2 *lTRA NSV ERSAL 0,0342 0,0344 0,39

3 TRA NSV E RSA L 0,2145 0,2249 4,84

4 TRANSVERSA L 0,2145 0,2249 4,84

5 TRANSVERSAL 0,6007 0,6742 12,23

6 TRANS VERSAL 0,6007 0,6742 12,23

7 *)TORCIONAL 0,7015 0,6998 -0,24

8 *)LONGITUDINAL 1,2076 1,2120 0,36

9 TRANSVERSAL 1,1772 1,5720 33,54

10 TRANSVERSAL 1,1772 1,5720 33,54



MODO DE FREQUENCIA ERRO

VIBRA<;AO
TIPO

ANALITICA 1%1PROGRAMA

1 *)TRANSVERSAL y 0,0260 0,0261 0,47

2 *)TRANS VERS AL Z 0,0780 0,0778 -0,23

3 TRANSVERS AL Y 0,1630 0,1717 5,34

4 TR A NSVERS AL Z 0,4890 0,4908 0,37

5 TRA NSVERSAL Y 0,4564 0,5184 13,57

6 I*)TORCIONAL 0,4291 0,6998 63P9

7 *ILONGITUDINAL 1,2076 1,2120 0,36

8 TRANSVERSAL y 0,8945 1,2270 37,18

9 TRANSVERSAL Z 1,3693 1,3870 1,29

10 TORCIONAL 1,2872 2,1510 67, II

OBS: UNIDADE DE FREQ~NCIA - CICLOS/SEGUNDO
(*) PRlMEIRO MODO DE VIBRA<;:AO,NUMA DETERMINADA DlRE<;:AO,

PARA CADA TIPO,

o Exemplo 3 mostra que 0 comportamento a tor~ao foi deficiente,
para se~oes retangulares com a rela~ao entre lados muito diferente da
unidade.

Na verdade, isto ocorreu porque 0 fator de corre~ao ao cisalha -
mento k e baseado na calibra~em do elemento (atraves da rela~ao cons-
titutiva, Eq. (14» a situa~ao de flexao simples. 0 valor k = 0.8333
(cujo inverso, f = 1.2~ e mais usualmente encontrado em textos tradi-
cionais) e por coincidencia, apropriado para tor~ao de uma se~ao qua-
drada.

Caso se buscasse melhorar a resposta em tor~ao na se~ao retangu-
lar, seria necessario modificar 0 fator k. Com isso, no entanto, as
frequencias de flexao seriam afetadas, Por outro lado, 0 valor de k
adequado para tor~ao depende da rela~ao entre os lados da se~ao.

Note-se, ainda, que no caso de elementos curvos nao e possrvel,
em geral, distinguir entre diferentes formas de vibra~ao, nao sendo
possrvel tentar-se a ado~ao de valores de k diferentes de forma indi-
reta, pela altera~ao da matriz Dt para graus de liberdade seleciona -
dos.

Os elementos de viga convencionais (p.e., em [6J) nao apresentam
tais dificuldades; entretanto, nao se prestam tao bem a problemas de



Duas sugestoes para melhorar 0 comportamento dos elementos Lagran-
geanos parametricos saD expostas a seguir:

(1) Utilizar valores de k tabelados ou calculados em fun~io da re-
la~ao entre os lados da se~ao. validos para tor~io. Desta forma. 0 ele
mento fica deficiente quanto ao efeito do cortante. Para vigas relati=
vamente esbeltas. esta solu~ao e satisfatoria e envolve um mInimo de al
tera~ees na formula~ao.e no algoritmo computacional; ou

(2) Executar uma integra~ao analitica na se~ao. de~~rezando 0 efei
to das curvaturas. de forma a separar 0 triplo produto »t £ BL. no que
tange ao cisalhamento. em duas parcelas. uma envolvendo 0 cortante a ou
tra a tor~ao. Isto esemelhante ao que se faz em cascas ao separar e-
feitos de flexao e membrana. Tal separa~ao e possivel aqui pois as ten
sees cisalhantes provenientes do cortante variam quadraticamente na se=
~ao. enquanto as provenientes da tor~ao variam de forma linear. Isto.
no entanto. iria requerer modifica~oes de certa monta nos programas; a-
lem disso. ficaria prejudicada a capacidade de analisar problemas de
grande curvatura.
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