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RESUMO

Apresentam-se elementos finitos para vigas no espago baseados em
1nterpola§ao Lagrangeana das translagoes e rotagoes das segoes trans-
versais., Tais elementos prestam-se a modelagem do comportamento esta-
tico e din3mico, linear e nao-linear, de Bortlcos tridimensionais, 0Os
elementos podem possuir curvaturas e torgao iniciais, Exemplos de ana
lise estat1ca geometr1camente nao-linear e de calculo de frequenclas
de v1bragao sao apresentados. Demonstra-se que ha serlas 11m1tagoes
na modelagem dos efeltos de c1sa1hamento, em partlcular a torgao. Es-
tas def1c1enc1as tém recebido pouca atengao, pols a maioria dos traba-
lhos nesta area se limitam a problemas de flexao no plano. Sao feitas
sugestoes para limites de ut111zagao e melhoria destes elementos.

ABSTRACT

Finite elements for beams in space, using Lagrangian interpola-
tion of cross-sectional translations and rotations, are developed for
static and dynamic nonlinear analysis of space frames, The elements
can have initial curvatures and torsion. Examples of geometrically
nonlinear static analyses and natural frequency calculations are pre-
sented, It is shown that serious limitations arise in the modelling
of shear deformation effects, specially with regard to torsion, Such
deficiencies have received little attention in the literature, be-
cause most applications have been limited to plane bending. Suges—
tions for improvement of such elements are presented.
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INTRODUGAO

0 advento de elementos finitos baseados em fungoes de forma para-
metrizadas, geradas com referéncia a geometria simples de elementos ba
sicos, veio slmpllflcar em muito o tratamento de problemas envolvendo
pegas_curvas. Além disso, tal formulacao presta-se de manelra conveni
ente a modelagem de problemas de grandes deslocamentos, ja que os esta
dos sucessivos de deformagao podem ser descritos atraves de mapeamen -
tos similares ao usado na definigao da geometria inicial,

Este trabalho apresenta elementos baseados em interpolagio Lagran
geana, para uso na modelagem de vigas no espago, com grandes curvatu -
ras e torgoes iniciais, variaveis ao longo dos elementos [1 Estes e

. lementos podem ser usados na analise de porticos espaciais. A formulz
¢ao desenvolvida [1,2 permite considerar deslocamentos arbltrarlamen
te grandes. A 11m1tagao esta na lei constitutiva do materlal que €
suposta ser uma relagao linear entre os tenspres de tensoes de Piola-
Kirchhoff II e de deformagoes de Lagrange |3], quando se utiliza a cha
mada formulacao Lagrangeana total (F.L.T.).

As hlpoteses cinematicas adotadas correspondem a uma versao tr1d1
mensional da viga tipo Tlmoshenko (com efelto de clsalhamento [4])
que a segao transversal & 1ndeformave1 mas nao esta restrita a permane
cer normal a linha média apos a deformagao da estrutura. Isto e atin-
gido de forma muito 51mp1es, atraves de uma 1nterpolagao 1ndependente
de translagoes e rotagoes das segoes. Além de consideragoes relativas

i flexao no plano [1 , que ii sao bastante divulgadas, importa desta -
car que tais elementos contem deficiencias na modelagem de efeitos de
torgao.

No que se segue, descreve-se brevemente ‘a formulagao do elemento
(matrizes de r1g1dez e de massa), com certa atengao ao calculo dos es-’
forgos em regime de grandes deslocamentos. 0s fundamentos teoricos
sao tambem mencionados; para uma descrlgao mais detalhada, recomenda -
se a Ref, [{] onde sao encontrados ainda exemplos adicionais aos aqui
apresentados.

FUNDAMENTOS

A forma matricial das equagEes do movimento de uma estrutura dis-
cretizada em elementos finitos, Ja 11nearlzada para deslocamentos in-
crementais, pode ser escrita

tht, . t+At t
¥ (KL+ xm) = F ¢H)
-
onde M € a matriz de massa; e sao, respectlvamente, a parte li-

near e a nao-linear da matriz de” rigidez; t+Atg g o vetor do carre
gamento nodal aplicado externamente; E e o vetor das forgas nodais e-
quivalentes as tensoes dos elementos; t+Aty € o vetor das aceleragoes
nos pontos nodais e y & o vetor dos deslocamentos nodais incrementais,
Convenciona-se que as quantidades tém um indice superior esquerdo que
indiea a conflguragao €m que estas ocorrem e indice lnferlor esquerdo
a configuragao em que as mesmas sao medidas.

Os elementos de v1ga sao formulados tridimensionalmente, podem
ser curvos, € as dimensoes de suas segoes transversais, -as quais devem
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ser retangulares, podem variar ao longo do eixo [1,2].~ Os elementos
possuem translagoes das segoes independentes das rotagoes, com o que
se tem uma boa representacao da geometria deformada dos elementos
qgando estes sao submetidos a grandes deslocamentos e grandes rota-
goes,

Supde~se que uma secao transversal plana, inicialmente normal ao
eixo da viga permanece plana, porém devido as deformagoes por cisalha
mento esta se¢ao nac mais permanece normal a esse eixo., Este efeito
€ levado em conta porque a expressao dos deslocamentos de um ponto no
interior do elemento, a qual sera apresentada posteriormente, & fun-
¢ao da diferenga entre os vetores unitarios de orientacao das secoes
na posicao inicial (9¥g, °Y¢) e na posigao deformada (yg, ty.); as
diregoes destes vetores: correspondem as diregoes dos eixos principais
de inercia., Para efeito.de ilustragao consideram-se os elementos da
Fig. 2 a fim de que se possa visualizar as deformagoes de cisalhamen-
to sofridas pelo elemento e também as condigoes de compatibilidade de
deslocamentos u,(i=1,2,3) e rotagoes 0O.(i=1,2,3), nas intersecoes de
elementos. N N

8 \ \ CONFIGURAGAO
AN - DEFORMA DA
N
o
~
LINHA NEUTRA

| * INICIAL

.
CONFIGURAGAC
s

Fig. 1 Hipoteses cinematicas

As coordenadas Cartesianas ™x. de um ponto arbitrario de uma vi-
ga com N pontos nodais em uma configuragao m sao expressas por

m

N m k t N mvk
x, = I X, +% I .+
- hk i 2 k=1 % hk ti »

+§ L b hk\mvk. (2)

com (i=1,2,3)
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onde (r) sao fungoes de 1nterpolasao Lagrangeanas [1 Z] r,s, e t
sao as coordenadas naturals, My% sao as coordenadas Cartesianas de
um ponto nodal k, ap e by sao as dlmensoes de segao transversal da v1
ga no ponto nodal k, BVé§i e thl sao as componentes dos vetores uni
tarios ™5 e ™VE nas d1regoes s e t, respectivamente, do ponto nodal
k, as quais nao sao necessarlamente norma1s a linha média da viga. O
calculo dos vetores de orlentagao das segoes nos Eontos nodais do ele
mento para a conf1guragao inicial, (°Yr, Ys ), utiliza  pontos
auxiliares e € detalhado em [i]

Avaliando-se a expressao (2), sucessivamente, nos estados 0, t
e t+At, obtemse os campos de deslocamentos totais t“i e deslocamen -
tos incrementais u, em fungao dos vetores de orientagao das segoes no
dais.

MATRIZ DE RIGIDEZ

Conhecida a geometrla atualizada, e poss1ve1 obter as matrlzes e
vetores utlllzados na anialise linear e nao-linear. As dxferenCLagoes
e 1ntegragoes em coordenadas Cartesianas globals Ox; requerem a  ma-
triz de transformagao Jacobiana 9], que contem as derivadas das coor-

denadas Cartesianas iniciais °x1 com respeito as coordenadas natu-
rais r, s e t,
_bx °x %x
l,r 2,r 3,r
o o o o
J = x x x (3)
~ 1,s 2,s 3,s

% °x °x
L 1,t 2,t 3,t
As matrizes de rigidez e o vetor de forgas equivalentes sao obti
dos da avallagao das 1ntegra1s abaixo, sobre o volume °V de cada ele=
mento, com posterior somatorio para toda a estrutura.

t _ o
o& L= l ocijrs ofrs 60 eij dv ()
v

t _ t o
O&LB_‘/; osij Gonij dv )

tFTu=/ ts.. 6 e.. %av (6)
o~ =~ , 07ij o Tij

onde Ci:rg € o tensor das relagoes constitutivas, oS1J representa o
tensor .de Piola Kirchhoff II, e ,eji e ,n;ij correspondem as partes 1i
near e nao-linear do temsor das defdrmagoes incremental:

1€))

€.. = e.. + 1n,.
0ij o1ij o'ij




- 167 -
1 t t
o%ij =7 [(o"i,j *ou, 1) Y G, 0%, Yo%, o“k,i)] ®
=l (u . w0 )
onij 2 ‘o k,i 0k,j

As equagSes (4) a (6) sao avaliadas matricialmente, como se se-
gue:

t
‘u t, Tt t [
oﬁ~=(-/; fpt o ln % (10)

v
t - t, T ¢t t o
o~L2 / o~BNL o§ o~BNL dv) L aun
0O,
v
t, t, T tq 0
og—f oBL oS Tav (12)
%y

~ t . - .
Nas expressoes (10) a (12), _B; relaciona as deformagoes linea-
res com os deslocamentos, ao se usar a notagao matricial:

onde s = [oe].l 0%22 0%33 %12 %023 20913];

N = n? de nos do elemento;

t . . . ~
oB relaciona as derivadas dos incrementos das deformagoes com os
degkocamentos,
t -~
L

u u

o~ OBNL ~
onde

.T=[ . .
o2 Tlo%1,1 o"1,2 o"1,3 o"2,1 o"2,2 0%2,3 03,1 o"3,2 0“3,3]’

t ~ N . ~ -~

C representa as relagoes linearizadas entre tensoes e deformagoes
incrementais; ts e a matriz contendo as tensoes de Piola-Kirchhoff II;
e 58 corresponge ao vetor destas tensoes.

Na formulagio Lagrangeana total a relacao linear tensao-deforma-
. !
gao e

ts..=%.. ‘e (13)
o1] 0 ijrs o rs




- 168 -

£ suposto que no sistema de coordenadas local somente existem u-
ma tensao longitudinal e duas tensdes de c15a1hamento. Portanto a re
lagao constitutiva do material no sistema local & representada pela
matriz

E 0 0
2 =lo xe¢ o |; (14)
d ’

0 0 kg

onde E € o modulo de Young, k & o fator de corregao do cisalhamento e
G e o modulo de elasticidade transversal. Como o equilibrio das equa
goes e obtido no sistema global de coordenadas, faz-se necessario a
'transformagao da matriz constitutiva local para o sistema de coordena
das global,

MATRIZ DE MASSA

Os deslocamentos globais de um ponto no interior do elemento sao
fungoes dos deslocamentos de todos os N nos do elemento. Portanto,
tem~se

u(r,s,t) = 'u g

- t, -
onde u e o vetor dos deslocamentos de um ponto no elemento, H e a
matriz de interpolagao dos deslocamentos e u e o vetor dos desTocamen
tos nodais.,

Para a avaliagao da matriz de massa calcula-se numericamente a
integral abaixo
v = / % tn Tty 4% 15)
°v

onde op € a densidade de massa correspondente ao tempo O, Note-se
que no caso de elementos de viga submetidos a grandes rotagoes, tﬂ
deve ser estabelecido na configuracao atualizada (este fato nao tem
sido suf1c1entemente esclarecido na literatura). Portanto, a matriz
de massa & dependente da conflguragao, neste caso,

AVALIAQAO DOS ESFORCOS

Os esforgos (forgas e momentos, vide Fig. 2) sao calculados _nume
ricamente 1ntegrando—se, as forgas e momentos por unidade de area,
nas d1regoes s e t, mantendo-se r fixo.

t
A relagao que existe entre as forgas globais i por unidade de
area em um determinado ponto e as tensoes de Cauchy tT'j neste pon-
to, pode ser expressa da seguinte maneira,

. G Vey (T 12,3 §71,2,3)

onde os tVr- sao as componentes do vetor unitario na diregao normal a
segao definida pela coordenada r.
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PONTO DE
INTESRAGAO

FORGAS € MOMENTOS GLOGAIS, FORGAS £ MOMENTOS SLOBAIE  FORGAS £ MOMENTOS
POR UNIDADE OE AREA, EM UM EM UNMA SEGAQ LOCAIS EM UMA SECAO
PONTO DE INTEGRAGAD

V xz

Fig.2 Esforgos em uma segao transversal

- : .t . -
0 calculo dos momentos globals m, por unidade de area em um pon-
to, (referldos a conflguragao atual), “podera ser avaliado atraves da
equagao indicial abaixo

t - t t
m, E.jk xj tk
onde Ej ik € o simbolo de permutagao e th € o vetor posigao do ponto
de uma Aeterm1nada segao, dado por
t 1 t
X, =3 (sb V si +ta V .)

Na expressao ac1ma, S e_t representam as coordenadas naturals, ae b
sao as dimensdes da segao correspondente ao ponto de 1ntegra§ao r, ob-
tidas por 1nterpolagao das dimensoes nas segoes nodais,

Ate agora foi visto como encontrar as forgas e momentos por unida
de de area em um ponto de 1ntegragao. Para calcular as forgas e os mo
mentos totais & felta uma integragao numeérica das forgas e momentos e—
lementares tt dA e m1 dA, Assim, tem-se

t t ab t

F. = u/P = I aq, t.(s., t )
i A 4 ik % i3 Tk

t t ab t

M, = J/ﬁ m, dA = —— I aq. m,(s., t ) .,
1 " i 4 3,k 3j ak 1] k

onde §j e tg representam as coordenadas dos pontos de integragao na se
gao; oj e Oy s30 os respectivos pesos na 1ntegragao por Gauss nas dire
goes s e t, respectivamente; e tF e t™; sao as componentes das forgas
e momentos globais em uma segao, na configuragao atualizada.

—

As componentes das forcgas totais no sistema local sao calculadas
pela transformagao matricial N
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onde Foe tM representam as forgas e momentos totais no sistema lo-
cal, e Qe " a matriz de transformlgao das forgas do sistema  global
para o local.

0 procedimento apresentado _para o calculo das forgas e momentos,
tanto sejam globais ou locais, € utilizado para as formulagoes Lagrange
ana total e atualizada. Em ambas as formulagoes as tensoces de Cauchy
sao empregadas para a avallagao destes esforgos,

EXEMPLOS
Exemplo 1: Viga em balango em flexao pura

Uma viga em balango sob agao de um momento concentrado na extreml-
dade (M) foi esquematizada como mostra a Fig. 3, e analisada atraves
da F.L.T. com uma discretizagao formada por um elemento cublco, uma or-
dem de 1ntegragao de Gauss 3x2x2 e 520 passos de carga iguais sem qual-
quer iteragao_de equ111br10 em cada passo., Este exemplo foi anallsado
por Surana |5§, razao pela qual foram conservados os mesmos parametros
por ele usados; modulo de elasticidade E = 30 x 106 Kgf/cm?, coeficien-
te de Poisson v = 0, bases "b" e alturas "a" iguais a 1 cm, momento de
inercia I = 1/12 cmz e o comprimento L = 12 cm,

A descrlgao e posi¢oes dos nos do elemento para as conflguragoes i
nicial e deformadas da estrutura, correspondentes aos valores do parame

+
A
2/

Fig. 3 Configuragoes da Estrutura para o Exemplo 1

tro de carga, ML/TEI,iguais a 0,2; 0,4; 0,6; 0,8 e 1,0, estac expostos
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na Fig. 3. Nas Fig. 4 e 5 sao apresentados os graficos para desloca-
mentos adimensionais nas diregdes horizontal e vertical e para a rota-
ggo da extremidade da viga, todos estes relacionados com o parametro
de carga usado. '

ML/TTEL

PARAMETRO DE CARGA

— RESPOSTA ANALTTICA

© 1 ELEMENTO COBICO
F.L.T. - SEM {TERAGAO

v b4 ELEMENTOS DE CASCA — N

{SURANA) . :

.

I I ; caim

| | H

4 ! i

-1 dr .

o ot 6z 03 oA 05 06 07 08 0» - BN

DESLOCAMENTO ADIMENSICNAL (~u}/L)

Fig., 4 Exemplo 1 - Deslocamento Horizontal
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(=] ‘ -
° | {
: i |
- +
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3 i /
- ! ~
« I
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{
L
| |
’,.. . i
° o 02 ., 03 oa os .08 07 o8

4
DESLOCAMENTO ADIMENSIONAL (v, 48]

N
Fig., 5 Exemplo 1 - Deslocamento Vertical
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A solugao analitica, com a qual sao comparados_os resultados do
programa, & baseada na observagao que as conflguragoes deformadas re~
presentam arcos de c1rculos, e pode ser obtida através de geometria e-
lementar e da teoria de vigas, Os deslocamentos da extremidade obti-
dos analiticamente, sao:

u

-T1-=1—-§82-Qe—12‘--é-(1—cose) (16)

onde © € o angulo central correspondente i viga deformada. Também sao
apresentados os resultados obtidos por Surana Eﬂ , que resolveu este
exemplo com uma dxscret1zagao constituida por quatro elementos de cas-
ca.

Nota-se que as solugoes encontradas pelo programa apresentam boa
concordancia com a resposta analitica para o parametro de carga f me-
‘nor que 0,8, o que e razoavel, pois para este valor de f a viga ja se
encontra bastante dlStOICId&, como se pode ver na Fig., 3, e as fungoes
de 1nterpolagao cubicas nao representam exatamente as relagoes (16),
as quais envolvem as fungoes seno e cosseno. Para serem obtidos resul
tados mals exatos, para maiores valores de f, & preciso fazer uma dis—
cretlzagao com mais elementos,

Exemplo 2: Portico espacial

Um portico espac1a1, em forma de tripe, foi idealizado como mos-
tra a Fig. 6 onde & mostrada uma perspect1va isométrica do portico e u
ma vista superior. E formado por tres barras, sendo duas engastadas
inferiormente e a outra livre a rotagao em torno do eixo coordenado
X,, e livre a deslocamento na direcao do eixo x,, A anallse foi reali
zada com uma carga concentrada horlzontal P, atuante no no 4, na_ dire=
gao e sentido do eixo X5, atravées da F.L, T., com uma dlscretlzagao for
mada por um elemento cubico por membro e 600 passos de carga sem 1tera
goes de equilibrio.

As conflguragoes deformadas estao egpostas na Fig. 7 para os valo
res 4, 16 e 40 do parametro de carga, /EI. Os resultados estao plo
tados na Fig. 8, onde sao apresentadas as curvas que relaclonam os des
locamentos adimensionais, —u3 0/1, e uj /L com os diversos parametros de
carga.

Exemplo 3: Frequencias de vibragao

Com a finalidade de avaliar as matrizes de rigidez e de massa im~
plantadas para o elemento de viga no espago, foram calculadas as fre-
quencias de v1bragao de uma viga em balanco, sendo empregada no primei
ro caso uma se¢ao quadrada e no segundo, uma secao retangular. Os pa-
rametros usados em ambos os casos foram: modulo de elasticidade E =
2,1 x 106 Kgf/cm coeficiente de Poisson v = 0,25, fator de corregao
dev1do ao clsalhamento k=0 8333 e comprlmento da viga L = 300 cm.
As dimensoes para o caso de segoes quadradas, foram de 13,16 cm para
bases "b" e alturas "a'", enquanto para as segoes retangulares as bases
mediam 30 cm e as alturas 10 cm, A dlscretlzagao usada foi de 2 ele -
mentos cubicos.

0s resultados foram comparados com as solugoes analiticas apresen
tadas por Timoshenko, Young e Weaver [4], conforme a tabela I.
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Fig. 6 Descrigso da Estrutura para o Exemplo 2

Tabela I: Solugoes analiticas para frequencias (i=1,2,3...)
TRANSVERSAL LONGITUDINAL TORCIONAL
2 [er s .
Ki EI 2i-1 ’ E 2i-1 GJ*
29 pA 4L o] 4L pIp

. RNa Tabela I, p
gao sao A = area, I
nercia polar, J* =

e

a densidade do material; as propriedades da se-

momento de inércia @ flexao,

Ip = momento de i-

momento de inércia a torgao; i € o Indice de or-
den da frequencia; ¢ K; & calculado pela equagao

N
cos(Ki L)cosh (Ki L)y =-1




Fig. 7 Exemplo 2 - Configuragoes da Estrutura
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PARAMETRO DE CARGA
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DESLOCAMENTOS ADIMENSIONAIS Cw /L)

Fig. 8 Exemplo 2 - Curvas carga-deslocamentos

A formula para frequencias de torgao nao foi obtida da literatu-
ra, mas reduz-se a de Timoshenko, Young e Weaver [4 , No caso de se-
goes circulares., . Note-se, ainda, que as expressoes analiticas sao va-
lidas para vigas esbeltas, desprezando a inercia rotatoria e deforma-




- 175 -

goes de cisalhamento, efeitos levados em conta na solugao computacio -
nal.

A matriz de massa utilizada neste exemplo € a chamada matriz de
massa consistente, baseada nas mesmas fungoes de forma adotadas para
descrever o campo de deslocamentos estatico.

As tabelas II e III apresentam as respostas analiticas e computa-
c1onals para as dez frequenclas mais baixas computadas, com a 1dent1f1
cagao do tlpo de modo de v1bragaoz e a taxa de erro, em percentagem,
da solugao computacional em relagao a calculada analiticamente, As
frequencias sao apresentadas na ordem exposta pelo programa,

No caso _de segao quadrada foi observada uma boa concordancia en-
tre as solugoes apresentadas para as primeiras frequencias correspon-
dentes aos diversos modos de vibragao. Os resultados apresentados pa-
ra a segao retangular (b/a = 3) foram proximos aos analiticos para as
frequenc1as transversais e longltudlnals, apresentando resultados de
frequenc1as torcionais lnsatlsfatorlos. Isto ja era previsto, pois as
fungoes de lnterpolagao nao envolvem efeitos assocxados ao empenamento
das segoes levando portanto, a uma aproxlmagao relativamente grossei-
ra do comportamento de torgao.

Note—se que com relagao as frequéncias transversais e
nais mais altas, sua aproxlmagao pode ser melhorada atraves do uso de
um malor numero de elementos, Ja o erro na primeira frequencia torclo
nal nac pode ser reduzido significativamente desta forma,

longitudi-

Tabela II. Comparagzo de Frequencias - Secao Quadrada
MODO DE FRE QUENCIA ERRO
VIBRAGAO TiPo ANALITICA | PROGRAMA (%)

1 (») TRANSVERSAL 0,0342 0.,0344 0,39
2 («) TRANSVERSAL 0,0342 0,0344 0,39
3 TRANSVERSAL 0,2145 0,2249 4,84
a TRANSVERSA L 0,2145 0,2249 4,84
5 TRANSVERSAL 0, 6007 0,6742 12,23
6 TRANS VERSAL 0,6007 0,6742 12,23
7 (#) TORCIONAL 0,7015 0,6998 -0,24
8 (*)LONG I TUDINAL 1,2076 ,2120 0,36
9 TRANSVERSAL 1,17 72 1,5720 33,54
10 TRANSVERSAL 11772 1,5720 33,54
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Tabela III. Comparagso de Frequencias - Segao Retangular

MODO DE otk iREQUENCIA ERRO
VIBRAGAO ANALITICA | PROGRAMA (%)
1 (x)TRANSVERSAL Y| 0,0260 0,0261 0,47
2 k- TRANSVERS AL 2] 0,0780 0,0778 -0,23
3 TRANSVERS AL Y| 0,630 0,177 5,34
4 TRANSVERSAL Z| 0,4890 0,4908 0,37
5 TRANSVERSAL Y| 0,4564 0,5184 13,57
6 (*) TORCIONAL 0,429I 0,6998 6309
7 k*)LONGITUDINAL 1,2076 1,2120 0,36
8 TRANSVERSAL Y| o,8945 1,2270 ~ | 37,8
9 TRANSVERSAL z| 1,3693 1,3870 1,29
10 TORCIONAL 1,2872 2,1510 67,11

OBS: UNIDADE DE FREQUENCIA ~ CICLOS/SEGUNDO

(*) PRIMEIRO MODO DE VIBRAGAO, NUMA DETERMINADA DIREGAO,
PARA CADA TIPO,

CONSIDERACOES FINAIS E SUGESTOES

0] Exemplo 3 mostra que o compor tamento a torgao foi deficiente,
para segoes retangulares com a relagao entre lados muito diferente da
unidade.,

Na verdade, isto ocorreu porque o fator de corregao ao c1sa1ha -
mento k & baseado na callbragem do elemento (atraves da relagao cons—
tltutlva, Eq. (14)) a 51tuagao de flexao simples. O valor k = 0,8333
(cujo 1nverso, f = 1.2, € mais usualmente encontrado em textos tradl—
cionais) & por coincidencia, apropriado para torgao de uma segao qua-
drada.

Caso se buscasse melhorar a resposta em torgao na segao retangu-—
lar, seria necessario modificar o fator k. Com isso, no entanto, as
frequencias de flexao seriam afetadas. Por outro lado, o valor de k
adequado para torgao depende da relagao entre os lados da segao.

Note-se, ainda, que no caso de elementos curvos nao e possIvel,
em geral distinguir entre diferentes formas de v1bragao, nao sendo
possivel tentar-se a adogao de valores de k diferentes de forma indi-~
reta, pela alteragao da matriz EL para graus de liberdade seleciona -
dos.,

Os elementos de viga convenc1onals (p.e., em [6]) nao apresentam
tais dificuldades; entretanto, nao se prestam tao bem a problemas de
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grandes deslocamentos e grandes curvaturas.

Duas sugestoes para melhorar o comportamento dos elementos Lagran-
geanos parametricos sao expostas a seguir:

(1) Utilizar valores de k tabelados ou calculados em fungao da re-
lag3o entre os lados da segao, validos para torgao., Desta forma, o ele
mento fica deficiente quanto_ao efeito do cortante. Para v1gas relati-—
vamente esbeltas, esta solugac & satisfatoria e envolve um minimo de al
teragoes na formulagao e no algoritmo computacional; ou

(2) Executar uma integragdo analitica na segao, desprezando o efei
to das curvaturas, de forma a separar o triplo produto QE ¢ By, no que
tange ao clsalhamento, em duas parcelas, uma envolvendo o cortante a ou
tra a torgao. Isto & semelhante ao que se faz em cascas ao separar e-
feltos de flexao e membrana. Tal separagao € possivel aqui pois as ten
soes cisalhantes provenientes do cortante variam quadraticamente na se—
gao, enquanto as provenientes da torgao variam de forma linear. Isto,
no entanto, iria requerer modlflcagoes de certa monta nos programas; a-—
lém disso, ficaria prejudicada a capacidade de analisar problemas de
grande curvatura.
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