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o objetivo deste trabalho e apresentarurn procedimento para
a analise nao-linear geometrica de estruturas, utilizando a meto-
da de superposicao modal. Os vetores de base empregados na tran~
formacao de coordenadas sao gerados de urna forma nao iterativa a
partir de urn algoritmo do tipo Lanczos.

No metoda de superposicao modal tern sido tradicionalmente u
tilizado as autovetores como vetores de base. Este procedimento
tern como principal incoveniente a elevado custo computacional, de
vida ao carater iterativo da solucao do problema de autovalor. A
adocao de urna base de Ritz reduz drasticamente este custo sem afe
tar a precisao dos resultados.

o algoritmo propos to e aplicado na solucao de problemas es-
truturais e comparado com a metoda de superposicao modal classico
e com as metodos de analise nao-lineares do tipo Newton-Raphson ,
ficando evidenciada a significativa eficiencia do mesmo.



A aplicacao do Metodo dos Elementos Finitos (M.E.F.l rom ut~
lizacao de tecnicas incrementais-iterativas na analise estatica
nao-linear geometrica de estruturas requer urn esforco computacio-
nal sensivelmente maior que 0 necessario para a correspondente a-
nalise estatica linear. A necessidade de realizacao de varias a-
nalises, durante as diversas etapas de urn projeto, desencoraja a
utilizacao mais frequente dessas tecnicas nao-lineares, devidoaos
altos custos envolvidos na solucao dos problemas praticos.

Em consequencia, nos ultimos anos tem-se buscado metodos de
analises mais eficientes para determinadas classes de problemas •
Dentro deste enfoque, verificou-se que a analise de estruturas e~
beltas (vigas, porticos e placasl com comportamento pre-critico
fracamente nao-linear pode ser satisfatoriamente realizada atra-
ves de urna trans formacao de coordenadas que utilize os modos de
flambagem do problema de autovalor correspondente [1). Este meto
do apresenta vantagens do ponto de vista do esforco computacional
em relacao aos metodos incrementais-iterativos tradicionais. No
entanto, a solucao de urn problema de auto-valor envolve procedi
mentos iterarivos que penalizam desnecessariamente a eficiencia
do mesmo.

o proposito deste trabalho e propor a construcao de urna ma-
triz de transformacao de coordenadas constituida por urna base de
vetores de Ritz gerados de uma forma nao-iterativa atraves do al-
goritmo de Lanczos [2,3,4).

Sao apresentadas varias aplicacoes numericas que permitem
comparar os resultados obtidos com 0 procedimento proposto em re-
lacao ao metoda de superposicao modal com matriz de transformacao
de autovetores e aos metodos incrementais-iterativos do tipo New-
ton-Raphson.

Usando 0 metodo dos elementos finitos para discretizar 0 Con
tinuo, e expressando 0 campo de deslocamento U em funcao dos "n"
deslocamentos nodais ~ tem-se:



onde ~ sac funcoes de interpolaCao definidas separadamente sobre
o elemento finito e satisfazendo as compatibilidades cinematicas
entre os elementos adjacentes do dominio.

onde £ e 0 vetor que descreve 0 estado de deformaCao, BO e fun-
eao de ~ e B' (r) e funeao de ~ e r.

onde ~ e 0 vetor energeticamente conjugado a ~ que descreve 0 es-
tado tensional e E nao e funeao de £. Levando-se em consideraeao
(1) - (4) e 0 fato de 6u ser arbitrario, tem-se como consequen-

cia na aplicaeao do principio dos trabalhos virtuais a estrutura

f [Bo+ 2B I (r)] t E [Bo + B I (r)] dv r
v

onde R sac os campos de foreas cin~maticamente equivalentes as
foreas:aplicadas ~.

A equaeao (5) traduz 0 equilibrio entre as tensoes internas
e as foreas aplicadas na configuracao deformada.

Em sesuida, admitindo-se a existenciade uma familia de car
regamento A~ [1], proximo de A~, cuja solucao linear Ar, tambem
satisfaca a (5), dentro de uma faixa finita de. valores de A, pod~
se representar AR como



Os verdadeiros deslocamentos, satisfazendo a (5), para 0
carregamento (6) podem ser escritos como

como :1' simultaneamente, e solucao linear e satisfaz (5) e levan
do em consideracao que 1/ :111 »11 6:11 (devido a proximidade de R
e~1)' a equacao (5) pode ser reescrita como

AK :1 + K 6r + AK (~1 ) 6r A~1 + A6R-e -e -g

on de

K ~
Bot E BO dv K t

-e -e

e

K (~1 ) 6r 2 f C (~1) t::.rdv 2 f BIt (6r) ~1 dv-g v - v -
Kt (~1 ) 6r-g

A terceira parcela do lado esquerdo de (8) representa 0 ac~
plamento nao-linear dominante ~1 e a mudanca na geometria repre -
sentada pelos deslocamentos 6r.

onde :L e a solucao estatica linear para 0 carregamento R e :d
e uma parcela nao-linear em A.

Finalmente, levando em conta a proximidade de ~ e ~1' e fa-
zendo uma mudanca de coordenadas para a base modal em (12) encon-
tra-se



P
E

i=1

onde, Xi e 0 iesimo modo do problema de autovalor da flambagem
linear, e P e 0 primeiro valor de i tal que

Neste metodo, somente os primeiros pares de autovalores si~
nificativos narepresentacao de :d sac calculados por uma anali-
se de Rayleigh-Ritz [8] com a base de Ritz gerada pelo Metodo
de Lanczos. Esse procedimento baseia-se na convergencia da se-
quencia de Krilov [4]

[Y, K-1 K Y,-e -g Y ••• , (K-1 K ) i Y]
-e -g

dentre os que nao sac ortogonais a ~' cabe ressaltar que os aut~
espacos ortogonais a Y sac tambem ortogonais ao sub-espaco ge-
rado pelos vetores de (15), para qualquer valor de i [4], como
consequencia, observa-se que teoricamente nao e possivel detectar
modos ortogonais a Y no sub-espaco gerado por (15). t essa
propriedade que torna 0 procedimento interessante, pois, fazendo-
se ~ - ~d 0 sub-espaco gerado por (15) s6 conteria modos nao or-
togonais a :d.



o metodo consiste,entao,em adotar para vetor de partida urna
aproximacao de ~d' tal como

onde f deve ser urn vetor proximo de ~g. Os demais vetores de Ritz
sac obtidos diretamente da sequencia de Krilov, Ke-ortonormalizan-
do cada urn deles em relacao aos precedentes atraves da tecnica de
Gram-Schmidt.

Deste modo 0 algoritmo para determinacao dos vetores de Ritz
(:i) pode ser expresso pela sequencia de operacoes,

~1 Y K f-e -
1

~1 ' 81'!'1
81

II 'f~t I5e Y II

K-1 K Y i
-e -g -i-1'

Para J 1 ,... , i-1

Compute Ct. Y~ K Y.J -J _e -l.

i-1
:1 Y. L Ct. Y.

-l. j =1 -J -J

Calculados os vetores :1 ' procede-se urna analise de Ray-
leigh-Ritz neste espaco.

utilizando-se este procedimento e pos~ivel conseguir urna
base conveniente, que gere urn espaco proximo do sub-espaco gerado
pelos autovalores de interesse para ser utilizada como matriz de
transformacao no metodo de superposicao modal.



De forma a avaliar a utilizacao do procedimento proposto,pr£
cede-se a analise de tres exemplos.

o primeiro exemplo e uma trelica analisada por D.A. Nagy[1]
e representada na Figura 1. Na citada referencia, Nagyanalisa
esta trelica sob 7 diferentes casos de carregamento pelo metodo
de superposiCao modal tradicional, e apresenta varios resultados.

P 60000
- , Q 2000 (caso b)

Q 30000 (caso g)
E 10000000
A 1 (vertical)
A 1/4 (diagonal)

24 A 1/3 (horizontal into )
I

A 1/6 (horizontal ext. )

Figura 1
Trelica Plana

Aqui, os casos beg [1] sao novamente analisados peloM.S.M.
urilizando base gerada pelo algoritmo da iteraCao por sub-espacos.

Na Tabela 1, mostra-se os valores dos cinco primeiros autovalores,
na Tabela 2 os cinco primeiros ~. calculados atraves do procedi--~
mento aqui proposto, usando nos dois casos como vetor f uma carga
transversal unitaria no no 8 e com 6 e 5 vetores de Ritz, respect!
vamente, nos casos beg. Nota-se que existe uma grande aproxima-
cao entre A. e os autovalores associados aos autovetores com-~
maiores (Xi.



CASO b CASO g ·1

KDO Ai <Xi

1 .433+01 -.602+01 .426+01 -.908+02

2 .883+01 .250-02 .865+01 .282.02

3 .109+02 .138+01 .992+01 .264+02

4 •119+0~ -.662-03. .109+02 .424+01

5 .123+02 .957+00 .111+02 -.277-03

CASO b
DESLOCAMENTO HORIZONTAL N9 7

A/A1 RITZ SUB-ESPACOS

0.1 - 0.0099 - 0.0099

0.2 - 0.0222 - 0.0221

0.3 - 0.0377 - 0.0376

0.4 - 0.0581 - 0.0580

0.5 - 0.0863 - 0.0862

0.6 - o .1281 - 0.1279

0.7 - 0.1970 - 0.1966

0.8 - 0.3333 - 0.3329

0.9 - 0.7392 - 0.7387

TABELA 3
DESLOCAMENTOS

CASO b CASO a

KDO Ai <Xi
1 .433+01 .426+01

2 .109+02 .993+01

3 .123+02 .118+02

4 .568+02 .548+02

5 .214'+03 .759+03

TABELA 2 - AUTO-
VALORES (IAtCZC>S-RITZ)

CASO g
DESLOCAMENTO HORIZONTAL N9 7

A/Al RITZ SUB-ESPACOS

0.1 - 0.1465 - 0.1464

0.2 - 0.3267 - 0.3267

0.3 - 0.5551 - 0.5550

0.4 - 0.8553 - 0.8551

0.5 - 1.2700 - 1.2696
.

0.6 - 1.8846 - 1.8840

0.7 - 2.8975 - 2.8966

0.8 - 4.9044 - 4.9032

0.9 -10.8820 -10.8805

TABELA 4
DESLOCAMENTOS



o deslocamento transversal do no 7 calculado pelas duas veE
soes do M.S.M. sao mostrados nas Tabela 3 e 4 em funcao do parame-
tro AI A1 (A1 e 0 primeiro autovalor do problema de flambagem li-
near). Observa-se que nao existe diferenca significativa entre os
resultados.

Como segundo exemplo de aplicacao e analisado 0 portico pl~
no [5], representado na Figura 2, submetido ao carregamento indi-
cado.

E = 10000
Ax = ,.
I. = 0.1
P = 10

Q = 1

Metodo Custo(%)
Ritz 100

Subespac;;os 670
Newton-Raphson 1180

Tabela 5
Custosm

Figura 2
Portico Plano

Os resultados obtidos pelo M.S.M. usando-se como vetor de
partida (~) a resposta estatica linear e 4 vetores de Ritz como
base (L.R.), sao confrontados com os obtidos pelo metoda Newton
Raphson (N.R.). Apresentam-se atraves das Figuras 3 e 4, respec-
tivamente, 0 deslocamento horizontal do topo do portico (No 33)e
o momenta de apoio (No 1) ambos em funcao do pariimetro AIA1• Con-
forme se pode notar, verifica-se uma boa concordancia entre os re
sultados dos metodos.



Na Tabela 5 compara-se 0 custo computacional, em termos de
C.P.U. na determinacao dos deslocamentos nodais da estrutura nos
9 incrementos de carga que foram utilizados para tracar 0 grafico
da Figura 5. Observa-se que 0 custo do procedimento proposto (L.
R.) foi sensivelmente inferior ao do M.S.M. tradicional (I.T.) e
do Newton-Raphson (N.R.).

~/x, A/>.,

1.0 f--------- 1.0
/

•• f .8/
/

.6 / .6
/

.4 /
~ .4

--- Linear
.2 _._- Newton-Raphson .2Lanczos-Ritz

r ...-...---- - -
I

/

- - - Linear
-. - -Newton-Raphson
-----Lanc2os-Ritz

Figura 3
Deslocamentos

Figura 4
Momentos

A torre espacial trelicada da Figura 5 foi analisada por
Rodrigo [6,7], atraves de diversos metodos de analise nao-linear
geometrica.

o carregamento a que a estrutura esta submetida, foi divi-
dido em 20 incrementos. Na Tabela 6, sac apresentados os deslo-
camentos U (Oirecao xl do no 18 para cada acrescimo de carga, o~
tidos por Rodrigo em seu trabalho juntamente com os do M.S.M.,u-
sando como base 3 vetores de Ritz gerados a partir da solucao li



i 1
180"1 I'i--- 180':--7/<-

Figura 5
Treli9a Espacial

NO CARGA

5,7, Q,1', P. = P
13,15.17.19

17,18.19,20 Py =-2P



near. Nessa mesma Tabela tambem se encontram os custos computa-
cionais e 0 erro para a carga total em cada metodo utilizado.

INCR. P M £: T a 0 a

(KIPS) (1) (·2) (3) (4) (5)

2 1 ,0 12,01 12,01 11,83 11 ,91 12,01
4 2,0 24,71 24,71 24,26 24,60 24,72
6 3,0 38,17 38,17 37,32 38,04 38,19
8 4,0 52,44 52,44 51,06 52,30 52,50

10 5,0 67,63 67,63 65,50 67,46 67,34
12 6,0 83,82 83,82 80,70 83,63 84,09
14 7,0 101,70 101,13 96,68 100,91 101 ,46
16 8,0 119,70 119,70 113,49 119,43 120,20
17 8,5 129,51 129,51 122,22 129,21 130,11
18 9,0 139,69 139,39 131,16 139,37 140,42
19 9,5 150,28 150,28 140,33 149,92 151,14
20 10,0 161,31 161,31 149,73 160,91 162,43

ERRa (%) 0,00 0,00 -7,18 0,25 0,69

I CUSTa (%) 1400 1300 500 600 100

(1) Iterativo de Newton-Raphson;
(2) Iterativo de Newton-Raphson Modificado;
(3) Incremental Convencional;
(4) Incremental Modificado;
(5) Superposicao Modal (Lanczos-Ritz).

abserva-se que 0 M.S.M. com 3 vetores Lanczoz-Ritz apresent.
neste exemplo, urn erro desprezivel e uma grande eficiencia comput!
cional.



Na pratica, a analise estatica nao-linear geometrica de e~
truturas com a utilizacao de tecnicas incrementais iterativas e
bastante onerosa e muitas vezes inviavel. 0 Metodo da Superpos!
cao Modal (M.S.M.) surgiu como uma opcao mais eficiente computa-
cionalmente na analise de estruturas esbeltas com comportamento
pre-critico fracamente nao-linear. Porem 0 M.S.M. tradicional em
pregando, como matriz de transformacao uma base de autovetores~~
quer a solucao de um problema de autovalor que e responsavel por
uma grande parte do esforco da analise.

Desta forma, e proposto um metodo que possibilite a determ!
nacao de uma matriz de trans formacao , alternativa a matriz modal,
com 0 objetivo de obter uma maior efeiciencia computacional. De
fato, con forme pode ser concluido a partir dos resultados das a-
plicacoes apresentadas, 0 me toto proposto e extremamente eficien-
te na geracao da base, proporcionando uma grande reducao no esfor
co computacional, mantendo 0 mesmo nivel de precisao nos resulta-
dos. Constitui, deste modo, uma ferramenta altamente atrativa p~
ra a solucao de um expressivo numero de casos praticos.
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