- 149 -

ANALISE NAO-LINEAR GEOMETRICA DE ESTRUTURAS PELO METODO
DE SUPERPOSICAO MODAL COM BASE LANCZOS-RITZ

Sérgio R. Pinheiro Medeiros - COPPE/UFRJ
Edison C. Prates de Lima - COPPE/UFRJ

RESUMO

O objetivo deste trabalho & apresentar um procedimento para
a analise ndo-linear geométrica de estruturas, utilizando o méto-
do de superposigdao modal. Os vetores de base empregados na trans
formacdo de coordenadas sio gerados de uma forma nao iterativa a
partir de um algoritmo do tipo Lanczos.

No método de superposicdo modal tem sido tradicionalmente u
tilizado os autovetores como vetores de base. Este procedimento
tem como principal incoveniente o elevado custo computacional, de
vido ao carater iterativo da solucido do problema de autovalor. A
adocdo de uma base de Ritz reduz dfasticamente este custo sem afe
tar a precisdo dos resultados.

O algoritmo proposto & aplicado na solugdo de problemas es-
truturais e comparado com o método de superposic¢io modal classico
e com os métodos de analise ndo-lineares do tipo Newton-Raphson

7

ficando evidenciada a significativa efici&ncia do mesmo.
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1. INTRODUCAO

A aplicacido do Método dos Elementos Finitos (M.E.F.) om uti
lizacdo de técnicas incrementais-iterativas na analise estatica
nio-linear geométrica de estruturas requer um esforgo computacio-
nal sensivelmente maior que © necessirio para a correspondente a-
nalise estdtica linear. A necessidade de realizagdo de varias a-
ndlises, durante as diversas etapas de um projeto, desencoraja a
utilizacdo mais frequente dessas técnicas nao-lineares, devido aos

altos custos envolvidos na solucgdo dos problemas praticos.

Em consequéncia, nos Ultimos anos tem-se buscado métodos de
analises mais eficientes para determinadas classes de problemas .
Dentro deste enfoque, verificou-se que a analise de estruturas es
beltas (vigas, porticos e placas) com comportamento pré-critico
fracamente ndo-linear pode ser satisfatoriamente realizada atra-
vés de uma transformacdo de coordenadas que utilize os modos de
flambagem do problema de autovalor correspondente [1]. Este méto
do apresenta vantagens do ponto de vista do esforco computacional
em relacdo aos métodos incrementais-iterativos tradicionais. No
entanto, a solugdo de um problema de auto-valor envolve procedi -
mentos iterarivos que penalizam desnecessariamente a eficiéncia
do mesmo.

O propdsito deste trabalho & propor a construgao de uma ma-
triz de transformacdo de coordenadas constituida por uma base de
vetores de Ritz gerados de uma forma nao-iterativa através do al-
goritmo de Lanczos [2,3,4].

g B

Sdo apresentadas varias aplicag¢des numéricas que permitem
comparar os resultados obtidos com o procedimento proposto em re-
lacd@o ao método de superposicdo modal com matriz de transformacio
de autovetores e aos métodos incrementais-iterativos do tipo New-
ton-Raphson.

2. METODO DA SUPERPOSICAO MODAL (M.S.M.)

Usando o método dos elementos finitos para discretizar o con
tinuo, e expressando o campo de deslocamento U em fungao dos "n"

deslocamentos nodais r tem-se:
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u=2r1 a

onde ¢ sao funcgbes de interpolacao definidas separadamente sobre
o elemento finito e satisfazendo as compatibilidades cinematicas
entre os elementos adjacentes do dominio.

As relacdes deformagao-deslocamento em termos do M.E.F. sao
(11 '

e(r) =B°r + B'(1) r , (2)
onde € é o vetor que descreve o estado de deformagido, B® é fun-
c¢do de ¢ e B'(r) & funcao de ¢ e r.

A deformacao virtual & [1]

se= (B® + 2B'(x))6r. (3)

Supondo-se o material eldstico linear

o =E¢€ , (4)
onde ¢ € 0 vetor energeticamente conjugado a € que descreve O es-
tado tensional e E ndo & funcao de €. Levando-se em consideracao
(1) - (4) e o fato de 8u ser arbitrario, tem-se como consequén-
cia na aplicagdo do principio dos trabalhos virtuais a estrutura

s 8% 28" (1% E (B + B () av =R, (5)
v

onde R sdo os campos de forgas cinematicamente equivalentes as
forgas aplicadas F.

A equacao (5) traduz o equilibrio entre as tensdes internas
e as forcas aplicadas na configuragdo deformada.

Em sequida, admitindo-se a existéncia de uma familia de car
regamento AR [1], préximo de AR, cuja solugac linear Ar, também

satisfagca a (5), dentro de uma faixa finita de valores de X, pode
se representar AR como
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AR = (R, + AR). (6)

Os verdadeiros deslocamentos, satisfazendo a (5), para o
carregamento (6) podem ser escritos como

r(ix) = X£1 +Ar. (7)
como Ty, simultaneamente, & solugdo linear e satisfaz (5) e levan

do em consideracao que ||E1I|>>||AE|I (devido a proximidade de R

evR1), a equacao (5) pode ser reescrita como

Mg Iy * Ko AT + MK, (gy) Ar = ARy + MR (8)
onde
ke = §B% BB av -k * (9)
e
Ky (99) bx =2 £ C (o)) &rav -2 /8% (ar) o, av =
= K (o)) or . (10)

A terceira parcela do lado esquerdo de (8) representa o aco
plamento ndo-linear dominante 01 e a mudanca na geometria repre -
sentada pelos deslocamentos Ar.

T = Arp ¢z,

onde r. € a solugdo estatica linear para o carregamento R e Iy
€ uma parcela nao-linear em A\.

Substituindo (11) em (8)chega-se a

2 =
ge rg * A 59(91) I ¢ Agg (91) rg = 0. (11)

Finalmente, levando em conta a proximidade de R e 31, e fa-
zendo uma mudanca de coordenadas para a base modal em (12) encon-
tra-se
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Poi
r(A) = ArL + r X ' (12)
- - i=1 7

onde, x' & o iésimo modo do problema de autovalor da flambagem
linear, e P & o primeiro valor de i tal que

|A1/Ai| <<1,  (A; = i-&simo autovalor) (13)

seja satisfeita e

(A/2])

Yy =l ———— 1 ta,, o, =x* R (14)
. 1-(/ay) i -

3. GERACAO DE BASE PARA TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

Neste método, somente os primeiros pares de autovalores sig
nificativos na representacao de rg sao calculados por uma anali-
se de Rayleigh-Ritz [8] com a base de Ritz gerada pelo Método
de Lanczos. Esse procedimento baseia-se na convergéncia da se-
quéncia de Krilov [4]

Y, (K2'K) ¥ (k7 k)t Yl (15)
i ~e ~g I eeev ~e ~g r

Para o autovalor correspondente ao menor autovalor de

K X=-K_X A, (16)

e g

dentre os que ndo sdo ortogonais a Y, cabe ressaltar que os auto
espacos ortogonais a ¥ sao também ortogonais ao sub-espag¢o ge-
rado pelos vetores de (15), para qualquer valor de i [4], como
consequéncia, observa-se que teoricamente ndo é possivel detectar
modos ortogonais a Y no sub-espago gerado por (15). B essa

propriedade que torn; © procedimento interessante, pois, fazendo-
s€¢ Y =1, O sub-espaco gerado por (15) s6 conteria modos ndo or-

togonais. a rs- N
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O método consiste,entdo,em adotar para vetor de partida uma
aproximacao de rar tal como

Y =K, £ (17)

onde f deve ser um vetor proximo de AR. Os demais vetores de Ritz
sao obtidos diretamente da sequéncia de Krilov, Ke-ortonormalizan-
do cada um deles em relacado aos precedentes através da técnica de
Gram-Schmidt.

Deste modo o algoritmo para determinacdao dos vetores de Ritz

(Yi) pode ser expresso pela sequéncia de operacgoes,

X1 = ¥ = Ifeg (18)
. 1 -t o
Yo =g Fr By = ey %, 2l o
1
e
- -1 <
1{1 _,!(e 1~<g Yi 40 1= 2,3,...,2 (20)
Para J=1,..., i=-1
(21)
Compute o, = vt kg,
J ~3 ~8 ~1
- i-1
Y = ? - z a. Y. 2
Y, v 55 25 ¥y (22)
1 - - -
Y==Y. 8y = IlY %yl (23)
Bi 1

Calculados os vetores Y1 , procede-se uma analise de Ray-

leigh-Ritz neste espacgo.

Utilizando-se este procedimento & possivel conseguir uma
base conveniente, que gere um espago proximo do sub-espaco gerado
pelos autovalores de interesse para ser utilizada como matriz de
transformacao no método de superposicdo modal.
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4. APLICACOES

De forma a avaliar a utilizagdo do procedimento proposto,pro
cede-se a analise de trés exemplos.

4.1 - Treliga Plana

O primeiro exemplo & uma treliga analisada por D.A. Nagy([1]
€ representada na Figura 1. Na citada referéncia, Nagy analisa
esta trelica sob 7 diferentes casos de carregamento pelo método

de superposicdo modal tradicional, e apresenta varios resultados.

60000
2000 (caso b)

30000 (caso q)
10000000

1 (vertical)

= 1/4 (diagonal)
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= 1/6 (horizontal ext.)

24
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Figura 1
Treliga Plana

Aqui, 0s casos b e g [1] s3o novamente analisados pelo M.S.M.
urilizando base gerada pelo algoritmo da iteracao por sub-espacos.

Na Tabela 1, mostra-se os valores dos cinco primeiros autovalores,
na Tabela 2 os cinco primeiros ?i calculados através do procedi-
mento aqui proposto} usando nos dois casos como vetor f uma carga
tranéversal unitdria no nd 8 e com 6 e 5 vetores de Ritz, respecti
vamente, nos casos b e g. Nota-se que existe uma grande aproxima-
¢do entre ?i e os autovalores associados aos autovetores com
maiores ai.
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CASO b CASO g CASO b | cAso g
MO Ay of moo| A aj
1 | .433:01 -.602+01 | .426401 -.908+02 1 | .433+01 | .426401
2 | .883+01 .250-02 | .865+01 .282.02 2 { .109+02 | .993+01
3| .109+02  .138+01 | .992401  .264+02 3 | .123+02 | .118+02
4 | .119402 -.662-03°| .109+02  .424+01 4 | .568+02 | .5484+02
5 | .123+02  .957400 | .111402 -.277-03 5 | .214+03 | .759:03
TABELA 1 — AUTOVALORES (SUB-ESPACOS) TABELA 2 -  AUTO-

VALORES (LANCZOS-RITZ)

CASO b CASO g
DESLOCAMENTO HORIZONTAL N@ 7 DESLOCAMENTO HORIZONTAL N@ 7
A/A RITZ SUB-ESPACOS Ay RITZ SUB-ESPACOS

0.1 | - 0.0099 - 0.0099 0.1 | — 0.1465 - 0.1464
0.2 | - 0.0222 - 0.0221 0.2 | - 0.3267 - 0.3267
0.3 | - 0.0377 - 0.0376 0.3 | - 0.5551 - 0.5550
0.4 | - 0.0581 - 0.0580 0.4 | - 0.8553 - 0.8551
0.5 | - 0.0863 - 0.0862 0.5 | - 1.2700 - 1.2696
0.6 [ — 0.1281 - 0.1279 0.6 | ~ 1.8846 - 1.8840
0.7 | - 0.1970 - 0.1966 0.7 | - 2.8975 - 2.8966
0.8 { - 0.3333 - 0.3329 0.8 | - 4.9044 - 4.9032
0.9 | -~ 0.7392 - 0.7387 0.9 | -10.8820 -10.8805

TABELA 3 TABELA 4

DESLOCAMENTOS

DESLOCAMENTOS
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O deslocamento transversal do nd 7 calculado pelas duas ver
sbes do M.S.M. s3o mostrados nas Tabela 3 e 4 em fungao do parame-
tro A/ A (% € o primeiro autovalor do problema de flambagem li-
near). Observa-se que nao existe diferenca significativa entre os
resultados.

4.2 - Portico Plano

Como segundo exemplo de aplicacdo & analisado o pértico pla
no [5], representado na Figura 2, submetido ao carregamento indi-
cado.

P P P
Q.
o, i‘ ::9000 Método Custo (%)
f; = 0. ) Ritz 100
Q. P =10 Subespacos 670
Q =t Newton-Raphson | 1180
10x5
Tabela 5
’ Custos
/T'L?

w5 - § -
' . s

Figura 2
pPortico Plano

Os resultados obtidos pelo M.S.M. usando-se como vetor de
partida (Y) a resposta estatica linear e 4 vetores de Ritz como
_base (L.R.), sdao confrontados com os obtidos pelo método Newton
Raphson (N.R.). Apresentam-se através das Figuras 3 e 4, respec-
tivamente, o deslocamento horizontal do topo do portico (No 33)e
o momento de apoio (N6 1) ambos em fungao do parametro A/A1. Con-
forme se pode notar, verifica-se uma boa concordancia entre os re
sultados dos métodos.
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Na Tabela 5 compara-se o custo computacional, em termos de
C.P.U. na determinacao dos deslocamentos nodais da estrutura nos
9 incrementos de carga que foram utilizados para tragar o grafico
da Figura 5. Observa-se que o custo do procedimento proposto (L.
R.) foi sensivelmente inferior ao do M.S.M. tradicional (I.T.) e

do Newton-Raphson (N.R.).

A 4 WY
1% S — 1.0 4 [ — —
/ /
/ i
81 .= -8 1 / —=
/ B =
; = / .
6 / .6 /
4 /
/
4 p .41 /
T Linear ] /, - — —Linear
24 Newton—Raphson 2 4 —-—-Newton-Raphson
Lanczos-~Ritz Lanczos-Ritz

5, 10, 5. 4 T 20 40 | 6n. M
Figura 3 Figura 4
Deslocamentos Momentos

4.3 - Torre Espacial Treligada

A torre espacial trelicada da Figura 5 foi analisada por
Rodrigo [6,7], através de diversos métodos de analise nao-linear

geométrica.

O carregamento a que a estrutura esta submetida, foi divi-
dido em 20 incrementos. Na Tabela 6, sao apresentados os deslo-
camentos U (Direclo x) do nd 18 para cada acréscimo de carga, ob
tidos por Rodrigo em seu trabalhe juntamente com os do M.S.M.,u-
sando como base 3 vetores de Ritz gerados a partir da solucao 1i
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Treliga Espacial
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Nessa mesma Tabela também se encontram os custos computa-

cionais e o erro para a carga total em cada método utilizado.

TABELA 6 - Deslocamentos u(in), Erros e Custos dos Métodos

INCR. P METODO
(KIPS) (1) (2) (3) (4) (5)
2 1,0 12,01 12,01 11,83 11,9 12,01
4 2,0 24,71 24,71 24,26 24,60 24,72
6 3,0 38,17 38,17 37,32 38,04 38,19
8 4,0 52,44 52,44 51,06 52,30 52,50
10 5,0 67,63 67,63 65,50 67,46 67,34
12 6,0 83,82 83,82 80,70 83,63 84,09
14 7,0 101,70 101,13 96,68 100,91 101,46
16 8,0 119,70 119,70 113,49 119,43 120,20
17 8,5 129,51 129,51 122,22 129,21 130,11
18 92,0 139,69 139,39 131,16 139,37 140,42
19 9,5 150,28 150,28 140,33 149,92 151,14
20 10,0 161,31 161,31 149,73 160,91 162,43
ERRO (%) 0,00 0,00 -7,18 0,25 0,69
CUSTO (%) 1400 1300 500 600 100
(1) Iterativo de Newton-Raphson;
(2) 1Iterativo de Newton-Raphson Modificado;
(3) Incremental Convencional;
(4) Incremental Modificado;
(S5) Superposicdo Modal (Lanczos-Ritz).

Observa-se que o M.S.M. com 3 vetores Lanczoz-Ritz apresent:

neste exemplo, um erro desprezivel e uma grande eficiéncia comput:

cional.
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5. CONCLUSOES

Na pratica, a anilise estatica ndo-linear geométrica de es
truturas com a utilizacdo de técnicas incrementais iterativas &
bastante onerosa e muitas vezes inviavel. O Método da Superposi
cdo Modal (M.S.M.) surgiu como uma op¢ao mais eficiente computa-
cionalmente na analise de estruturas esbeltas com comportamento
pré-critico fracamente ndo-linear. Porém o M.S.M. tradicional em
pregando, como matriz de transformacdo uma base de autovetoresyre
guer a solugdo de um problema de autovalor que é responsavel por
uma grande parte do esforc¢o da analise.

Desta forma, & proposto um método que possibilite a determi
nacdo de uma matriz de transformacdo, alternativa a matriz modal,
com o objetivo de obter uma maior efeiciéncia computacional. De
fato, conforme pode ser concluido a partir dos resultados das a-
plicacdes apresentadas, o métoto proposto & extremamente eficien-—
te na geracdo da base, proporcionando uma grande reducdc no esfor
¢o computacional, mantendo o mesmo nivel de_preciséo nos resulta-
dos. Constitui, deste modo, uma ferramenta altamente atrativa pa

ra a solucdo de um expressivo namero de casos praticos.
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