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RESUMO

0 objetivo deste trabalho e apresentar uma formulagio do método
dos elementos de contorno para analise de placas com apoios contlnuos
em seu dominio. A formulagao das equagoes integrais do metodo @ utili
zada para a elaboragao das expressoes que permitem o calculo dos efei
tos das cargas lineares aplicadas no interior do dominio em analise,
Com a discretizagao do contorno da placa o sistema de equagoes linea-
res obtido @ modificado para a inclusao das incognitas internas, permi
tindo assim a analise de placas continuas. Exemplos analisados com
o algoritmo proposto sao comparados com solugoes exatas para mostrar
a qualidade dos resultados obtidos.

ABSTRACT

In this paper a boundary element formulation is presented for
the analysis of plates with continuum internal supports. The integral
equation formulation of the method is used to derive expressions for
the determination of effects due to linear loads applied in the domain.
After discretizing the plate boundary the obtained systemof equations
can be modified to include internal unknowns in order to allow con-
tinuum plate analysis. Examples solved with the proposed algorithm
are compared with the exact solution to emphasize the quality of the
results obtained.
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INTRODUGAO

A formulagao do Metodo dos Elementos de Contorno para anilise de
placas tem sido, nos ultimos anos, tema de trabalho de varios pesqui-
sadores tais como: Altiero [1] Bezine [?] Stern [5] e Tottenhanq[
Varios outros trabalhos ja foram elaborados a partir desses, com o ob
jetivo claro de extender a formulagao proposta para sua utilizagao em
problemas praticos de engenharia.

Neste artigo & mostrada uma formulagao do método dos elementos
de contorno para sua utilizagao na analise de placas continuas. Equa-
gaes algébricas contendo incognitas correspondentes a pontos do inte-
rior do dominio sao elaboradas a partir das equagoes integrais de pla
cas contendo termos adicionais para a modulagao de cargas lineares.
Dessa maneira evita-se a definigao de subregices que sempre levam a
um aumento significativo do sistema a ser resolvido. De uma maneira
similar a formulagao proposta pode ser modificada para a modulagao de
ap01os pontuais [5 , permitindo-se, dessa maneira, sua utilizagao na
analise de pav1mentos de edificios, inclusive os 1dea112ados em laje
cogumelo. Ainda saoc apresentados resultados de exemplos numéricos re-
solvidos comparando-se os valores obtidos com solugoes tedricas, po-
dendo-se assim verificar a precisao alcangada pelo algoritmo propos-
to.

EQUAGOES INTEGRAIS

A representagao integral dos deslocamentos de um ponto interno
de uma placa definida por um dominio Q e limitada por um contorno T
(Fig. 1), submetida a um carregamento distribuido "q" pode ser obtida
a partir do teorema de Betti.

[ o .ef. dv = f ofie s 4V (1)
y ii ij y i3]
onde V e o volume do solido tridimensional em analise, e0s:, €55, o¥.

e €. representam os estados de tensao e deformagao do problema reai
e do-problema fundamental, respectivamente.

Fig. 1 - Placa em analise
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A equagao (1) pode ser transformada em uma relacao integral so-
bre a area da placa, integrando-se ao longo da espessura da mesma,

azw* * 82w
Lz "ij Txgon; a2 = JQ M5 Tegon; a0 @

sendo m;j;: a representagao dos momentos fletores e volventes da placa
e w o correspondente campo de deslocamentos transversais. Novamente o
simbolo (%) & empregado para indicar as solugoes fundamentais do pro-
blema.

Integrando-se a equacgao (2) por partes e utilizando-se o concei-
- to de Delta de Dirac para a integral de dominio que contém o termo w*
obtemse,

N
w(p) +I [V:(p,S)w(S) - m;(p,S) 3% w(s) :] dr(s) + J R*(p,C) w(c) =
T c=1

N
J; [w*(P,S) Vn(S)-é%-w*(p,S) mn(S) ] dr(s) + 21 W (p,C) R(C) +
c=

j w (p,s) q(s) da(s) A (3
q

Na equagao acima, m; e V, s3o momeidtos e reacdes distribuidos no
contorno, enquanto que R corresponde as reagoes concentradas dos can-
tos.

Derivando-se a equagao (3) com relagao a um versor m qualquer
obtém-se a expressao integral para o calculo de rotagdes de um ponto
interno dada pela seguinte forma:

dm n

% w(p) = - Jl" [ 2 v¥(p,8) w(s) -3% m:(p,S) % w(S) ] dT(s) +

Noa o« D« 32
- Z +— R (p,C) w(C) +J I‘ «— w (p,S) vn(s) —mw*(P’S) mn(s):[ ar(s)+

c=1 m r - m

+ }Xl 2 0,0 RO + | 2w p,8) als) das) (4)
L 5w, Jo, W@ ale) aats
c=1 fiq

Para pontos "P" do contorno as equagoes (3) e (4) continuam vali-
das desde que os termos w(P) e 3/9m w(P) sejam multiplicados por C(P)
e K(P), respectivamente. Os valores C(P) e K(P) sao obtidos de maneira
analoga ao caso da elasticidade plana [5,6 e sao iguais a 1/2 quando
apenas uma tangente ao contorno pode ser definida no ponto.

INFLUENCIAS DE CARGAS DE DOMINIO

As equagoes (3) e (4), obtidas anteriormente, podem agora ser mo-
dificadas para incluir a influéncia de cargas distribuidas ao longo de
linhas S definidas no interior do dominio Q (Fig. 2). A influ@ncia de
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Fig. 2 - Linhas de carga no interior da placa.

tal carregamento & dada a partir das integrais de q sobre as areas
indicadas em (3) e (4). Considerando-se subregices carregadas sufi-
cientemente estreitas para considerar w" apenas dependente do eixo do
carregamento, a equagao (3) pode ser reescrita,

N
w(P) = - L‘ [ V:(p,S) w(S) —m:(p,S) % w(S)} dar(s) —): R*(p,C) w(C) +

c=1

n N
+ f [w*(P,S) Vo (8) -5 wH(p,8S) mn(S):l+ ) w*(p,0) R(C) +
r

c=1

+ f w*(p,s) q(s) dR(s) +f W (p,Q) p(Q) ds(Q) ‘ (5)
Q S
q

onde p representam as cargas em linha distribuidas no interior da pla
ca.

Analogamente, a equagcao para a representacao das derivadas de w
terd um termo adicional dado por:

[ 2w p@ s© (6)
S

Deve ser ressaltado ainda a transformagao da 1ntegral de dominio
em 1ntegra1 de contorno L7]’ evitando-se 1ntegrals de area para a de-
terminagao das influé@ncias das cargas distribuidas.

EQUACOES MATRICIAIS

Como & usual nas formulacoes do Método dos Elemento de Contorno,
aproxima-se o contorno da placa por elementos para a 1ntegra§ao dos
termos em T indicados em (4) e (5), considerando-se ainda as varia
ve1s correspondentes aos esforgos & deslocamentos aprox1mados por fun
goes interpoladoras _previamente conhecidas. De uma maneira analoga as
integrais sobre S sao representadas pela soma das influéncias das car




- 144 -

gas sobre segmentos discretizados no interior da placa. Apos a inte-
gragao das solugoes fundamentais e fungoes interpoladoras sobre os e-
lementos de contorno e sobre os segmentos internos, as equacgoes (4) e
(5) para pontos de contorno, se transformam em um sistema de equagoes
lineares dado pela seguinte forma matricial:

HU=GV+SP+0Q N
onde U e V s3o os vetores que contém os valores nodais dos deslocamen
tos, w e dw/dn, e dos esforgcos V, e m,, do contorno. Q representa a
influencia da carga unlformemente distribuida sobre a placa e P con-
tém os valores nodais das cargas de linhas no interior da placa. H, G

e S sao as respectivas matrizes de influéncias para deslocamentos, es
forgos e cargas lineares.

Os deslocamentos transversais em pontos do interior sdo analoga-
mente dados por equagoes matriciais obtidas com a integragao sobre os
elementos:

1=

-E'U+S'V+5SP+Q (8)
Para analise de placas isoladas o sistema dado em (7) e resolvi-
do determlnando se as incognitas de contorno e com os resultados obti
dos, as equagoes algébricas dadas em (8) sao utilizadas para o calcu—
lo dos deslocamentos em pontos do interior. Momentos e cortantes sao
tambem dados por equagoes algébricas similares as dadas em (8).

No caso de placas com ap01os continuos 1nternos P € o vetor que
contem as reagoes da vinculagao, assim as equagoes (7) associadas as
equagoes (8), correspondentes a pontos de apoio, definem um novo sis-

tema.

==
twn
[
[}
10
1<
2

= P (9)
g' s -P G'

L
|

=

o)

onde I & uma matriz unitaria e w contem os deslocamentos prescritos
para o apoio.

De uma maneira analoga os problemas de apoios discretos podemser
equac1onados compatibilizando-se os deslocamentos no ponto central da
area de contato LSW Neste caso, esforcos em qualquer ponto 1nterno
da placa tambem sao determinados apos a resolugao da equagao 9).
te equacionamento permite o tratamento numerico de laJes com ap01os
lineares e dlscretos obtendo-se resultados bastante precisos, inclusi
ve nos pontos proximos das vinculagoes.

EXEMPLOS NUMERICOS

Tres exemplos numericos foram resolvidos com a formulagao propos
ta para a avaliacao da qualidade dos valores obtidos.

- Placa apoiada no contorno com carregamento linear
Neste exemplo, uma placa quadrada com carga distribuida sobre a

linha central e paralela aos lados & resolvida. Os lados da placa sao
iguais a 2a e foram divididos em 10 elementos para a aproximagao do
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contorno. A fungao interpolagao adotada para aproximar as variaveis
de contorno foi linear, com nos definidos nas extremidades de cada é-
lemento. Nas figuras 3 e 4 sao dados, alem da discretizagao adetada,
os valores dos esforgos e deslocamentos obtidos ao longo das limhas
centrais paralelas aos lados da placa. Como pode ser observado, para
a discretizagao adotada, a solugao numérica praticamente coincide com
os valores tedoricos [ 8] com erros maximos no ponte central de 0,3% pa
ra os deslocamentos e 0,87 para os momentos. -
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Fig. 3 - Momentos e deslocamentos na diregao da linha de carga.
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Fig. 4 - Momentos e deslocamentos na diregao ortogonal 3 linha de carga.
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- Placa com apoio continuo interno

Neste exemplo a placa quadrada, analisada anteriormente, & modi-
ficada pela introdugac de um apoio interno passando pelo centro e pa-
ralelo aos lados. O contorno da placa para este caso foi d1scretlzado
em segmentos de compr1mento igual a a/6, assumindo-se variagao cons-
tante para as variaveis w, dw/dn, V_, e m,, ao longo de cada elemento.
0 apoio continuo também foi discretizado com elementos de comprimento
a/6 e a mesma fungdo interpoladora foi adotada para as reagoes inter-
nas. Apenas os deslocamentos no centro dos segmentos internos foram
tomados iguais a zero, sendo que as derivadas na diregao do  apoio
nao tiveram nenhuma restrlgao.

Para uma distribuigao constante de cargas sobre a placa e toman-
do-se o coeficiente de Poisson igual a 1/6, os valores numéricos ob-
tidos para deslocamentos e momentos sao praticamente iguais aos valo
res teoricos [8] com erro maximo para os momentos igual a 0,09% no
centro da placa. A figura 5 da o diagrama de momentos calculado ao
longo do apoio interno. Na mesma figura & também dada a solugao obti-
da por ser’es de Fourier, empregando~se 100 termos.
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Fig. 5 - Valores numéricos e teodricos dos momentos sobre o apoio con-—
tinuo.

- Placa com apoios discretos

Um outro exemplo resolvido para a verificagao da prec1sao dos va
lores numericos calculados pelo algorltmo proposto & a analise de uma
placa com lados apoiados e quatro apoios discretos internos. A placa
mostrada na flgura 6 foi discretizada com elementos de comprimentos i
guais a a/10. As areas de contacto definidas sao quadradas, tendo, ca—
um de seus lados, comprimento 1gua1 a a/l2 e os respectivos centros
geometrlcos estao def1n1dos a distancias 1guals a a/3 dos bordos mais
proximos. A aprox1magao adotada para as variaveis de contorno (apenas
w e V,, mneste caso) ‘foi linear, admitindo-se continuidade entre e
lementos adjacentes.
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Os resultados obtidos para a representaggo dos momentos da placa
estdo dados na tabela 1 juntamente com os valores teoricos calculadds
com 100 termos da séerie 8]. Alem desses valores sao apresentados os
valores dos erros observados em cada um dos seis pontos indicados mna
figura 6.
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Fig. 6 - Placa com apoios internos. Geometria e Discretizagao.

Ponto ] M.E.C.| TEOR. | Err.Z |M.E.C. [TEOR. |Err.Z |M.E.C.| TEOR. | Err.Z
1 0,283}0,278| 1,5 | 0,185]| 0,134} 0,8 0,185} 0,184 | 0,8

2 0,318 ]0,315| 0,9 |-0,361{-0,360} 0,3 0,467) 0,464 | 0,8

3 0,895 |0,894} 0,2 0,7421 0,748} 0,8 0,240| 0,231 | 4,1

4 0,000 | 0,000 - -1,491 |-1,491} 0,0 |-1,491{-1,491} 0,0

5

6

0,867 | 0,865 | 0,2 | 0,845]| 0,850} 0,5 }|-0,255{-0,256 | 0,4
0,940 | 0,950 | 1,1 | 0,555[0,563] 1,3 | 0,555{ 0,563 ] 1,3

TABELA 1 - Solugoes numérica e tedrica para placa com apoios discretos
CONCLUSOES

Os exemplos analisados mostraram que o algoritmo proposto para
analise de placas com apoios intermos, continuos ou discretos, levam
a resultados numéricos bastante precisos. £ evitada a subdivisao da
placa em regices, eliminando-se assim desnecessarias aproximagoes ao
longo dos apoios internos que aumentam o tamanho do sistema de equa-
coes e afetam a precisdo dos resultados. O algoritmo & bastante ade-
quado & analise de lajes de edificios onde os _efeitos dos apoios con-
tinuos e discretos serao modelados com precisao.
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