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RESUMO

Este trabalho mostra a resolugao de porticos de concreto armado,
onde considera-se que o material nao segue a lei de Hooke e que as de-
formacoes na estrutura produzem modificacdes nos esforgcos. Para isto,
desenvolveu-se um método iterativo que, a cada iteracao, utiliza os re-
sultados anteriores para modificar as matrizes de rigidez das barras.

Assim, foi desenvolvido um programa, em BASIC, onde as modifica -
¢oes nas matrlzes de rigidez das barras sao obtldas considerando-se
que a inércia varia ao longo da barra, devido a fissuracao, _que o modu~
lo de elasticidade n3o é constante, e que o eixo da barra niao é mais
retilineo e, portanto, as seis coordenadas (normal, cortante e momento
fletor) estao acopladas.

ABSTRACT

This paper shows the resolution of framed concrete structures, in
which it is considered that the material does not obey Hooke's law and
that deformations on the structure cause changes on the member-end
actions. An iterative method was developed so that, at each iteration,
results of the previous resolution are used, in order to modify the
member stiffness matrices.

In order to do this, a computer program was developed, in BASIC,
in which the modified member stiffness matrices are obtained consider-
ing that moment of inertia varies through the members' length, due to
cracking, the elasticity modulus is not constant and the members' axes
are not straight lines, causxng the coupling of the six joint coordina-
tes. -
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INTRODUCAO

Devido aos recentes avancos que vem sendo obtidos nas técnicas de
resolucao de estruturas em computadores, utilizando-se o método da ri-
gidez, torna-se possivel a substituicdo das hipoteses simplificadoras
normalmente adotadas [1,2] por outras que traduzam melhor o comporta -
mento da estrutura. Neste trabalho procura-se estabelecer a sistemati-
ca de calculo que considera tanto o comportamento nao linear do concre
to armado, como os efeitos de segunda ordem decorrentes da interacao
entre esforgo normal e momento fletor nas barras.

Considerando-se que vem sendo dado grande impulso a utilizacao de
micro-computadores na soluciao de problemas estruturais, objetiva-se
aqui obter uma solucao para a estrutura utilizando-se apenas as técni-
cas simples e correntes da analise matricial [3,4] e do dimensionamen- -
to de concreto armado [5,6,7].

Tendo em vista que a consideragao de nao linearidade inviabiliza
as técnicas usuais de resolucao de estruturas, uma vez que nao € mais
valido o principio da superposicao de efeitos, a solucao é dada atra-
ves de uma sucessao de cdlculos em regime linear onde, a cada passo,
sao corrigidas as caracteristicas das barras devido aos efeitos nao
lineares.

A correcao das caracteristicas das barras se traduz em modifica-
coes intriduzidas nas suas matrizes de rigidez, o que sera conseguldo
atraves da obtencao destas matrizes considerando-se a barra com eixo
nao retilineo e com rigidez variavel. A solucao dos esforcos na barra
é encontrada utilizando-se a prépria técnica da analise matricial, que
fornece a matriz de rigidez da barra com a consideracao das nao linea-
ridades e do acoplamento entre suas seis coordenadas.

Dentro do acima exposto, pode-se assinalar as principais caracte-
risticas do processo como:

- utilizacao apenas das técnicas da analise matricial de estrutu-
ras, o que possibilita o uso de micro-computadores;

- consideracao do acoplamento entre as seis coordenadas locais na
matriz de rigidez da barra;

- possibilidade de aumento da precisdo na obtencao da matriz de
rigidez da barra através do aumento do ndmero de subdivisdes, sem au-
mentar o numero de incognitas da estrutura.

DESCRIGAO DO METODO

Ao analizar-se uma estrutura plana, reticulada, de concreto arma-
do, submetida a um carregameénto genérico, estabelece-se, para o método
da rigidez na fase elastica, um sistema de coordenadas para os graus
de liberdade ativos dos nos da estrutura, como mostram as figuras 1.

Desta forma, pode-se determinar a matriz de rigidez da estrutura,
[K], segundo tais coordenadas, supondo~se um comportamento elastico 1i
near para todas as barras da estrutura. A redugao do carregamento aos
nos da estrutura conduz ao vetor {F}, que é o carregamento expresso
nas coordenadas nodais. Assim, a equagao basica de equilibrio do siste

ma pode ser definida por {3)

{Fl=[K] .{x} “ (1)
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onde {x} é o vetor dos deslocamentos nodais.
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(a)-Estrutura reticulada (b) Sistema de coordenadas
Figura 1.

A resolugdo do sistema expresso pela equacao (1) leva a uma posi-
cao de equ111br10 deformado da estrutura, e pode-se verificar que, nes
ta 51tuagao, duas hlpoteses bas1cas utilizadas no estabelecimento de
[K] deixaram de ex1st1r. a) as segoes das barras estao flssuradas e,
portanto EI nao é constante, onde E é o modulo de Young eléo momen
to de inércia da segcao ; e b) as barras nio possuem eixo retilineo, o-—
casionando um acoplamento generalizado entre as coordenadas locais, co
mo mostra a figura 2. -

1 ﬂ} /* 4 (a) Posicdo indeformada

Figura 2

5
4 (b) Posicao deformada

Ao se restabelecer a matriz de rlgldez, considerando-se a fissura
cao de secoes da barra, e que seu eixo nao é ret111neo, obtem-se uma
matriz [K']# [K] e tem-se que

{F} = [k'].{x} : (2)
e, desta forma, a posicao de equilibrio deformado obtida nao € real.

Aplicando-se os deslocamentos nodais obtidos em [K'], tem-se:

K'].{x}= {F'} = F} (3)

{aF,} = {F} - {F'} ' (4)

A existencia de {AF} obriga a estrutura a procurar uma nova posi-
cao de equilibrio deformado, calculando-se {Ax;} pela aplicacao de

{AF,} e [K') na equacao (1) e somando-se a {x}.

0 processo continua obtendo-se uma nova matriz de rigidez, [K'']#®
[K'], visto que os esforcos e as deformagoes nas barras estao modifica
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A conVergenc1a de {x} + {Ax;} + {Axp} + ..... + {Ax } para um va-
lor finito indicara a estsbilidade do sistema, ficando d8terminada a de
formada e os esforgos 1nternos da estrutura, considerando-se a nao-li-
nearidade elastica e a nao-linearidade geométrica.

Notando-se que

{Ax1} = [R']7HAF,} (5a)
{8y} = (K'IHFY - [K']7HE"} (5b)
{6x1} = [R')7HF} - [K'17Y [KR'] {x} (5¢)
{x} + {8x1} = [K']7? {F} (5d)

pode-se estabelecer que
{x} + {oxa} + (M} + oo v {0x } = [KM)THE) (6)

e, desta forma a obtencao da posicao de equilibrio final, se existir,
resume-se a obtencao das matrizes [K'], [K''], ...,[K ] da estrutura de
formada, as quais serao aplicados os esforgos {F}, invariantes.

Para se determinarem [K'], K"], «++, considerando-se a fissura -
cao da secao e que o eixo da barra nao é ret111neo, divide-se a barra
em um certo nimero de intervalos, representando—se o eixo pelos pontos
1, 2, ..., n, como mostra a figura 3. A variacdo da rigidez eq barra se
ra obtida pela determlnagao da rigidez de cada intervalo, I, II, ....
considerando-se a secao fissurada e os esforgos solicitantes no ponto
médio do intervalo.
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Figura 3 - Subdivisdo de uma barra da estrutura.

RIGIDEZ DE UMA SECAC DE CONCRETO ARMADO
Curvatura de uma secao qualquer
Seja uma secdo de uma barra, de material qualquer, submetida a fle

xdo simples. Considerando-se va11do que as secoes permanecem planas, a
configuracao deformada da barra é a mostrada na figura 4.

Sendo p o raio de curvatura e k a curvatura da secdo, tem-se, da
figura 4, que

1/p =k = p0/Ax . N
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Como Ax; = z AO (8)
entio, k=¢e1/z= (e + |ezx])/m ‘ 9)

Rigidez de uma secao qualquer de concreto armado

Seja a segdao de uma barra de concreto armado representada na figu
ra 5.
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Fiqura % - Deformagic

Ficura 4 - Deformada, ~
v ' e em uma secic de barra,

Aplicando-se o conceito de curvatura, tem-se que

k _€cy - €9 __ECy + [ess ] (10)
h/2 d

Admitindo~se conhecidas a geometria e a armadura da secdo, e os
esforcos externos M e N, é possivel determinar k e £ pelo processo de
Newton-Raphson [8] fazendo-se:

~ adotam-se valores iniciais €4i e ki;

~ com estes valores iniciais, calculam-se N; e Mg;

- aplica-se um incremento Ac a £y e calculam-se NE e Me;

- aplica-se um incremento Ak a k e calculam-se Nk e Mk;

- calculam-se as variacoes

dN = N - Ng
M = M - M,
ON/3e, = (N. - No)/Aeo ; 3M/3eo = (ME - Mo)/Ae, (n
ON/3k = (N - No)/Bk 5 OM/3k = (M, - Mo)/Ak
- monta-se o sistema de equagdes
fan) [on/oe, avax| | aeq)
\ (12)

dMJ__ M/3e, oM/ok dk

-solucionando-se o sistema de equacoes, obtem-se os incrementos
d&, e dk que, aplicados as variaveis, vao produzir uma aproximacao dos




- 133 -

esforcos solicitantes. Sendo:
= +d v 0k o= ki + dk (13)

obtem-se N e M . Caso N; # N ou M # M, deve ser feita nova iteracao
com €93 no lugar de €5., ki no lugar de k., M3 no lugar de My e N1 no
de Ng. Caso Ny = N e M% = M, o processo séra encerrado e a rigidez da
secao sera dada por

EI = M/k, : EA = N/ggy (14)

Este processo esta contido na subrotina RIGID (ver fluxograma con-
densado) .

Determinaciao dos esforcos internos em uma secao de concreto ar-
mado

Para se determinar a rigidez da secao, faz-se necessario calcular
os esforcos internos, fletor e normal, o que pode ser feito a partir
de valores conhecidos de £ e k, bem como da geometria da secao e das
caracteristicas mecanicas dos materiais utilizados. Para esta determina
¢ao, decompoe-se a secdo em parcelas, concreto e aco, como mostra a fi-
gura 6, e utilizam~se as equacgoes (15) e (16).

€. < e &
T T I O .
37 t e,
. ) N . .
L 3 ~
N (3 ]
£
. N ? :t n: N
_'._—?F—- - — T _ —|.___.-:—_ -
. . ¥ - N
3 ! .
TSR LR
€ey S
(a)~Secao Original (b)-Concreto ) (c)- Aco
Figura 6 - Decomposicao da Secao
N=N +N ;5 M=M +M (15)
c s c s
N = ZIAM .0 . H M = 2IN .z,
e cicl c ci”i (16)
Ny = DA ;0.5 3 Mg o= INg;24

onde o esforgo normal positivo é o de compressao e o momento fletor po-
sitivo e aquele que traciona as fibras inferiores da secao.

Este calculo esta contido na subrotina ESFINT.

A decomposicao da segdo em diversas parcelas é efetuada pela sub-
rotina DECOMP, para cuja utilizacao torna-se necessario estabelecer o
numero ideal de parcelas, o que sera feito separadamente para cada ma-
terial.
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Decomposicao da secao de concreto

Como hxpoteses bdsicas serao consideradas que nao exxstxrno ten~-
soes de tracao no concreto e que as tensoes de compressao seguem o dia
grama tensao~deformacdo recomendado por Fusco [6) e mostrado na figura
7. 1

5o

S¢

o 2% 3,57,

Figura 7 - Diagrama Tensao-Deformagdo no Concreto
(fcs tensao de trabalho do concreto)

A parcela entre 2% e 3,57 sera sempre decomposta em um unico ele-
mento, enquanto que o trecho parabolico, 0 a 2%, sera decomposto em um
certo numero n de intervalos. De forma a se determinar o melhor valor
para n, seja o diagrama parabollco apllcado sobre uma secao de largura
unitaria, e de altura total também unitaria, como mostra a figura 8.

4
%c“‘ A resultante de tensoes,
R, R, pode ser determinada por:
ol T N R =/31.0.dz=/2f (e-c?/4)dz=
]-\ ~ - 2/3 £ (17
e a posicdo da resultante, z,,
vem de:
Figura 8 - Digrama Parabolico z = (floz dz)/(flo dz)=5/8
de Tensces ~ b, =1 (18)

Com as expressoes (17) e (18) determinadas, passa-se a dividir a
parabola em intervalos, supostos cada um deles com tensdao constante e
igual a tensao no seu ponto med1o. Para cada numero de intervalos calcu
lam-se R e z_, 08 quais serao comparados com (17) e (18).

Assim, para n=2, os valores de R e z_ sdo, respectivamente,

0,688 £ e 0,591; para n=4, R = O, 672°¢ &%z = 0,616; e, para n=5,
R=0,6/0f ez =0,619, comcum erro menor &ue 1% em relagao aos valo
rés exatos. Desta forma, a parcela de concreto da secao transversal da
barra sera decomposta segundo mostra a figura 9.
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Figura 9 - Decomposicao do Diagrama de Compressao
do Concreto.

Decomposicao da Armadura

Seja a armadura da secao transversal da barra composta de tres
parcelas, como estd mostrado na figura lo. Para efeitos de decomposi-
¢ao, A_, e A_, serdao considerados como uma unica parcela, cada uma de-
las, devido a“estarem submetidas a tensoes constantes. Para a decompo-
sigao de A 3 aplica~se raciocinio andlogo ao utilizado na decomposi-
¢do da secad de concreto, considerando-se que a variacao de tensoes na
armadura segue leis mais favoraveis que a parabdlica, ou seja: varia-
cao linear nos acos classe A e linear-parabélica nos agos classe B.

shse . A 2 Esz
Bhg | ' — 7
<
AAS_# +o 'i v 'S3,4 /_
1 Es3,2
Bhgyte .
AA | { L A f
s ~
A, .
4 — - ___3"4 _____ '_4._&,_:{_-___- _—— N
AqS] Asg Bhsy -
2 Y t .
! -f' | %) }‘
. o ™~/
- — £
. AA% 1.
N———— x
{ 2 - = &
Asy AAsy ° Y 1

Figura 10 - Decomposicdo da Armadura

Assim, seraoutilizados cinco:(5) intervalos para a parcela com -
primida de As e cinco (5) intervalos para a parcela tracionada. O dia
grama tensio-aeformacio a ser considerado sera o do item 7.2 da NB-1
[5]), adotando~se a tensdao de escoamento igual a tensao caracteristica
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do ago.
Determinacao numérica das parcelas a partir de €y e k

Da figura 9 pode-se obter as expressoes gerais. Para o concreto,
tem-se:

€. = €0 * k.h/2 £ 3,5
! 19 )
z = ecllk 3 z, = (eCl - 2)/k
onde € e positivo para um encurtamento.

Como, no caso geral, a configuracao de deformacao pode estar nos
Dominios 1 ou 5, segundo definido pela NB-1 [5]}, alguns testes devem

ser feitos na programacdo, que estao definidos pela equacao (20).
z<0 »+ z,=0, z,=20

[E > 2,0 > 2z

(¢ =-2)/k ;3 2 =2z - 21
Ci

0gz<h< %
L Ecl <2,0> 2z2,=0 3 2, =2 (20)
ch >2,0> z,=(_ -2)/ksh ; 2z, =h-2z
x >h !
[g <2,0> z,=0 ;z,=nmh
Ci
Para o ago tem-se:
e =¢_ =k.(h-d") z -10,0
S3 c1
M =
S3 81
AASZ=A52 (21
= eeaas = [A_ .(z-d")/(n-2d"
AA53,1 1.5 { s (z-d')/(h-2d")1/5
AA = e = A = [A .(h-z-d")/(h-2d")]/5
S3s8 S3510 S3
z =h/2 -4d ., i= 1 a 12
Sl S1

Como, para o concreto, devem ser feitos os seguintes testes:

z<d' » z=24d"
(22)
z>h-d'»> =z =h-4"'

As decomposigées das parcelas de ago e do concreto estao resolvi-
das na subrotina DECOMP, que é complementada pela subrotina DEFORM, cu-
ja finalidade é a aplicacao da expressio

€, = €0 + k.z, (23)

Os valores das tensdes no concreto ( G .) e no ago ( 0_.) sao ob-
tidos a partir de € ., atraves do diagrama t&hisdo~deformacao® 'da figura
7, e de €_., através dos diagramas tensao-deformacao indicados na NB-1,
item 7.2 f%], pela subrotina TENSA.
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OBTENGAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA BARRA COM EIXO NAO RETILINEQ

Conhecidas as rigidezes EJ e EA de cada trecho de uma barra qual-
quer, dividida em n trechos, e supondo-se conhecidos os deslocamentos
de extremidade aplicados a barra, a partir da etapa anterior de calcu-
1o da estrutura, os quais, juntamente com o carregamento aplicado a es
ta barra provocam a configuracao nao linear mostrada na figura 11, po-
de-se obter a nova matriz de rigidez da barra da forma seguinte:

EJ; €l
2
EA, EA,

Figura 11 - Configuracao Deformada da Barra

- monta-se a matriz de rigidez da barra retilinea, a partir das
matrizes de rigidez de cada trecho;

- aplicam-se a barra os deslocamentos de extremidade D, DZ’ .
D,, e o seu carregamento, obtendo-se a configuracdo deforma&a atra-
vés da determinacao dos deslocamentos dos nds intermedidrios. Aqui sao
obtidos ainda os esforcos em cada trecho da barra que, levados a sub-
rotina RIGID, atualiza os valores de EJ e de EA em cada trecho;

- monta-se a matriz de rigidez da barra a partir das matrizes de
rigidez dos trechos, considerando-se a posicdo deslocada de cada né in
termedidrio e os valores atualizados de EJ e de EA;

- aplica-se um deslocamento de extremidade, AD , obtendo-se os es
forcos de extremidade, E; a E¢ , mediante a utilizacao da subrotina -
SOLVE. A primeira coluna da matriz de rigidez nas coordenadas de extre
midade 1 a 6 é obtida por -

ks ='Ei/ AD, (24)
- repete-se o item anterior para AD, a AD6, de forma a se obter
as demais colunas da matriz de rigidez.

Uma vez obtidas as matrizes de rigidez das barras, monta-se a ma-
triz de rigidez da estrutura através do Método da Rigidez Direta [3,4]
e resolve-se a estrutura, o que esta contido na subrotina SOLVE.

CONCLUSOES

Foi apresentado um processo iterativo para resolucao de estrutu-
ras planas reticuladas de concreto armado, com consideragao de nao-li-
nearidades fisica e geométrica. Suas principais caracteristicas consis
tem em considerar o acoplamento entre as seis coordenadas locais da mg
triz de rigidez das barras, assim como a variacdo de rigidez da secao
ao longo da barra. Foi elaborado um programa, em linguagem BASIC, des-
tinado ao uso em micro-computadores, cujos resultados apresentaram
consisténcia satisfatéria com os de outros programas do género [1] e
com resultados de ensaios [9]. Deve-se ressaltar que a consideragao
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do acoplamento entre as seis coordenadas locais da matriz de rigidez

da barra garante boas condigdes de convergencia sem que seja necessa-
ria uma grande discretizacao da estrutura, reduzindo o esforgo compu-
tacional.

Deve~se notar ainda que, sendo essencialmente um problema de ve-
rificacido de estabilidade, é necessario que se disponha de um pré-di-
mensionamento da estrutura, feito em regime linear, para que se possa
iniciar o processo. Na subrotina DEFORM e verificada a ocorréncia de
deformacoes especificas de ruptura nos materiais.

Caso se deseje otimizar a estrutura, sucessivos calcules nao li-
neares devem ser feitos, com reducdo na armadura ou nas dimensces da
secao de concreto, até determinar aquela minima que conduz a um esta-
do limite Gltimo de ruptura ou instabilidade.
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Figura 12 - Fluxograma Condersado




