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En este trabajo se presenta el calculo del Factor de Intensidadde
Tensiones.para Fisuras Tridimensionales utilizando el Metodo delos Ele
mentos Finitos.

Como ejemplo se presenta el de un cilindro fisurado exteriormen-
te. Los resultados se comparan favorablemente con otros resultados tan
to experimentales como numericos.

In this work, the Finite Element Method is used to calculate the
Stress Intensity Factor for three-dimensional cracks.

As an example, a cylinder with an external crack and subjected to
internal pressure is shown.

The results obtained are compared with other experimental and
numerical results.



La Mecanica de Fracturas en el dominio elastico lineal se desarro
lla a partir de la solucion presentada por Irwin [1] basada en el met£
do de Westergaad para encontrar una funcion de tension de Airy que sa-
tisfaga la ecuacion biarmonica, que representa el problema elastico bi
dimensional, y las condiciones de contorno impuestas por la fisura
[2,3]. Resumiendo los resultados son:
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donde KI es el factor de intensidad de tensiones en el extremo de la
fisura, que esta relacionado con la geometria del dominio y conlas car
gas aplicadas pero no con la distribucion espacialde tensiones [2,3,4];
siendo rye las coordenadas del punto con respecto al extremo de
la fisura.
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Para el calculo del Factor de Intensidad de Tensiones, existen va
rias tecnicas, bien adaptadas a1 usa de soluciones aproximadas provis-
tas por el Metodo de 10s Elementos Finitos, de las cuales se considera
ron las siguientes:

Consiste fundamentalmente en utilizar la
de deformacion almacenada en el cuerpo (~w)
tual de la fisura (~a) , en la determinacion
de Tensiones:

variac ion de la eneria
para una extension vir-
del Factor de Intensidad



Segun muestra la ecuacion (3), con este metoda se obtiene un va-
lor global del Factor de Intensidad de Tensiones que no posee inform~
cion acerca de la variacion del mismo sobre el frente de la fisura
tridimensional, informacion esta que es especialmente util para pre-
decir la direccion de propagacion de la fisura.

En cuanto al costa computacional, en general se requiere resolver
dos configuraciones semejantes, que difieren unicamente en la posicion
del frente de la fisura, que ha de variar en ~a de un caso a otro.
En los programas que utilizan el metodo de solucion frontal 0 utilizan
do alguna tecnica de subestructuracion, sera innecesario resolver com~
pletamente dos modelos si se tiene la precaucion de dejar para el fi-
nal del proceso, el ensamblaje y condensacion de los elementos cuya po
sicion ha de variar [5,6]. -

El metoda de los Elementos Finitos con una formulacion en desplazamien
tos, provee inmediatamente los mismos en los nodos. Las ecuaciones (2)
se utilizan entonces, para calcular el K en distintos puntos sobre
direcciones perpendiculares al frente de la fisura; y mediante una ex-
trapolacion obtener el valor del Factor de Intensidad de Tensiones en
el frente mismo de la fisura [4,7,8].

Los elementos utilizados fueron siempre isoparametricos cqn fun-
ciones de aproximacion de segundo grado. Para mejorar la representa-
cion de la singularidad producida por la presencia de la fisura, seuti
liza una capa de elementos especiales. Estos se obtienen,para el caso
bidimensional, colapsando todo un lade de un elemento isoparametrico
de ocho nodos (fig. 1) [7]. Para el caso tridimensional se colapsa en
una arista (que representa el frente de la fisura), toda una cara del
elemento isoparametrico de veinte nodos (fig. 2) [8].
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En ambos casos, se desplazan los nodos de interfase que concurren
al frente de la fisura, de tal forma que su distancia a dicho frente
sea de un cuarto de la longitud de la arista. De esta forma se cons i-
gue rodear al extermo de la fisura con elementos que poseen el tipo de
singularidad presente en el problema.

En cuanto a la utilizacion de los resultados de desplazamientos
para el calculo del Factor de Intensidad de Tensiones, cabe destacar
que se hace necesario excluir el valor obtenido en el node desplazado.
Esto puede explicarse teniendo en cuenta que el elemento singular,
aproxima con funciones de prueba de segundo orden un campo de fuerte
variacion. Como la aproximacion se hace en el sentido de la norma ener
getica en que esta planteado el elemento, los valores puntuales no tie
nen por que ser buenos. Asi entonces se deja al elemento singular la -
representacion de la singularidad, con el solo objeto de que mejore la
solucion en el resto del dominio, y de ella evaluar el Factor de Inten
sidad de Tensiones. -

Es usual intentar mejorar la solucion a un problema mediante el
refinamiento de la malla de Elementos Finitos en las zonas de fuerte
variacion de los campos involucrados. En el caso de una fractura el
campo de tensiones tiene una singularidad, la que se intenta represen-
tar con el uso del elemento en cuestion. Asi entonces, el refinamiento
excesivo de la malla en la zona del extremo de la fisura, provoca que
las dimensiones del elemento que puede representar la singularidad
sean insuficientes, y as! conducir a resultados erroneos. De alguna ma
nera ep [9] se intenta resolver el problema desplazando los nodos cen~
trales de elementos adyacentes a un valor intermedio entre un medio y
un cuarto.

Si bien se sabe que el efecto de la singularidad introducido por
la fisura, es tal que este se extiende a todo el dominio; la solucion
analitica indica que existe una "zona caracter!stica" donde la varia-
cion es fuerte. Los mejores resultados se obtienen utilizando un ele-
mento singular de suficiente tamano como para que cubra la zona carac-
teristica.

Para los casos investigados, de los que se tienen resultados sufi
cientemente precisos como para comparacion, resulto que el tamano del-
elemento debia ser de un cuarto de la longitud de la fisura, para el
caso de una placa en traccion con una fisura en un lado.

Los ejemplos que se muestran corresponden al caso presentado en
[10]. Se trata de una placa rectangular de un ancho 2a con una fisu-
ra (OA) de longitud a, sometida a un estado de deformacion plana y
trace ion simple (fig. 3a, 4a, Sa). Por simetria se considera solo la
mitad superior del rectangulo, introduciendo las condiciones de contor
no adecuadas en OD. En todos los casos los refinamientos se hacen -
utilizando interpolacion de Bezier y la solucion se lleva a cabo con
el programa SAMCEF [11].

La figura 3a muestra una malla de 200 elementos refinada hacia el
extremo de la fisura de tal forma que las dimensiones de los dos ele-
mentos singulares son de 0.01 de la longitud de la fisura. La figura
3b muestra los valores del Factor de Intensidad de Tensiones calculado
en base a los desplazamientos Uy, para los nodos ubicados sobre la fi
sura OA, 1) con elementos no sing~lares y 2) con elementos singulares~
Es sabido que estas curvas deben ser aproximadamente rectas. En ello



se basa justamente el metoda de los desplazamientos para el calculo
del Factor de Intensidad de Tensiones, con el que se obtiene el mismo
como extrapolacion al origen sobre este tipo de curvas. La fuerte no-
linealidad que puede observarse en la figura 3b anticipa errores en el
calculo del Factor de Intensidad de Tensiones, aun cuando se 10 reali-
ce con la parte aproximadamente recta de las curvas. Esto se ve confi~
mado por los resultados mostrados en la Tabla I.
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Fig. 3a: niscretizacion refinada
hacia el extremo de la fisura.

Fig. 3b: Factor de Intensidad de
Tensiones:
1) sin elemento singular.
2) --- con elemento singular.

Con Elemento Singular Sin Elemento Singular

KI % error KI % error

HALLA I 2.867 9.6 2.840 10.4
HALLA II 3.061 3.5 2.864 9.7
HALLA III 3.395 7.1 2.752 13.2

La figura 4a muestra una discretizacion con 64 elementos sin refi
namien~o en la que el elemento singular ocupa un cuarto de la longitud
de la fisura. Los resultados (fig. 4b) muestran los valores del Factor
de Intensidad de Tensiones calculado utilizando 1) elementos no singu-
lares y 2) elementos singulares en la zona del extremo de la fi~ur~Se
observa una mejora global en los resultados cuando se utilizael eleme~
to singular.
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Fig. 4b: Factor de Intensidad de
Tensiones:
1) sin elemento singular.
2) con elemento singular •
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La figura Sa muestra una discretizacion similar pero refinada has
ta obtener un elemento singular de 0.15 de la longitud de la fisura. -
En la figura sb se muestran los valores del Factor de IntensidaddeTe~
siones en funcion de la distancia al extremo de la fisura, para 1) la
curva(2) de la figura 4b correspondiente a la malla sin refinamiento
y uso de elemento singular; 2) malla refinada sin elemento singular y
3) malla refinada con elemento singular. Se observa en esta figura y se
ve confirmado en la Tabla I que la mejor aproximacion se obtiene cuan-
do se utiliza el elemento singular sobre una malla en la que este cu-
bre una zona importante rodeando al extremo de la fisura.

La discretizacion tridimensional se hizo para una fisura con for-
ma de segmento de circulo, ubicada longitudinalmente sobre la superfi-
cie exterior de un cilindro de pared gruesa.

Todos los resultados obtenidos, se compararon con mediciones expe
rimentales realizadas mediante tecnicas opticas en el IFIR(+), con 105
resultados presentados en [12] para fisuras semielipticas, y con los
calculos aproximados realizados de acuerdo a 10 aconsejado por el codi
go ASHE [13].

Debido al gran nUmero de grados de libertad involucrados en este
tipo de problemas, se hace necesario restrigir el refinamiento de la
malla a la menor zona posible. Esto trae aparejado una gran complica-
cion en la generacion de la malla de Elementos Finitos, siendo necesa-
ria la utilizacion de facilidades graficas tales como la remocion de
lineas ocultas [14], etc.



La figura 6 muestra una discretizacion posib1e. Los resultados ob
tenidos con e11a no fueron tota1mente satisfactorios, 10 que se atrib~
ye a que10s elementos que rodean a1 frente de 1a fisura son muy pequ~
nos, contrariando 10 recomendado en e1 punto anterior.

La figura 7 muestra 1a discretizacion fina1mente uti1izada. Lamis
ma emp1ea 275 elementos con 4107 grados de 1ibertad.

Las condiciones de simetria del problema permiten mode1ar un cuar
to del ci1indro, como se muestra en fa figura 6. Sin embargo 1a figura
7 muestra 1a idea1izacion de un octavo del mismo. De esta forma el mo-
de10 representa un ci1indro con dos fisuras diametra1mente opuestas,
10 que introduce un error del orden dell % [12].

Los desplazamientos de 10s bordes de 1a fisura, sobre la superfi-
cie del ci1indro, y en el sentido circunferencial, se muestranen la fi
gura 8. Los desplazamientos radiales sobre 1a misma lineaestan grafica
dos en 1a figura 9. La figura 10 muestra 1a distribucion del Factor de
Intensidad de Tensiones sobre e1 frente de 1a fisura (donde los meto-
dos opticos no pueden uti1izarse). Los resu1tad~s estan normalizados
con .respecto al Factor de Intensidad de Tensiones Ko para ¢ =90 gr~
dos , para una fisura e1iptica en un medio infinito sujeto a tension
uniforme 00 •

o~na
o Q

donde ~ es e1 radio exterior del ci1indro y Q se aproxima por
1 + 1.464 (a/c) .



fisura semieliptica de dimensiones cercanas a las del segmento de cir-
culo analizado, y los valores obtenidos por el metodo aproximado des-
cripto en el codigo ASHE [13J.
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Fig. 10: Distribucion del factor de intensidad de Tensiones sobre el
frente curvo de la fisura.

La experiencia adquirida demuestra la conveniencia de contrastar
los resultados numericos con los experimentales, para verificar la bon
dad de los primeros en este tipo de problemas, y especialmente cuando-
no es posible emplear costosos refinamientos de mallas.

El trabajo de definicion de la malla es muy grande para los pro-
blemas de fracturas tridimensionales, planteando la necesidad de meto-
dos alternativos que no utilicen refinamiento.

1. Irwin, G. R ••"Application of Stresses and Strains Near the End of
A Crack Transversing a Plate", Trans. Am. Soc. Mech. Eng., Jour.
of Applied Mech., 1957.

2. Paris, P.C. and Sih, G.C., "Stress Analysis of Cracks", ASTM STP
381, 1985.

3. Liu, H.W., "On the Fundamental Basis of Fracture Mechanics", Eng.
Fract. Mech., vol. 17, N~ 5, pp. 425-438, 1983.

4. Barbero, E.J., "Eleccion de Mallas de Elementos Finitos en Medini
ca de Fractura". Informe Preliminar al CONICET, 1984.

5. Hellen, T.K., "On the Method of Virtual Crack Extensions", Int.
Jou. for Num.Meth. in Bng., vol. 9, pp. 187-207, 1975.

6. Hitchings, D. and Balasubraman,an, K., "The Cholesky Method in
Substructuring with an Application to Fracture Mechanics'~, Compo
and Struc., vol. 18, N~ 3, pp. 417-424, 1984.



7. Henshell, R.D. and Shaw, K.G., "Crack Tip Finite Elements are
Unnecessary", Int. Jour. for Num. Meth. in Eng., vol. 9, pp. 495-
507, 1975.

8. Barsoum, R.S., "Application of Cuadratic Isoparametric Finite
Elemen·ts in Linear· Fracture Mechanics", Int. Jour. Fracto, vol.
10, pp. 603-605, 1975.

9. Lynn, P.P. and Ingraffea, A.R., "Transition Elements to be used
with Quarter-Point Crack-Tip Elements", Int. Jour. for Num. Meth.
in Eng., vol. 12, pp. 1031-1036, 1978.

10. Schiff, B., Fishelov, D. and Whiteman, J.R., "Determination of a
Stress Intensity Factor Using Local Mesh Refinement", MAFELAP 78.

11. SAMCEF, Sistema para Analisis de Medios Continuos por Elementos
Finitos. Universidad de Lieja.

12. Raju, 1.S. and Newman, J .C., "Stress-Intensity Factors for
Internal and External Surface Cracks in Cylindrical Vessels",
Jour. of Press. Vessel Tech., Trans. ASME, vol. 104, pp. 293-298,
1982.

14. Laitano, E.E. and Idelsohn, S.R., "A Simple Hidden Line Algorithm
for a Structural Model of Planar Elements", a ser publicado en
Advanced Eng. Software.


