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RESUMEN

La formulaci6n débil por elementos finitos del problema de transmi
sidn del calor con cambio de fase lleva a la resolucidn de un sistema
de ecuaciones no lineales en las temperaturas en cada paso de tiempo.
Cuando el calor latente es comparativamente alto la eleccidn de una bue
na aproximacidn a la matriz tangente es critica. En este trabajo se de-
riva una expresidn para la matriz tangente exacta. Se desarrolla un mé-
todo para calcularla y se analiza el comportamiento de los té&rminos que
la componen para los diferentes rangos de valores que pueden tomar los
parametros fisicos del sistema. Finalmente, se presentan ejemplos nuté-
ricos.

ABSTRACT

Using weak formulations and finite elements to solve heat conduction
problems with phase change requires the resolution of a non-linear
system of equations in the nodal temperatures at each time step. The
choice of a good aproximation to the tangent matrix is critical when the
latent heat is comparatively large. In this work we derive an exact
expression for the tangent matrix. We develope amethod to calculate this
matrix and analyze the behaviour of its terms for differents values of
the physical parameters of the system. Finally, several numerical
examples are shown.
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1.0 INTRODUCCION

Sea el problema de conduccidn del calor con cambio de fase [l ,

[2] y [33:

oh
—=-V-q+Q (1)
at i
donde:
T SCF CF
h = ( 0+ Cp{T) dT+h }+L e (T -T)=h"" +h (2.a)
JT [+ m
o
0 ; si TX< Tm
e (T-T) = (2.b)
" 1 ; si T>T :
m
q = - kVT = flujo caldrico.
k = conductibilidad térmica. (3)
Q = generacidn de calor por unidad de volumen, unidad de tiempo.

Aplicando el método de Galerkin hacemos:
N
T = T N
21 u M ®

N = niimero de nodos

Obtenemos las N ecuaciones pesando la ecuacidn (1) con las N
funciones de forma Nu(gp

) oh
IN(_}S) —+Vegqg-Q;rd2=0 H u=1,2, ..., N
Q@ M at

Integrando por partes obtenemos, cuando no hay cambio de faée, la
formulacidn débil del problema [4], [5]:

hUl = fu + g, (5
Donde:
hu = jﬂ Nu(i) h (T(x)) 4@ (6)

= + - o
,gu JQ Nu(g) q d@ Jr Nu g *ndb (8)
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h, , f, ¥y g, representan fisicamente la entalpia nodal del nodo . ,
eg flujo de conduccidn al nodo U y el flujo externo aplicado al nodo

U . Esta misma formulacién sigue siendo valida en presencia de un cam-

bio de fase. Basta con agregar a la ecuacidn & el balance ‘de energia

en la interfase pesado convenientemente con la funcién N (x) . La ex-

presidn para la entalpia nodal se convierte entonces en uba integral de
una funcidn discontinua sobre el elemento, en aquellos elementos por los
cuales pasa la interfase. Para efectuar esta integral en forma numérica
deben aplicarse t&€cnicas especiales de integracidn [6], [7] y [8].

Una de las formas mds comunes de integrar temporalmente la ecua-
cidn anterior es poner:

hu(t + At) - hu(t)

= (9)
Ly At
1 rt+ At
= e 1] \]
&y e gu(t ) dt (10)
t
f =f(t+alt) = (l-a) f (t) +a f (t+ At 11
" u( ) =« ) u() u( ) (11)
Estos son los llamados métodos o .
Reordenando y reemplazando en la ecuacidn (5) obtenemoé:
h (t + At) h (t)
A af(t4+At) =g + (1-a) £ () + (12)
At H M H At

Si conocemos el valor de las temperaturas nodales en t , la ecua-
cidn (12) representa un conjunto de N ecuaciones con N incdgnitas
que son las temperaturas nodales emn t + At , que se puede representar
en la forma:

C(T(t + At)) = G(T(t)) (13)

Donde T es el vector de temperaturas nodales de dimensién n ,
y €, G son mapeos:

g:]RN —>]RN H g_:IRN —-»]RN (14)

La solucitn-habitual a este problema no lineal es: conociendo una
aproximacidn x* al vector T(t + At) buscar una solucidn mis aproxi-
mada x1+l  como:

£1+l= 51 + Azl (15)

Ch + g b = e
N

aC
W

[I=<T]Ll\) = ~BT—
.V
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que representa un sistema lineal de ecuaciones de nxn que se puede re
solver si la matriz KT es inversible.

Si bien la parte de la matriz tangente que corresponde a los flu-
jos de conduccidn no presenta ninguna dificultad, la parte de las ental
pias nodales encierra una irregularidad al ser h(T) discontinua en
T=T la temperatura de cambio de fase. Mas todavia separando las en-
talpigs nodales en dos té&rminos:

h =05 ¢ 1O - JN wSCF 40 + JN 1 a0 (16)
L n " "

Vemos que hSCF corresponde a la entalpia nodal de un problema,
.eventualmente no lineal, pero sin cambio de fase y por lo tanto no hay
problemas en el calculo de las derivadas: BhSCF/BTv . Egr lo tanto el

problema reside en el cadlculo, si es que exisge, de Bhu /BTv .
2.0 ENTALPIA NODAL DEBIDA AL CAMBIO DE FASE
Poniendo:
CF = N Le(-T) a an
u T m

y derivando con respecto a TV en el sentido de las distribuciones:

onF de AT(x)
—H = N (x) L— d2 = |N L 8(T - T)) N (x) d0 (18)
8T, - " ar eT H

donde 6(T - Tm) es la funcidn impulso de Dirac:

1 ; [si T_ e [Tl, T, 1

JTZ m 2
. G(T—Tmr) dr = : ) (19)

0 ; |si Tmé tr,, TZJ

Ahora usamos la relacidén (Courant, [9]):

ds
Jf(z(_) 8(T - T) 42 = J f(x) (20)
T=T |vT|
n ¥
Llegando a:
anCF db
_u N (x) N (x) L— 21
L £33 H |vr|

Veamos que la influencia de la interfase en la matriz de masa es
equivalente al de una inercia concentrada de magnitud L/|2I| por uni-
dad de longitud de la interfase dS . La interpretacidn fisica de este
resultado se puede interpretar a la luz de la aproximacidén "pastosa"
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(mushy) es decir, suponiendo que el cambio de fase se hace ‘en un inter
valor de temperatura AT (ver figura 1).

Obtenemos una variacidn de cp con la temperatura como. en la fi-
gura 2. La matriz BhuT/BTV sera:

" AT
B cp Nu(i) Nv(ZE) df

ot
r
- Jcp N (0 N (x) dR + J(cpAT - cp) N (x) N (x) df (22)
"= A u—= v
AT AT 1 | | AT
h(T + —) - h(T_ - ——é] —=-cp ;3 |T-T | <—
[ mo B 2J At m 2
cpAT‘-cp = (23)
. AT
0 : si IT-T | >—=
m 2

El ler. término es la matriz 3hSCF/3T . La segunda es una contri
bucidn que sdlo proviene de la regidn" Q ¢ Ccuya temperatura esti com—
prendida en el intervalo: |T - Tl < ar/9t.

3]
ahAT ahSCF AT
R S " S (ep™ = cp) N N_ 42 24)
aT aT 9 Hov

En la figura 3 vemos que, cuando hacemos el limite AT -+ O , tene-—
mos:

AT L

49 — —— ds y (e - cp) — — (25)
{vr| AT
de forma que:
an®T  5nSCF L AT ds
L S—— N, N, — (26)
9T, 8T, | At>0 jrat AT |9T|

Los resultados numéricos demuestran que la inclusidn de este t&rmi
no incrementa notablemente la convergencia a la solucibn de la ecuacidn
(13). Ademds el cdlculo debe hacerse s6lo en aquellos elementos por los
cuales pasa la interfase, lo que implica que para un ptoblema de gran-
des dimensiones (N>>1) el cBlculo de este término es despreciable con
respecto al calculo de toda la maquz.
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3.0 CONVERGENCIA DEL SISTEMA ITERATIVO

Consideremos, por ejemplo una estructura muy simple de dos elemen-
tos lineales y tres nodos, estando las temperaturas de los extremos fi-
josa T, >0 y T, <0 ., El sistema tiene por lo tanto un solo grado
de liber%ad, la temperatura nodal T2 (ver figura 4).

En este caso la contribucidn th es:

1 A

CF ! %4 :
h™ N, dx = LN, dx=1L4{—+ x. [ - ] 1 (27)
2 2 i

-1 -1 2 2

Donde X, 1 es la posicidn de la interfase:

T,/(T, - Ty) si T, >0

= (28)

T,/(T, - T,) si T,<0

X.
-1

Vemos que hCF tiene dos pendientes, segiin por que lado se haga
tender T, = 0 . “Esto se puede entender facilmente a la luz de la ex-
presidn para la matriz tangente en la ecuacidn (21) ya que en este ca-
so en que las temperaturas nodales son Tl , 0, T3 esta expresiodn
se transforma en:

CF
dh N, (x.) N,(x,) L
2 _ 2747 277 (30)
o, B
Haciendo T2 + 0 entonces x> o, NZ -1 vy
(L1
3
aT
— = { (31)
9x
L1
-T—— H T2<0
!
de donde:
(L1
—_ T, >0
-T3 2
e L
— e 4 \ (32)
aT ‘
2
EE H Tz <0
Ty ..
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F

La contribucién hgc a la entalpia y el flujo de conduccidn al

nodo f2_ son:

2 1
SCF _ -
h2 =pecpl T2 + — (T1 + T3)
3 6
£, = [Tl + Ty - 2T2] k2/1

de forma que la ecuacidn de equilibrio para el nodo 2 se escribe:

1 2 CF T, k pecpl
— (L p cp =T, + h2 +2— = - —-(T1 + T3) +
At 3 [ At 6

+ (T1 + T3) k2 + g,

Donde se ha supuesto a =1 (método implicito puro para sim-
plificar).

Adimensionalizando:
% 2 . -1 IxiI *
- g(T)) =~ T, + Ste ~ x. 1 - +2Fo T, = A (34)
2 3 2 ‘i 2 2
* kAT 0 cp (T1 - T3)
T, = '1'2/('1‘1 - T3) H Fo = —3 ; STe =
pepl : L

Fo y Ste son los niimeros adimensionales de Fourier y Stefan res
pectivamente. Si Ste>>1 la resolucibn de la ecuacidn estd gobernada
por los dos términos restantes lineales. Por otra parte si Fo>> Ste-l
la resolucidn est3 gobernada por el Gltimo término de conduccidn, debi-
do a que, por ejemplo, se ha elegido un paso de tiempo muy grande.

En la figura 5 se observa el valor que toma g para un dado valor
de Ste y Fo . .

Los resultados obtenidos en el ejemplo precedente permiten expli-
car el comportamiento del algoritmo de resolucidn de la ecuacidn 15,
cuando el sistema tiene muchos mds grados de libertad. Efectivamente,
cuando no se incluye en la matriz de masa el t&rmino debido al cambio
de fase el residuo Ry= C, - 6, "baja répidamente a 0 en aquellos no-
dos que no estdn conectados a un elemento por donde pasa la interfase,
mientras que en aquellos nodos que si estan conectados a uh tal ele-
mento, el residuo se mantiene comparativamente,iito y va bajando en for
ma tipica de un proceso secante, es decir Il R ,IE; c [[ri|]|, a diferen
cia de un proceso tangente donde {| Ri*l|| = c|[ri|j%. -

Esto es un claro indicio de que no se cuenta con la matriz tangen-
te sino con una aproximacidn a &sta. Bl comportamiento del residuo en
los nodos cercanos a la interfase es similar al del nodo 2 de la estruc
tura simple analizada anteriormente. ‘
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Es bien conocido el hecho de que dada una funcién £(x) mondtona
creciente: )

) f:[a,bl] c R — [f(a), £(b)] c R
(35)

f(xl) < f(x2) pEs X, < X,

es posible resolver la ecuacidn f(x) = f, para todo £f(a) < fo < f£(b)
mediante el esquema iterativo (Atkinson, [101]):

IS S T L (36)
k ]
si y sblo si:
[£(x,) = (x| > (1 -7) k |x2 - x| ; 0<y<l1
(370
Jf(xz) - f(xl)l <1+ k[x, - x| 3 0<ac<l

Adem3s en este caso la aproximacidn estd acotada:

i1 B .
|x1 - xo] < max (y,o) ]xl - xo[

Si a =1 para algin par de valores x, , X, entonces el esquema

puede caer en una "trampa" (ver figura 6) o 5i la“pendiente cerca de la
solucidn es caso 2k entonces la convergencia puede ser muy pobre, co-
mo en el caso de la figura 7. Esto también puede pasar si la pendiente

es muy chica comparada con k (ver figura 8) o sea 7Yy casi igual a 1.

En nuestro caso, si no incluimos la matriz debido al cambio de fa-
se 3hy“*/3T, estamos iterando con un k = 2(1/3 + Fo) . El valor méxi
mo de la derivada en el intervalo sera:

1

2 (1/3 + FO) + sce 4 dxi/dT (T1 - T3) =
xi+0

max [dxi/dT 2

2

x.+0_]
1
: -1 . .
2 (1/3+ F) + 5t," (T, - T,)/min {'T1|’ |T3|} (38)

Como el término debido al cambio de fase es mondtono creciente
Y = 0 es decir que no puede haber problemas del tipo de la figura 8.

Entonces la condicidn para que el esquema sea convergente para es-—
te problema simple es: :

' -1 . -
2(1/3 + Fo) > Ste (T1 - T3)/m1n {ITll, |T3|} > Ste 1/2 (39)
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A pesar de la simplicidad con que fue derivada esta condicidn de
convergencia, expresa los inconvenientes generales de problemas con mu-
chos m@s nodos. Si Ste < Ste . (en este caso Ste . = 3/4) el es
quema serd convergente sdlo eﬁréi caso F, > Fo i que - Implica una co-
ta minima para el paso de tiempo t o un tamafio méximo para la malla.
Ademds el sistema se puede hacer inestable cuando la interfase pasa muy
cerca de un nodo y el gradiente de temperatura de un lado de la interfa
se es muy diferente que del otro lado, debido al factor que contiene
las temperaturas en el denominador.

Todo esto ha llevado a implementar métodos Quasi-Newton o de line-
search para mejorar la convergencia. Sin embargo la inclusién del térmi
no propuesto en este trabajo a la matriz de masa es relativamente poco
costoso, ya que sblo exige la evaluacifn de una matriz en aquellos ele-
mentos por donde pasa la interfase, e induce una convergencia cuadriti-
ca. Es de notar que, para obtener una convergencia cuadratica, la co-
rreccidn a la matriz tangente debe hacerse en cada iteracidn. Debe te-
nerse especial cuidado al implementar estrategias que actualizan la ma-
triz tangente sdlo si el residuo es mayor que una cota dada ya que si
bien el vector h$¥ es continuo, sus derivadas son discontinuas en
aquellos puntos en que algfin nodo cambia de fase, como el punto T, =0
en la figura 5. Entonces si una vez que se redujo al residuo por debajo
de esta cota algilin nodo cambia de fase, la matriz con la que se itera
puede pasar a ser sensiblemente diferente a la matriz tangente. Una es
trategia mejor seria actualizar la matriz tangente mientras el residuc
es mayor que una cota dada o cuando alglin nodo cambia de fase, hecho
que es bastante simple y rdpido de verificar ya que s8lo hay que compa-
rar los signos de las temperaturas nodales en dos iteraciones sucesivas
al actualizar el vector de temperaturas.

4.0 EJEMPLOS

Se ha comprobado la efectividad de esta modificacidn en un gran nd
mero de casos. En la figura 9 puede observarse un histograma donde se
compara la convergencia con y sin matriz de interfase para una estructu
ra simple que consiste en una barra de longitud 1, p cp =k =1,

T = -1 . La barra estd inicialmente a T(X, 0) = 0 ya t=0 impone
mos en un extremo T(0, t) = -2 . Se han hecho experiencias numéricas
para diferentes L(=Ste-l) y At (=Fy) . Em la figura cada histograma
representa una experiencia para un dado At y L . Para cada paso de
tiempo se dibuja una columna vacia cuya altura representa el nimero de
iteraciones necesarias para hacer -converger ese paso de tiempo a un re-
siduo R < 107° , donde el residuo normalizado R se define por:

R=|[R|[/]| £ (40)

Las sucesivas columnas en cada histograma corresponden a sucesivos
pasos de tiempo dentro de la misma experiencia. Las columnas truncadas
son pasos de tiempo' en los cuales la convergencia no se alcanzd dentro
de las primeras 30 iteraciones. Cuando el comportamiento -del residuo fue
tal que permitia predecir que la convergencia no se iba a producir ni
siquiera para un nGmero de iteraciones mayor que 30 (como en la figura
10.b) se le colocd un simbolo « .

En los histogramas se observa que el comportamiento del esquema ne
jora drédsticamente con la adicién de la matriz de capacidad de la inter
fase. En las figuras 10 y 1l se obseérva un grifico logaritmico del resi
duc para cada paso de tiempo. Alli se puede observar claramente la con-
vergencia cuadri@tica del residuo con matriz de interfase. N
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Concentr@monos en el comportamiento del esquema iterativo sin ma-
triz de interfase, para L = 5 en la figura 9. Alli vemos que para
t=1, 0.5, 0.2, 0.1 y 0.05. el esquema se detiene en t = 2.0, 1.5,
0.8, 0.4 y 0.2 (consideramos que el esquema se detiene después de
efectuar 30 iteraciones . Para obtener las columnas del histograma si-
guiente se inhabilitd la detenmcidén automitica del programa). Vemos que
al disminuir el paso de tiempo no mejoramos la convergencia sino que
por el contrario el proceso se detiene cada vez mas prematuramente. Es
to es sencillo de explicar a la luz de lo discutido anteriormente para
la estructura simple de 3 nodos cuando no se incluye la matriz de in-
terfase, ya que ahi, se demostrd que la reduccidn del paso de tiempo
no aumenta la convergencia sino que la empeora.

En cuando al costo adicional de la evaluacidn, este es minimo, ya
" que s6lo necesita una integracidn sobre los elementos por donde pasa
la interfase. Por ejemplo para una estructura bidimensional de 100 ele
mentos, 121 nodos la evaluacidn de la matriz requiere un tiempo de CPU
de 1/2 segundo cuando la interfase pasa por 18 elementos, frente a un
tiempo de evaluacidn del residuo de 9 y 1/2 segundos, en promedio. Es-—
to significa el 5% del costo de la evaluacidn sin tener en cuenta la
resolucidén del sistema lineal. Estos datos del costo 'son para una es-
tructura con k y p cp constantes para la cual no hace falta recal-
cular la matriz de capacidad y de la matriz tangente en cada iteracidn
ni modificarla como en los métodos quasi-Newton. Para los casos en que
no son constantes es de esperar una incidencia menor en el costo de eva
luacidn. Por otra parte la reduccidn en el nimero de iteraciones nece-
sarias para resolver un dado problema fue de un 70% menos de iteracio-
nes para lograr la convergencia cuando se requeria un residuo normali-
zado menor que 10~0, Esta reduccidn aumenta a medida que se requiere
mds precisidn debido a la comvergencia cuadritica del método tangente.
Ademds la inclusidn de este término amplid sensiblemente la gama de
problemas donde el proceso iterativo convirgid sin recurrir a algorit-
mos mas potentes, pero mas costosos, para obtener convergencia como el
método de carga incremental. Todos los datos sobre estadistica de tiem
po de CPU son tomados de ejemplos corridos en una VAX 11-780.
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