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Se presenta un modelo numerico para el estudio del campo
termico y de la cinetica de la interfaz s6lido-1lquido duran-
te la solidificaci5n de esferas de metales puros con enfria-
miento superficial convectivo (problema de frontera libre 0
problema tipo Stefan a una fase). Se utiliza el metodo de se-
guimiento de la interfaz en diferencias finitas impllcito y
con malla variable. La soluci6n numerica muestra satisfacto-
ria concordancia con aproximaciones anallticas asint5ticas
(para enfriamiento ideal y newtoniano). Finalmente, el modelo
es aplicado a la producci5n de partlculas esfericas obtenidas
por atomizaci6n del metal fundido con gas inerte.

A numerical model for the study of the thermal field and
the kinetics of the solid-liquid interface during
solidification of spheres of pured metals with convective
surface cooling, (free boundary problem or one-phase Stefan like
problem), is presented. Implicit finite difference moving
boundary tracking method, with a variable grid, is used. A
satisfactory agreement between numerical solution and
asymptotic anal'ytical aproachs (both for ideal and newtonian
cooling), is shown. Finally, the model is applied to the
production of spherical particulates obtained by inert gas
atomization from the melt.



Una de las t~cnicas m~s utilizadas para la produccion de
polvos met~licos es la atomizacion con gas [1]. En este pro-
ceso un metal fundido, que escurre por un delgado orificio
practicado en el fonda de un recipiente, es fragmentado por
un chorro de gas (nitrogeno, argon, helio) sub 0 supersonico
(0,2-2,5 Mach) en pequeftas gotas (10-1000 pm] que tienden a
esferoidizarse por efecto de la tension superficial del li-
quido, solidificando luego por enfriamiento convectivo y, en
menor medida, radia~ivo. Los polvos met~licos asi obtenidos
pueden ser producto final 0 materia prima para el conformado
de piezas por procedimientos de pulvimetalurgia.

Por otra parte, la atomizacion est~ siendo evaluada como
tecnica prometedora para la obtencion de metales y aleaciones
con estructuras metaestables mediante solidificacion ultra-
rr~pida [2-5].

El conocimiento de variables tales como velocidad de
enfriamiento, velocidad de solidificacion, tiempo total de
solidificacion, etc., en funcion de los par~metros de atomi-
zacion (propiedades del metal y del gas atomizante, di~metro
de particula, velocidad relativa particula-gas, etc.), es de
gran utilidad para la comprension de las posibilidades y li-
mitaciones de este proceso metalurgico.

Mediciones directas del campo termico 0 de la posicion
de la interfaz solido-liquido (S-L) serian extremadamente di-
ficiles, si no imposibles. A traves de mediciones del espa-
ciado de las ramas dendriticas en ciertas aleaciones se ha
podido determinar, en forma indirecta, el orden de magnitud
de las velocidad de enfriamiento que se alcanzan en atomiza-
cion con gas (102-103 °C!seg) y con agua (102-10" ·C!seg) [4].

Desde el punto de vista termico, el proceso de atomiza-
cion de un metal pure se desarrolla en tres etapas: a) en-
friamiento de la fase liquida desde la temperatura de colada
hasta que la superficie alcanza la temperatura de fusion del
metal; b) solidificacion hasta que la interfaz S-L llegue al
centro de la gota; c) enfriamiento de la fase solida hasta
temperatura ambiente. Es razonable suponer que, debido alas
pequeftas dimensiones de la particula. el mecanismo dominante
de transferencia de calor en la gota sea la conduccion termi-
ca. El par~metro que controla la transferencia de calor desde
la esfera met~lica hacia el fluid~ refrigerante es el numero
adimensional de Biot (Bi), que expresa la relacion entre la
conductancia t~rmica superficial y la conductancia t~rmica
del metal. Las dos situaciones limites son: enfriamiento
ideal (Bi» 1) y enfr iamiento newtoniano (Bi« 1) •

La mayor parte de los procesos de atomizaciofi pueden
estudiarse con modelos de transferencia calorica newtonianos.
Sin embargo, bajo las m~s favorables condiciones experimenta-
les, pueden alCan~ar5e valore5 del coeficiente de tranferen-
cia calorica convectivo h tan altos como 105 W!m2°K, los



cuales se transladan a nGmeros de Biot en el ran~0'10-2(Bi<1,
para metales y tamanos de parttcula ttpicos [51.

Para el problema de conducci6n (0 difusi6n) del calor
no-estacionario en esferas y sin cambio de fase ·e~iste una
soluciofi analttica exacta para tranferencia t~rmica superfi-
cial convectiva [6], y una soluci5n analttica aproximada para
transferencia t~rmica radiativa [7].

Para el problema de solidificaci6n a una fase fueron
propuestas: una soluci6n analttica asint6tica para enfria-
miento newtoniano [8] y soluciones analtticas aproximadas pa-
ra enfriamiento ideal [9] e intermedio [10].

Para el problema de solidificaci6n ados fases s6lo ha
side publicado, a nuestro conocimiento, una soluci6n numerica
para enfriamiento intermedio [11] basada en el metoda de las
entalptas [12].

Una t~cnica numerica alternativa es la de seguimiento de
la interfaz 0 "tracking method" utilizada con exito para
problemas tipo Stefan unidimensionales a una fase [13-16].

En el presente trabajo se presenta un modele num~rico,
basado en el m~todo de seguimiento de la interfaz, para la
predicci6n del campo termico T(r,t) en la fase s6lida y de la
posici6n de la interfaz s6lido-ltquido sIt), durante la soli-
dificaci6n de esferas met§licas sin sobrecalentamiento, y con
enfriamiento superficial convectivo (problema de frontera li-
bre 0 problema tipo Stefan a una fase [17]), con vistas a su
posterior generalizaci6n ados fases.

Se considera una esfera de un metal pure de radio ro'
inicialmente ltquida y a su temperatura de fusi6n Tf (sin
sobrecalentamiento) que solidifica por p~rdida de calor ra-
dial (convectivo) desde su superficie. La conductancia super-
ficial h 10 coeficiente de transferencia ca16rica), la tempe-
ratura del flutdo refrigerante (gas) T (Tg<Tf) Y las
propiedades ftsicas del metal se consiaeran const~~tes.
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Fig. 1: Esquema del perfil tel\mico en una esfera parcialmente

solidificaday sistema de coordenadas utilizado: a)
formulaci6n dimensional; b) formulaci6n adimensional
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Formulaci6n dimensional (fig. 1.a):

El problema planteado implica resolver la ecuaci6n dife-
rencial de conducci6n del calor no-estacionaria en la fase
s6lida y en cQo~denadas esf~ricas:
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k p L
ar dt

y la condici6n inicial:

s = ro

Las ecs. (1)-(5) pueden adimensionalizarse (ver secci6n
Simbolog!a).

El problema planteado consiste en hallar los funciones
U(RfFofSte,Bi) y S(fO,ste,a1).



El m~todo num~rico empleado en este trabajo para resolver
las ecs. (6)-(10) es el de seguimiento de .la interfaz (0
"tracking method") en diferencias finitas y con malla varia-
ble. El procedimiento consiste en la formulaci6n del problema
de Stefan como un problema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias de valores iniciales (ecs. (9)-(10» para el segui-
miento de la interfaz S-L acoplado con una ecuaci6n diferen-
cial a derivadas parciales de tipo parabolico para el proble-
ma de difusi6n (ec·s.(6)-(8». El dominio espacio-temporal es
una mailia variable (fig. 2), donde el paso espacial t.R es
fijo, mientras que que el paso temporal t.FOjes variable y
elegido en cada nivel temporal FOj de manera tal que la in-
terfaz S-L recorra exactamente un t.R.El problema de valores
iniciales se resuelve con un metodo predictor-corrector. En
el paso corrector la evaluaci6n de la funci6n U se efectua
iterativamente mediante una discretizaci6n implicita de la
ecuaci6n parab61ica (6). Detalles de la t~cnica pueden ha-
llarse en las refs. [13-16], aplicada a problemas de Stefan
unidimensionales. Aqui s610 nos limitaremos a desarrollar
aquellos aspectos particulares del problema encarado.
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Fig. 2: MalIa variable con paso espacial

fijo y paso temporal variable •

. De la discretizaci6n de la ecuaci6n diferencial (6), se-
gun un esquema implicito, resulta la ecuaci6n en diferencias:



Variando i a trav~s de los nodos de la malla se obtiene
un sistema de ecuaciones algebraicas para el c!lculo del vec-
tor d& temperaturas U en cada nivel temporal j+1.

Si en la" primera ecuaci6n (i=n-j) del sistema (11) se
incorpora la condici6n de borde (8):

(1+2pj)Un_j,j+1 - [1+1/(n-j)]PjUn_j+1,j+1

= H[l-l/Cn-j)]Pj

Si en la ultima ecuaci6n (i=n) del sistema (11) se in-
corpora la condici6n de borde (7), discretizada en forma cen-
trada:

El sistema de ecuaciones algebraicas (11), C14) Y (16) es
tridiagonal y se resuelve f!cilmente con el algoritmo de eli-
minaci6n de Gauss [18] para un dado valor de Pj. Este par!-
metro se determina haciendo uso de la ec. (9), discretizada
en forma lineal descentrada:



Para el c!lculo del primer intervalo temporal AFoo y
de Po se hace se combinan las ecs. (11), (13) Y (15), ha-
ciendo i=n y j=O obteni~ndose una ecuaci6n cuadr!tica en Po
cuya raiz positiva es:

2
+----+ I( +

2 Ste Bi n 4
+ ----

Ste2 Bi2 n2 Ste Bi

Los c!lculos fueron efectuados en una computadora IBM
370/158, emple!ndose lenguaje Fortran IV y precisi6n simple.

Eligiendo adecuadamente los par!metros de ponderaci6n a
y 6 se alcanza la precisi6n requerida en 2-3 iteraciones pa-
ra llR=O,01.

En la fig. 3 se presenta la distribuci6n espacial de
temperaturas U(R) para Ste=1, Bi=1 y distintas posiciones de
la interfaz S-L. Puede apreciarse que el gradiente t~rmico en
la interfaz S-L y, consecuentemente, la velocidad de la misma
tienden a infinito cuando el frente de solidificaci6n se
aproxima al centro de la esfera.

En la fig. 4 se muestra la cinetica de la interfaz Fo(S)
para enfriamiento ideal (Bi=103), diferentes Ste, y su con-
frontaci6n con la soluci6n analitica aproximada de Pedroso y
Domoto [9], particularmente buena para numeros de Stefan ba-
jos. N6tese que la velocidad tiende a infinite al comienzo y
al final de la solidificaci6n.

En la fig. 5 se grafica la cinetica de la interfaz Fo(S)
para enfriamiento newtoniano (Bi=10-2), diferentes Ste, y su
confrontaci6n con la soluci6n analitica asint6tica de Szekely
y Fisher [8].

Las figs. 6 y 7 son las distribuciones de temperaturas
cuando se completa la solidificaci6n de la esfera, para Ste=1
y distintos Bi, y para Bi=1 y distintos Ste, resp.

APLICACION DEL MODELO A LA OBTENCION DE
METALICAS OBTENIDAS POR ATOMIZACION CON GAS

El modelo numerico ha sido aplicado a la atomizaci6n de
Al, Cu, Fe y Ni, en arg6n, calcul!ndose tiempo total de soli-
dificaci6n en funci6n de la velocidad relativa particula-gas
para di!metros de particulas 2ro=100 ~m (fig. 8).

Los valores de la propiedades fisicas de los metales y
del gas atomizante fueron extraidas de la ref. [19].

Para la estimaci6n del rango de valores del coeficiente
h de interes pr!ctico se utiliz6 la relaci6n empirica [20]:

Nu = 0.622 Re1/2 pr1/3



Fig. 3: Perfil t~rmico para Ste=l, Bi=l
y diferentes posiciones de la
interfaz S=0,75; 0,5; 0,25 y O.

Fig. 4: Cin~tica de la interfaz para en-
friamiento ideal y diferentes Ste:
+++ soluci6n num~rica (Bi=103),
--- soluci6n anal!tica apro~ima-

da de Pedroso y Domoto 19].



1o
Cin~tica de la interfaz para en-
friam~ento newtoniano y diferen-
tes Ste:
+++ soluci6n num~rica (Bi=10-2),

soluci6n analitica asint6ti-
ca de Szekely y Fisher [8].

RFig. 6: Campo t6rmico al completar la so-
1~dificaci6n de la esfera (S-O)
para Ste=1 y dif~rentes Bi.



Fig. 7: Campo t~rmico al completar la so-
lidificaci6n de la esfera (8=0)
para Bi=1 y diferentes 8te.
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Fig. 8: Tiempos de soiidificaci6n total en funci6n de la
velocidad relativa particula-gas, para atomizaci6n
de diferentes metales en arg6n y dilmetros de par-
t!cula 2ro=100 ~m •



EI modelo num€rico result6 satisfactorio excepto para
n6meros de Biot bajos (Bi(10-2) donde el m€todo no converge.
Esta dificultad es debida a que, para estos valores, la velo-
cidad de la interfase tiende a cero al comienzo de la solidi-
ficaci6n y el intervalo temporal ~FOj se hace extremadamen-
te grande. Una manera de superarla es mediante el uso de una
malla variable con paso temporal fijo y paso espacial varia-
ble [15], si bien esta alternativa fallar~ cuando la veloci-
dad de la interfaz S-L tienda a infinito en el centro de la
esfera. De cualquier manera, para este rango de n6meros de
Biot las soluciones analrticas asint6ticas son aplicables.

Los resultados obtenidos en la aplicacion del modelo a
la atomizacion de metales deben considerarse preliminares de-
bido a que el sobrecalentamiento del lrquido es una variable
importante que no puede despreciarse. La resolucion del pro-
blema de Stefan ados fases se hace imperativo si se desea
una simulacion realista del proceso.

EI modele numerico propuesto para su aplicacion a la so-
lidificacion de partrculas esfericas de metales puros obteni-
das por atomizacion con gas resulta apropiado para regrmen de
enfriamiento intermedio, debiendo utilizarse las expresiones
analrticas asintoticas disponibles para regimen newtoniano.



a Difusividad ttirmica .del s6lido (m2/seg)
c Calor especifico del s6lido (J/KgOK)
cg Calor especifico del gas a presi6n constante (J/KgOK)
h Conductancia ttirmica superficial esfera-refrigerante

(J/m2°K seg)
k Conductividad ttirmica del s6lido (J/m segOK)
kg Conductividad ttirmica del gas (J/m segOK)
L Calor latente de solidificaci6n del metal (J/Kg)
r Coordenada radial (m)
s posici6n de la interfase s6lido-liquido (m)
t Tiempo (seg)
T Temperatura (OK)
Tf Temperatura de fusi6n del metal (OK)
Tg Temperatura del gas (OK)
v Velocidad de la interfase s6lido-liquido (m/seg)
V velocidad relativa esfera-gas (m/seg)
P Densidad del s6lido (K~/m3)
Pg Densidad del gas (Kg/m )
\l Viscosidad del gas (Kg/'" seg)

Pe
Pr
R
Re
S
Ste
U

a
~

Numero de Biot (=hro/k)
Numero de Fourier (=at/ro2)
Numero de Nusselt (=hro/kg)
Parametro que surge de la discretizaci6n
parab6lica (6) (=l.Fo/(l.R)2)
Numero de Pticlet (=vro/a)
Numero de Prandtl (=cg\l/kg)
Coordenada radial (=rlro)
Numero de Reynolds (=vrOPg/\l)
posici6n de la intefase (=s/ro)
Numero de Stefan (=C(Tf-Tq)/L)
Temperatura (=(T-Tg)/(Tf-Tg»
ParametrQ de ponderaci6n en la ec. (19)
Parametro de ponderaci6n en la ec. (20)
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