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Se presenta la formulaci6n y estudios numericos para
un elemento de placas planas que incluye la influencia del
corte transversal, inicialmente propuesto por otros autores.
El elemento estudiado emplea distintos 6rdenes de interpola
ci6n para desplazamientos (funciones cuadraticas) y rotacio
nes (funciones lineales), y s6l0 requiere de continuidad C~
Los resultados numericos obtenidos son satisfactorios en
placas de espesor moderado, pero las caracteristicas de con
vergencia no son tan buenas en placas muy delgadas.

The formulation and numerical studies for a plate
element including transverse shear, initially proposed by
other authors, are presented. The element studied uses dif
ferent orders of interpolation for displacements (quadratic
functions) and rotations (linear functions), and only re-
quires Co continuity. The numerical results obtained are
satisfactory for moderately thick plates, but the conver-gence characteristics are not so good in very thin plates.



La solucion aproximada de placas planas en flexion fue
una de las primeras aplicaciones del metodo de elementos fi
nitos; sin embargo, la literatura en este tema es tan vasta
que demuestra las dificultades encontradas por investigado-
res y usuarios con 105 elementos desarrollados. Si se em-
plea la teoria de Kirchhoff de placas delgadas conjuntamen-
te con elementos de tipo de desplazamientos, es necesario
preservar continuidad C1 entre elementos, Y la importan-
cia de satisfacer conformidad radica en que se puede as! a-
segurar convergencia de la solucion. Una resefia reciente
sobre elementos para flexion de placas [1] muestra un cata-
logo de 88 elementos; de 105 cuales ninguno en particular ha
emergido como el "mejor" elemento. En muchos casas es difi
cil establecer comparaciones debido a que 105 elementos hail
sido sometidos 5610 a algunas pruebas (en general, conver-
gencia y en pocos casos, Patch test), 0 porque no fueron
formulados para 105 mismos prop6sitos.

El objetivo fundamental que impuls6 el presente traba-
jo fue el de encontrar un elemento que fuese adecuado tanto
para problemas de laminas planas delgadas como de espesor
intermedio, de modo que placas con espesores delgadosen al-
gunas zonas, e intermedios en otras, pudieran ser estudia-
dos con el mismo elemento. Se ha dado atenci6n a elementos
triangulares, por su habilidad de aproximar contornos irre-
gulares sin necesidad de transformar la geometrla; y de ti-
po de desplazamiento, de modo de poder acoplarse facilmen-
te con elementos de otro tipo (vigas, cascaras, etc.) que
en su mayoria son de desplazamiento. Una revisi6n de ele-
mentos que puedan satisfacer esas condiciones ha side reali
zada por 105 autores [2]; si se trabaja con la teorla de -
Reissner de placas de espesor intermedio, 105 desplazamien-
tos y rotaciones se toman independientemente y 5610 es nece
sario preservar continuidad Co entre elementos, con la -
ventaja que pueden emplearse las mismas funciones de inter-
polaci6n que en elasticidad plana. Esta idea fue propuesta
por Utku [3] en 1971, y varios elementos fueron presentados
sobre esa linea de trabajo [4-9].

En el presente trabajo se efectua una evaluaci6n nume-
rica del elemento propuesto por Feij60 y Tarocco [7] que-
usa funciones de interpolaci6n cuadratica para desplaza-
mientos y lineales para rotaciones. Una versi6n isoparame-
trica de este elemento fue independientemente desarrollada
por Krajnc [8]. La presente evaluaci6n se basa en tres cri
terios: convergencia, Patch test y distorsionabilidad de -
105 elementos.

La teoTia de p1acas inc1uyendo 1a deformaci6n transver
sal por corte, bajo las hip6tesis de pequefios desplazamien7
tos, ha side formulada por Reissner, y resumida en varias
publicaciones en el contexte de elementos finitos (ver por
ej. Ref. [4] y [6]. En esta teorla las deformaciones de la
superficie media de la p'laca se define en funci6n de la ro-



taci6n de la normal, I3l , y el desplazamiento transversal,
u3: que se suponen en forma independiente. Las deformacio-
iles ELj y curvaturas X Lj de la superficie media pueden e~
presar5e como: '

Xij -+(~+g~l L,j=1,Z (2)

mientras que las deformaciones de corte transversales,ct3
(que se suponen constantes en el espesor), est~n dadas por:

e 1 (au:! 1
L3 = Y ail +13l

Para un material is6tropo con m6dulo de elasticidad E
y m6dulo de Poisson v , la energia de deformaci6n 11 de u-
na placa de espesor h , puede escribirse como sigue:

U Ub+Us (4)

donde la energia de deformaci6n de flexi6n, lib' y la ener
gia de deformaci6n de corte, Us , estan definidas por:

_ E h K SS'[ (~ r..l 2 aU3 2 ]Us - 4(1+11) oX1 +/'-'1) + (ax2. +(32) dX10Xz

EI factor de correcci6n, K , se toma igual a 5/6 en
la teor!a de Reissner, y las integrales se extienden sobre'
el area de la placa.

EI termino del potencial de cargas, rL , es una fun-
ci6n de la carga transversal distribuida ~5 ' Y de fuerzas
~ y momentos tl'lt ; a 10 largo del borde de la placa S :

fl = -JJll3U3 dx1dx2. -SCP3U3+mtt'3l) ds (7)

La energia potencial ~ de la placa se obtiene en la
forma usual

Las ecuaciones de equilibrio se obtienen a partir de
la condici6n de estacionario de r(



en 1a parte del contorno donde 10s desp1azamientos son cono
cidos.

Las tensiones se ca1cu1an en funcion de 1as deformacio
nes a partir de 1as ecuaciones constitutivas

10s esfuerzos resu1 tantes (moment os Mij , y fuerzas Ni3 )
pueden obtenerse por integracion de 1as tensiones en 1a for
ma

hl2.

Mlj = J U'tj x3 d x:3 (12)
-hfz

h/z
Ni3 = J (fl3 dX3 (13)

-hlz

En 1a Fig. 1 se muestra 1a configuracion nodal del e1e
mento imp1ementado. Las incognitas noda1es son:
a) e1 desp1azamiento transversal U3 en 10s vertices y en
10s nudos a mitad de 1ado; b) 1as rotaciones de 1a normal

Bl en nudos de vertice. E1 e1emento resu1ta as! con 12
grados de 1ibertad

Fig. 1 Nudos, incognitas y coordenadas de
~rea para e1 e1emento

Para sim91ificar la formaci6n se han empleado coordena
das de ~rea, de modo que 1a posicion de un punto dentro de-
un elemento puede ser descripta como:



en donde
ces, y

son 1as funciones de interpo1aci6n lineales, escritas en
terminos del ~rea total del tri~ngu10, A , y del ~rea no-
dal, A~ que se muestra en 1a Fig. 1.

Las rotaciones de 1a normal BL se interpo1an 1inea1men
te en funci6n de rotaciones noda1es (3~ como

Los desp1azamientos transversa1es uase aproximan por
funciones cuadr~ticas

1.
U3 :;: N~. U3

en donde:
(2 L1 1)L1
(2 L2 - 1)L2
(2 L3 - 1)L3

Puede observarse que u3 se aproxima por funciones cu~
dr~ticas mientras que 8l por funciones lineales, de modo
que en e1 limite, a medida que e1 espesor tiende acero, 1as
rotaciones pueden converger a 1a condici6n de Kirchhoff

Las integraciones necesarias para eva1uar 1a matriz de
rigidez y e1 vector de cargas se han rea1izado en forma ana
11tica, derivandose expresiones exp11citas para los coefi--
cientes de 1a matriz de rigidez y e1 vector de cargas con-
sistentes [9].

Se ha llevado a cabo una extensa evaluaci6n del elemen
to discutido en las secciones previas. Se presentan a con-
tinuaci6n algunos resultados sobre la convergcncia y la ca-
pacidad de modelar placas delgadas y de espesor moderado.
Cuando es posible los resultados se comparan con aque1los
obtenidos usando otros elementos formu1ados previamente por
otros autores.

Para estudiar la convergencia de la soluci6n mediante
el presente elemento, se ha analizado una placa cuadrada
simp1emente apoyada con carga uniformemente distribufda y
con carga concentrada.



Debido a la simetria del problema, s6lo se modela un
cuarto de placa. En la Fig. 2 se muestran las caracteristi
cas de la placa y las dos orientaciones distintas de mallas
utilizadas en el analisis.

X2
A B

I ma.lla. A

Q Xi C D
C D A B

ma.lla B

,. Q ,1
C

Fig. 2 Ejemplo usado para convergencia. N=2
Se consideran distintas finezas de mallas asi como dis

tintas esbelteces (relaci6n h/a) para las dos orientaciones
posibles. En las fig. 3 Y 4 se han graficado los resulta-
dos (deflecci6n del punto central). El elemento converge
"desde abajo" (con desplazamientos inferiores a los exactos)
y 10 hace mas rapidamente para placas de espesor moderado
que para placas delgadas. Para completar el tema de conver
gencia se ha graficado en las Fig. 5 Y 6 los resultados ob7
tenidos para la malla B y N = 8, en funci6n de la rela-
ci6n h/a.

Satisfacci6n de las condiciones de equilibrio
Se ha considerado una placa rectangular con condicio-

nes de borde y carga que producen un estado te6rico de mo-
mentos flectores constantes en toda la placa ([10], Fig. 7).
Con el nudo 5 ubicado en el centro de la misma se obtie-
nen los val ores correct os de moment os (M11"" M2Z = M12 ='\), pa-
ra toda la placa. En la Tabla I se presentan los resulta-
dos de los momentos flectores obtenidos en los centro ides
de los elementos con el nudo 5 ubicado en x 1 = +a

x2. = 4- b
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condo de borde U3 = 0 en nudos 1, 2, 4.
Fig. 7 Ejemplo de Patch test

Elemento 1 Elemento 2 Elemento 3 Elemento 4

~1 0,996 0,986 1,016 1,027
M2Z 0,996 0,965 0,965 1,038
M1Z 1,011 1,002 1,002 0,991

Tabla I Val ores de M11, Mu., M12 en los centroic.es de los
elementos del ejenplo de "Patch Test" de la Fig. 7.

Distorsi6n de los elementos
El ensayo critico para un elemento cuadratico 0 dos e-

lementos triangulares es usualmente el caso de una placa b~
jo momentos torsores con un extremo empotrado. El momento
torsor puede obtenerse usando cargas de sentido contrario
(Fig. 8) 0 momentos torsores en las esquinas libres (Fig. 9~
La placa se discretiza con dos elementos, habiendo dos 0-
rientaciones porsibles (A y B). Se grafican los valores
de la deflecci6n en un nudo libre en funci6n de L para
las dos orientaciones de malla posible y para los dos esta-
dos de carga. Se han comparado los resultados con los mos-
trados en [10] obtenidos usando 16 elementos rectangulares
compatibles de 16 grados de libertad bas ado en la teoria
clasica de placas delgadas. Los resultados obtenidos son a
decuados para relaciones de forma menores que 2 (L < 2).
El efecto de la orientaci6n de la malla se elimina si los
resultados (U3 vs. L) se grafican para cuatro triangulos
superpuestos, pero eso no es suficiente para aproximarse a
valores correctos de desplazamiento cuando L es grande.

La b6squeda de un elemento triangular que permita mode
lar tanto placas elasticas delgadas como de espesor interme
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dio llev6 al estudio del triangulo de 6 nudos y 12 grades
de 1ibertad, que 5610 requiere de continuidad Co entre e-
lementos. Los estudios numericos llevados a cabo tienden a
evaluar fundamenta1mente tres aspectos:
a) Caracterfsticas de convergencia de la soluci6n: para pIa

cas de espesor intermedio e1 elemento presenta convergen
cia satisfactoria, siendo esta mas rapida para cargas -
distribufdas que para concentradas (Fig. 3 Y 4). Se ob-
serv6 ademas que el ritmo de convergencia disminuye con
e1 espesor de 1a p1aca. En placas intermedias se ha com
parado con resultados de Reissner exactos, pero con hipo
tesis ligeramente'diferentes, resultando desplazamientos
del elemento algo mayores a 105 exactos. En placas del-
gadas el elemento produce desplazamientos algo inferio-
res a 105 de la teorfa de Kirchhoff.

b) Satisfacci6n de las condiciones de equilibrio: para un
tfpico problema de Patch Test (Fig. 7) el elemento satis
face equilibrio con errores inferiores al 5%. -

c) Distorsi6n del elemento: si 1as dimensiones relativas en
tre lados del elemento son muy diferentes, 105 resulta--
dos se empobrecen apreciablemente (Fig. 8 Y 9) llegando
inclusive a cambiar el signo de desplazamientos con res-
pecto a 105 exactos.

En base a 105 estudios numericos presentados, se con-
cluye que el use del elemento presente debe ser realizado
con algunas precauciones: en primer lugar, la relaci6n en-
tre lado mayor y menor no debe ser superior a 2; y en se-
gundo lugar, la relaci6n entre lado y espesor de la placa
debe ser inferior a 40.

Se hace notar que 105 elementos de tipo desplazamiento
basados en la teorfa de Reissner presentan 105 problemas
aquf mencionados, 10 que limita su aplicabilidad en progra-
mas para prop6sitos generales.
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APENDICE
Matriz de rigidez de un elemento
Las integra1es necesarias para eva1uar 1a matriz de ri

gidez del elemento, K , pueden rea1izarse en forma anal!tT
ca de modo de disponer de 105 coeficiente en forma exp1ici7
ta llamando

b 2. 3
1 - xz. - x2

bz= ~ - x~
b3= xi - x~

e1 area del elemento es A= (cZb1- Q1b2)/Z Ordenando las in-
c6gnitas nodales de la siguiente forma:

T [" 2 :3 1 2 3 1 2. II 4 ~ 6J~ = 61,191 , 131 ,192 ,192,132. , U3 • U3 'U3 ,U3.U3 • U3

Realizadas las integra1es, 1a matriz K resulta si-
metrica y 105 coeficientes no nulos de la parte superior es
tan listados a continuaci6n, donde:



K1,1 =f:3(~b1+CX; Q1U1)+'t·A/G

K1,2 =13 (b1 b2.TC(. Q1 <12. l+ t to. I~2.

k'1,5=13 (v b1Gz.+0:. 0., bz)

K1,6=(3 (v ~U3 +0:. 0.1b3)

K1,7 =-K1,10 - ()' b1/6

K1,11= -K1,12 = lS'(b3 -b2. ) 16

K 2,2 = (3 ( bz bz +ct 02. U2. )+ "t A 16

k'Z,3 = f3 ( bz b3 +0: 0.2°3) +- t A 112

K2,4 =(3 (v b20.1"'~ 0.2.b1)

k'z,S=-K2,11 = l5' ~./6

KZ,1o=-Kz.1Z= 't (b3-b1) /0

K3.5 = f3 ( v ~ 0.2+ ex: 0.3 b2.)

K3,6=13 (',I b3o.3+oc U,3b3 )

K3,g= -K3,1Z = t b3 /6

K4t\ = 13 .(0., a... +ct b1b1) +- It A /6

K4.5= 13 (0., 0.2. TO: 0, bz )+ ll' A/12

K4,7 =-KA•10 = '0 Q1 IrQ

KA,11 =-K4,1Z = t (0.3-°2)/0

K7,7 ="t 3 (b, b1+0.10.1) /12 A

K7.8 =- t (b1 bz +0,0.2.) 112 A

Kr,11 = Kg,11 = 15"(b1 b3 +0.,0.3) /3 A

K7•12= 1<8,12: = () (b1 bz+°1°2 ) /3A

K10•1O=~1.11 = K,z .12. =
2 2

= 02. (D:,-b3bz tQ1-0z0.3) /3A

1<,0,11= lS' 2 (b, b2.+0,Clz.) /3A



Si sobre un elemento se tiene una caTga transversa~
cistribulca ae£inicia ?O~:

donde qi es la presi6n en cada nudo y las Ni son las (18),
el vector de ~argas ccnsistente resulta (s610 hay cOLtribu-
ciones a 10s grados de libertad U3)'

PI 6 -1 -1 -4 0 0 ql
P2 6 -1 0 -4 0 q2
P3 A 6 0 0 -4 q3
P4 ISO 32 16 16 q4Simet.
Ps 32 16 qs
P6 32 q6

Af'h
~

o
o
o

-1
-1

-lJ

Se supcne una variaci6n parab61ica de las cargas en el
borde de un elemento (3 nudos), nuevamente s610 hay contri-
buci6n sobre 105 grados de libcrtad U3. La cxpresi6n expll
cita obtenida reali:ando la integraci6n en forma consisten7.
te es:

[:~] [ 2 -:]
11 P3

L 8 p6=n 3
Simet. p23

donde L es la 10ngitud del borde (ver Fig. 10 )

- Momentos coordenados mi
En este caso tambien se supone una variaci6n parab61i-

ca de 10s momentos en el borde (3 nudos), 1a contribuci6n



resulta ahara s61a sabre 10s grados de libertad BL que
existen unicamente en 10s vertices de 10s triangulos, de e-
sa forma resulta:

nudo 1 ------.. [~

nudoZ ~ ~
[

m~
mb

1

m~


