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RESUMEN

Se presenta la formulacién y estudios numéricos para
un elemento de placas planas que incluye la influencia del
corte transversal, inicialmente propuesto por otros autores.
El elemento estudiado emplea distintos 6rdenes de interpola
cién para desplazamientos (funciones cuadriticas) y rotacio
nes (funciones lineales), y s6lo requiere de continuidad C°,
Los resultados numéricos obtenidos son satisfactorios en
placas de espesor moderado, pero las caracteristicas de con
vergencia no son tan buenas en placas muy delgadas. -

ABSTRACT

The formulation and numerical studies for a plate
element including transverse shear, initially proposed by
other authors, are presented. The element studied uses dif
ferent orders of interpolation for displacements (quadratic
functions) and rotations (linear functions), and only re-
quires C° continuity. The numerical results obtained are
satisfactory for moderately thick plates, but the conver-
gence characteristics are not so good in very thin plates.
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INTRODUCCION

La solucién aproximada de placas planas en flexidn fue
una de las primeras aplicaciones del método de elementos fi
nitos; sin embargo, la literatura en este tema es tan vasta
que demuestra las dificultades encontradas por investigado-
res y usuarios con los elementos desarrollados. Si se em-
plea la teoria de Kirchhoff de placas delgadas conjuntamen-
te con elementos de tipo de desplazamientos, es necesario
preservar continuidad C' entre elementos, y la importan-
cia de satisfacer conformidad radica en que se puede asi a-
segurar convergencia de la sclucidén. Una resefia reciente
sobre elementos para flexidn de placas [1] muestra un cati-
logo de 88 elementos; de los cuales ninguno en particular ha

emergido como el '"mejor" elemento. En muchos casos es difi
cil establecer comparaciones debido a que los elementos han
sido sometidos sélo a algunas pruebas (en general, conver-
gencia y en pocos casos, Patch test), o porque no fueron
formulados para los mismos propbsitos.

El objetivo fundamental que impulsd el presente traba-
jo fue el de encontrar un elemento que fuese adecuado tanto
para problemas de l4minas planas delgadas como de espesor
intermedio, de modo que placas con espesores delgadosen al-
gunas zonas, € intermedios en otras, pudieran ser estudia-
dos con el mismo elemento. Se ha dado atencién a elementos
triangulares, por su habilidad de aproximar contornos irre-
gulares sin necesidad de transformar la geometria; y de ti-
po de desplazamiento, de modo de poder acoplarse ficilmen-
te con elementos de otro tipo (vigas, clscaras, etc.) que
en su mayoria son de desplazamiento. Una revisidn de ele-
mentos que puedan satisfacer esas condiciones ha sido reali
zada por los autores [2]; si se trabaja con la teoria de —
Reissner de placas de espesor intermedio, los desplazamien-
tos y rotaciones se toman independientemente y s6lo es nece
sario preservar continuidad C° entre elementos, con la
ventaja que pueden emplearse las mismas funciones de inter-
polacibén que en elasticidad plana. Esta idea fue propuesta
por Utku [3] en 1971, y varios elementos fueron presentados
sobre esa linea de trabajo [4-9].

En el presente trabajo se efectfia una evaluacibén numé-
rica del elemento propuesto por Feijbéo y Tarocco [7] que -
usa funciones de interpolacidn cuadritica para desplaza-
mientos y lineales para rotaciones. Una versibn isoparamé-
trica de este elemento fue independientemente desarrollada
por Krajnc {8]. La presente evaluacién se basa en tres cri
terios: convergencia, Patch test y distorsionabilidad de
los elementos.

TEORIA DE PLACAS CON CORTE TRANSVERSAL

La teoria de placas incluyendo 1a deformacién transver
sal por corte, bajo las hipétesis de pequefios desplazamien<
tos, ha sido formulada por Reissner, y resumida en varias
publicaciones en el contexto de elementos finitos (ver por
ej. Ref. [4] y [6]. En esta teoria las deformaciones de la
superficie media de la placa se define en funcién de la ro-
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tacién de la normal, B; , y el desplazamiento transversal,
vz. que se suponen en forma independiente. Las deformacio-
nes E{; Yy curvaturas 3<Lj de la superficie media pueden ex
presarse como: .

Elj = XS'XIj (1)
Xy = (3%~ 2% Lj=1.2 (2)

mientras que las deformaciones de corte transversales, €3
(que se suponen constantes en el espesor), estén dadas por:

& =7 (B +A) (3)

. Para un material isétropo con médulo de elasticidad E
y médulo de Poisson Vv , la energia de deformacién U de u-
na placa de espesor h , puede escribirse como sigue:

U = ub+u$ (4)

donde la energia de deformacién de flexién, U, , y la enex
gia de deformacién de corte, Us , estén definidas por:

\ .
__EHh j 23, 2, 2Bz 2B, 282
Uy = 220-v%) J- [( ) (37(2) vav DXy *

aX1 o X2
+ 330 (38 + 832 Jox dxe (5)

JEhK [P, 5 02, (2 2
Usg -WJJ[(GM +34) + (E)Xz +Bz) ]dx1dx2 (6)
El factor de correccién, K , se toma igual a 5/6 en
la teoria de Reissner, y las integrales se extienden sobre’
el 4rea de la placa.
El término del potencial de cargas, £2 , es una fun-

cién de la carga transversal distribuida qg , y de fuerzas
P, Y momentos m; ; a 1o largo del borde de la placa S

0 = _.J’qu‘% dx, dx, _j(p3u3+m-l(3[) ds (7)

La energia potencial 7t de la placa se obtiene en la
forma usual

T="U+ QO (8)

Las ecuaciones de equilibrio se obtienen a partir de
la condicién de estacionario de TU

51T =0 (9

con las condiciones geométricas de borde expresadas como:




Ua = Uz , By =By (10)

en la parte del contorno donde los desplazamientos son cono
cidos. ‘

Las tensiones se calculan en funcién de las deformacio
nes a partir de las ecuaciones constitutivas

G =752 (Eq +VEz) 0‘22=%2(€22+v8ﬂ)

._E _ _E __E
Gz51av €12 ' O3= 939 &3 023 =T+ Eo3 (11)

los esfuerzos resultantes (momentos My, y fuerzas Niz )

pueden obtenerse por integracién de las’tensiones en la for
ma

h/2

Ml.j :J G‘-J xz dxsz (12)
g
h/z

N, =J 05 dxs (13)
hp

ELEMENTO TRIANGULAR DE DOCE GRADOS DE LIBERTAD

En la Fig. 1 se muestra la configuracidén nodal del ele
mento implementado. Las incdgnitas nodales son:

a) el desplazamiento transversal usz en los vértices y en
los nudos a mitad de lado; b) las rotaciones de la normal

B{ en nudos de vértice. El elemento resulta asf{ con 12
grados de libertad

«Uz , 3, , By

U3

4

Fig. 1 Nudos, incégnitas y coordenadas de
4rea para el elemento

Para simplificar la formacién se han empleado coordena
das de &rea, de modo que la posicién de un punto dentro de
un elemento puede ser descripta como: :

Xi_ = LK'XT t=1,2 i Ko-1,3 (14)
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en donde x{ son las coordenadas de los nudos k de vérti-
ces, y

A
L, = (15)

son las funciones de interpolacién lineales, escritas en
términos del 4rea total del tridngulo, A , y del 4rea no-
dal, Ay que se muestra en la Fig. 1.

Las rotaciones de la normal BLsebénterpolan linealmen
te en funcibén de rotaciones nodales A como

B, = L. B¢ (16)

Los desplazamientos transversales Uy se aproximan por
funciones cuadriticas

Uz = Nx,ug (17)
en donde: .
N1 = (2 Ly - 1)Lq Ng = 4L Ly
N2 = (2 L2 - 1)Lz N5 = 4L1 L3 (18)
Nz = (2 L3z - 1)Lz Ng = 4L1L>

Puede observarse que Uy Se aproxima por funciones cua
driticas mientras que /3, por funciones lineales, de modo
que en el limite, a medida que el espesor tiende a cero, las
rotaciones pueden converger a la condicién de Kirchhoff

- _2Ys
B = - 2% (19)

Las integraciones necesarias para evaluar la matriz de
rigidez y el vector de cargas se han realizado en forma ana
litica, derivindose expresiones explicitas para los coefi-
cientes de la matriz de rigidez y el vector de cargas con-
sistentes [9].

ANALISIS NUMERICO DEL ELEMENTO

Se ha llevado a cabo una extensa evaluacién del elemen
to discutido en las secciones previas. Se presentan a con-
tinuacién algunos resultados sobre la convergencia y la ca-
pacidad de modelar placas delgadas y de espesor moderado,
Cuando es posible los resultados se comparan con aquellos
obtenidos usando otros elementos formulados previamente por
otros autores.

Convergencia

Para estudiar la convergencia de la solucién mediante
el presente elemento, se ha analizado una placa cuadrada
simplemente apoyada con carga uniformemente distribufda y
con carga concentrada.
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Debido a la simetrfa del problema, sélo se modela un
cuarto de placa. En la Fig. 2 se muestran las caracterfisti
cas de la placa y las dos orientaciones distintas de mallas
utilizadas en el anlisis.

aX2 A B
A B
*
malla A
Q X1 C D
C D A B
malla B
i
e a >
C D

Fig. 2 Ejemplo usado para convergencia. N=2

Se consideran distintas finezas de mallas asi como dis
tintas esbelteces (relacién h/a) para las dos orientaciones
posibles. En las fig. 3 y 4 se han graficado los resulta-
dos (defleccién del punto central). El elemento converge
"desde abajo" (con desplazamientos inferiores a los exactos)
y lo hace mis rédpidamente para placas de espesor moderado
que para placas delgadas. Para completar el tema de conver
gencia se ha graficado en las Fig. 5 y 6 los resultados ob-
tenidos para la malla B y N = 8, en funcién de la rela-
cién h/a.

Satisfaccién de las condiciones de equilibrio

Se ha considerado una placa rectangular con condicio-
nes de borde y carga que producen un estado tedrico de mo-
mentos flectores constantes en toda la placa ([10], Fig. 7).
Con el nudo 5 wubicado en el centro de la misma se obtie-
nen los valores correctos de momentos (Myy=Mzg =My, =1), pa-
ra toda la placa. En la Tabla I se presentan los resulta-
dos de los momentos flectores obtenidos en los centroides
de los elementos con el nudo 5 ubicado en X4 =-%-a

=3
Xz =3 b

»




1.2

1.0,

carga concentrada

A
) Usmax -0 D 3
9 B = P o 1 9.. o = Usmax-E R
Q , 3 ¢ .
.3 - " .6+
' K> Exacto O’If
Q0 - SCcor 40,02
//P~ a Reissner 0’05\
B /' [}
/ - — = L TSI TS T oo T o
e 7 Teoria de placas delgadas -4+ /.—-——-'-—""""__.
; ! - -0,0 5 4
Il— / /./ e
k /e -. ! ",—’_"1
/ /.. - B-0,025 A I e /‘,, 0,
1.1 ./.- //" —’6’0/— .2 , // e
[< » AT i/~
/ e P/ /
[/ / ;
/ // 0 / / /
r o A
// ' 1 / / A,B :orientacidn de lamalla
! /
/ / | 7 0,1;0,025; 0,01 :relacién h/a
0.94 /[y 8 / /
// / ‘/ 3
é / ¢/
// //
0.84 W 649 4
= N2 de grados de libertad 2 N2 de grados de libertad
g ra
¥ 1 J L] ) L a— T T T T
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Fig. 3 Placa cuadrada simpl. apoyada con Fig. 4 Placa cuadrada simpl. apoyada con

carga distribuida



- 41.-

A

_ogd
6.0 4 U3mn"—EJ%r——

[%,]
o
N

a h
5 s % r,"b Teoria de
) —2—

Coef. ot x 102
o+
(73]
[l

Reissne

-
(Teoria Clisica de oRef.[4]
Placas Delgadas «Presente Elemen
4.0 4 to
T T T T N
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Relacidn de espesor h/a
Fig. 5 Influencia del corte transversal en la deflec-

cién mixima de placas cuadradas simplemente apo
yadas bajo carga uniforme

Coef. @ .10%
2.25] 2 *h
: »
. Y
2.007 V4
1.75]
Ref. [4
1.50] ¢ (4]
sPresente Ele-
mento
1.25.]
-:'-='-- ————————— —_——— e ————
1.00 (Teoria Clésica de
B Placas Delgadas
1 T T T T
0.0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Relacibén de espesor h/a
Fig. 6 Influencia del corte transversal en la deflec-

cién méxima de placas cuadradas simplemente apo
yadas bajo carga concentrada




e

- 42 -

2a ]

cond, de borde Uz = 0 en nudos 1, 2, 4.

Fig. 7 Ejemplo de Patch test

Elemento 1 Elemento 2 Elemento 3 Elemento 4

M 0,996 0,986 1,016 1,027
My, 0,996 0,965 0,965 1,038
Mg 1,011 1,002 1,002 0,991

Tabla I Valores de My, , Mgz, My, en los centroicdes de los
elementos del ejemplo de '"Patch Test" de la Fig. 7.

Distorsién de los elementos

El ensayo critico para un elemento cuadritico o dos e-
lementos triangulares es usualmente el caso de una placa ba
jo momentos torsores con un extremo empotrado. E1 momento
torsor puede obtenerse usando cargas de sentido contrario
(Fig. 8) o momentos torsores en las esquinas libres (Fig. 9).
La placa se discretiza con dos elementos, habiendo dos o-
rientaciones porsibles (A y B). Se grafican los valores
de la defleccién en un nudo libre en funcién de L para
las dos orientaciones de malla posible y para los dos esta-
dos de carga. Se han comparado los resultados con los mos-
trados en [10] obtenidos usando 16 elementos rectangulares
compatibles de 16 grados de libertad basado en la teoria
cldsica de placas delgadas. Los resultados obtenidos son a
decuados para relaciones de forma menores que 2 (L < 2). —
El efecto de la orientacifén de la malla se elimina si los
resultados (U3 vs. L) se grafican para cuatro tridngulos
superpuestos, pero eso no es suficiente para aproximarse a
valores correctos de desplazamiento cuando L es grande.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

La blisqueda de un elemento triangular que permita mode
lar tanto placas elisticas delgadas como de espesor interme
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dio 1llevé al estudio del tridngulo de 6 nudos y 12 grados
de libertad, que sb6lo requiere de continuidad C° entre e-
lementos. Los estudios numéricos llevados a cabo tienden a
evaluar fundamentalmente tres aspectos:

a) Caracter{sticas de convergencia de la solucién: para pla
cas de espesor intermedio el elemento presenta convergen
cia satisfactoria, siendo ésta més ripida para cargas
distribufidas que para concentradas (Fig. 3 y 4). Se ob-
servé ademis que el ritmo de convergencia disminuye con
el espesor de la placa. En placas intermedias se ha com
parado con resultados de Reissner exactos, pero con hipé
tesis ligeramente diferentes, resultando desplazamientos
del elemento algo mayores a los exactos. En placas del-
gadas el elemento produce desplazamientos algo inferio-
res a los de la teoria de Kirchhoff.

b) Satisfaccibén de las condiciones de equilibrio: para un
tipico problema de Patch Test (Fig. 7) el elemento satis
face equilibrio con errores inferiores al 5%.

c) Distorsibén del elemento: si las dimensiones relativas en
tre lados del elemento son muy diferentes, los resulta-_
dos se empobrecen apreciablemente (Fig. 8 y 9) llegando
inclusive a cambiar el signo de desplazamientos con res-
pecto a los exactos. :

En base a los estudios numéricos presentados, se con-
cluye que el uso del elemento presente debe ser realizado
con algunas precauciones: en primer lugar, la relacién en-
tre lado mayor y menor no debe ser superior a 2; Yy en se-
gundo lugar, 1la relacibén entre lado y espesor de la placa
debe ser inferior a 40.

Se hace notar que los elementos de tipo desplazamiento
basados en la teoria de Reissner presentan los problemas
aqui mencionados, lo que limita su aplicabilidad en progra-
mas para propdsitos generales.
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APENDICE

Matriz de rigidez de un elemento

Las integrales necesarias para evaluar la matriz de ri
gidez del elemento, K , pueden realizarse en forma analfiti

ca de modo de disponer de los coeficiente en forma explici=
ta llamando

3 2 2 3
Q= Xy —Xq By = Xz — Xz
L1 3 4
Qz= X4 — X) ba= 3 - X
2 1 1 2
QAx= x.‘ - X4 b3= Xz — Xz

el 4rea del elemento es A= (a,b,-q,bp)/2 . Ordenando las in-
cbgnitas nodales de la siguiente forma:

T A 2 23 g 2 3 1 2 3 a4 95 &
Y =[B'| LBy Py By B3, 38, , U3 Uy ,Us U3, Us , Us ]
Realizadas las integrales, la matriz K resulta si-
métrica y los coeficientes no nulos de la parte superior es
t4n listados a continuacién, donde:

a=(1-v)/2
3 --E B
= A8 AG-VE)




.5 Ehn
§ =3 aFvy

Kia =B (b byt ajqq) +¥.A/6
K2 =P (bybaror ayctp V46 A /42
Ky,3 =P (bybz tc qyaz 1+ A /12
Kia =BV ba 4+ aqoq)
Kig=R (Vg +a q4b,)
Ky,6=B ¥ byaz +a a4 bz)

Ky7 =-Kao= B 0y /6
Hig=-Kiqz = 8 (b3-by ) /&
K2 =Bl b, +xa,a, )+ B8 A/6
Kz,3=PR(bzbz+a azaz) +§ A/12
Kog=P(Ibyaq+a a; by)
Ko.s=B (YD, Qp et Gz by
K2,6=B(Vbzaz +a a, ba)
Kog=-K21n=10 b, /0
K2a0=—K2 12= ¥ (bz-b,) /&
K33=B3(baby+aaza}+B A/G
Kazs=R(Vbza,+a azby)
Kzs=B(Vbza,+ L Qzb,)
Hze= (V¥ bzas+a azbs )
Kag=-Ha2= 8 by /6
Kaso=-Hay = 8 (op-by) /@

Kas =B (qyaq+a byby) +TA /6

K45=P (a0 +@ by by )+ 8 A/12
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K6 =f:’>‘(c4qz, +a bybg )+ FA M2
Kag =-Kspo= T a4 /0
Kim =-Kagz = B (ay-a,) /0
Ksg = B (aza,+a byby) +8 A/
Kee = Blazas+& byby)+ T A/M2
Koo =B (Qza3rx% bxbz)+ A /B
Koo =-Kesz=¥axs/6
Keto=-Kea1 =¥ (az-a,) /6
Kr7 = ¥ 3 (byoy+QsQq) /12 A
Kyg == (bybp +ayay 1 /12 A
Ky =—% (o bz +a.as)/12 A
Kra =Kg 11 = BT (bybz+q4a3) /3A
K742 = Kgpz = 8 (b +aqa, ) /13A
Keg =¥ 3{b,b, +aa,) /12 A
Kag=-8 (bybs+0,Q5) /12 A
Kaio=Ko o= 12 (bzbo+aza,)/BA
Kiogo= K =Kiz 12 = _

=% 2 (B-bxb, +& ~0,a5) /3A
Kiom= -2 (byby +a4a, ) /3A
Kioaz= ¥ 2(bybz+a4a3) /3A
Kyg= ¥ 2(0,bs +azaz)/3A
Keg =Ko =0 az/6

Ksio=—Ks12= 8 (Ax-a4) /6




- 47 -

Vector de cargas de un eiemento
Cargas transversales distribuidas sobrz un elemento

Si sobre un eilemento se tiene una carga transversal
distribuicda cdefinida por:

q = Njqj i=1.6

donde qi es la presién en cada nudo y las Ni son las (18),

el vector de
ciones a los

cargas ccensistente
grados de libertad

resulta (s6lo hay contribu-
Uz).

[P1] 6 -1 -1 -4 0 0] qﬂ
P2 6 -1 0 -4 0 a,
P3| _ A 6 0 0 -4 as
P 180 2 16 16

4 Simet. 5216 1 4
Ps 32 16 ag
P6_ { 32 ] qu
para el caso de fuerza misica q = P h se tendré

r 0_

0

0

_Afh

[P} = =% | 4

-1

L-1_

Cargas transversales sobre bordes

- Fuerzas transversales P3

Se supone una variacibén parabblica de las cargas en el
borde de un elemento (3 nudos), nuevamente sblo hay contri-
bucibn sobre los grados de libertad Usz. La expresién expli
cita obtenida realizando la integracién en forma consisten-
te es:

donde L

- Momentcs coordenados

1
Fy 2 1 -3 P3

_ L 6
Fe| =13 8 1| |P3
F, Simet. 2 P%

es la longitud del borde (ver Fig.

Ry

10 )

En este caso también se supone una variacién parabdli-
ca de los momentos en el borde (3 nudos), la contribucibn
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resulta ahora sbélo sobre los grados de libertad f3; que
existen Gnicamente en los vértices de los triédngulos, de e-
sa forma resulta:

. mi mj

A
nude1 — | M Mp] L[t 2 0 mg  m§
nudo2 —— |MF M3 3o 2 1 m? m3

FIS 10




