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RESUMO

Considerando-se relagcoes constitutivas nao linearese a hipotese de
extensibilidade, determinam-se as configuragGes planas de equilibrio pos.
-flambagem de um anel circular delgado submetido a pressao externa, O mo
delo matematico € obtido a partir do principio de Hamilton, e descreve o
anel como uma curva regular plana: as configuragées e os esforgos inter-
nos sao fungdes de um Unico parimetro espacial. Obtém-se um sistema nao
linear de sete equacgées diferenciais ordinarias, acoplado a condigdes de
periodicidade, que é resolvido pelo método do Tiro Simples. Os resulta-
dos sao comparados com aqueles obtidos considerando-se equagdes constitu
tivas lineares. -

ABSTRACT

Considering non linear constitutive relations and the extensibility
hypothesis, the plane post-buckling configurations of a thin circular ring
subjected to external pressure are determined. The mathematical model is
obtained from the Hamilton's principle and describes the ring as a plane
regular curve: the configurations and the internal forces are functions
of only one spacial parameter. A non linear system of seven differential
equations, coupled to periodicity conditions, is obtained, and is solved
by the methcd of the Simple Shooting. The results are compared with those
obtained by considering linear constitutive equations,
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INTRODUCKO

O surgimento de novos materiais possibilitou o projeto de estruturas
mais leves e, consequentemente, mais esbeltas. Nestas condicoes, em mul
tos casos, o fator decisivo no projeto € a deformacao da estrutura, e, em
particular, o comportamento pos-flambagem.

Uma maneira de se estudar o comportamento mecanico de estruturas em
que uma das dimensdes predomina sobre as demais é a de se considera-las
como curvas seccionalmente regulares no espaco. Neste caso, as funcoes
que caracterxzan a confxguracao da estrutura passam a ser descritas em
termos de um unico parametro espacial e mais um parametro temporal.

] modelo matematico apresentado neste trabalho é obtido a partir de
um principio variacional e de uma forma adotada para a densidade de acao
potencial, permitindo a analise do comportamento estatico de estruturas
elasticas que possam ser consideradas como curvas planas, regulares.

Classicamente sao adotadas, como hipoteses constitutivas, relagoes
lineares entre o esforco normal e a elongacio e entre o momento fletor e
a variacao da curvatura. Entretanto, Tadeakhsh [ 1] mostra que,nas con
dicoes do movimento plano de estruturas elongavexsnaoe p0551velse asso
ciar forma alguma para a densidade de agdo potencial da qual as relagoes
constitutivas lineares possam ser derivadas. Este fato sugere que umpro
cedimento melhor consiste no estabelecimento de uma forma para a densida
de de acd3o potencial e entao derivar as relacoes constitutivas.

O desenvolvimento do presente modelo leva a um sistema ndo linear de
sete equacoes diferenciais ordinarias a sete incognitas. Os problemas as
sociados podem entdo ser resolvidos pelo método do tiro simples. Em par
ticular, apresentam-se os resultados correspondentes ao problema do anel
circular delgado submetido a pressao externa, considerando-se as relacdes
constitutivas niao lineares. Estes valores sido comparados com aqueles as
sociados a utilizacgao de relagoes constitutivas lineares class1cas, ver1
ficando-se diferencas sensiveis nas conflguracoes de equ111br1o pos- flam
bagem, assim como nos pontos de bifurcacao associados as mesmas.

0 MODELO MATEMATICO

Seja uma estrutura unidimensional descrita como uma curva regular
plana parametrizada pelo comprimento de arco S em uma configuragdo de re
ferencia e pelo comprimento de arco s em cada instante t distinto daque=
le associado a configuragdo de referéncia. No decorrer de um movimento,
considere todas as variaveis do problema parametrizadas pela dupla(s,t).
Seja o mapeamento s =s(S,t) um difeomorfismo entre s e S para cada ins-
tante t considerado, de tal modo que as derivadas ds/dS e dS/ds existam
em todos os pontos da curva e para todo t. Cada ponto da curva pode ser
localizado pelas coordinadas X,(5), i=1,2 na configuracao de referencia
e pelas coordenadas x, (s,t) na conflguracao do instante t. O éngulo en-
tre a tangente X .(S)“e o eixo X, é denotado por @#(S), enquanto o angulo
entre a tangente’X .8 e o eixo x, € dado por 8(s,t), conforme ilustraaFi
gura 1.

As equacoes do movxmento e as relacgoes constitutivas podem ser obt1
das a part1r do principio de Hamilton [1,2,3], descrito pela expressao:

f L(x X o g% oo ,8)ds dt + fs f f+dx ds dt +
ot .8 ,88

+ ft (F+ 6x+R°<Sx )] dt - f V-Gx] ds + (K°6x)] =0 (§))
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onde L é a densidade de agao, fungio da velocidade x ¢, do spxn X tgr ©
dos gradientes de deformagao x 5.¢ % gg° As grandezas F, R repte
sentam, respectwamente, as densxdade de forca e de momento nos contor-
nos, a inércia linear, nos instantes inicial e final, e a inércia angu-
lar, nos contornos e nos instantes inicial e final. O carregamento dis-
tribuido, em cada instante t, ¢ dado por f.

Contiguragio de Configuragao no
referéncia instante t

Figura 1. Parametrizacao da curva

Assumindo-se as regularidades necessarias para x. e 8x,, o desenvol
vimento de (1) fornece: t -

s {f [F,s+ f-(P- A,s),t]. §x ds dt + {? [F-F) « 6x +

[
- s 5 - T 3 ,t
+ ®RB)Sx 1] de - /° (P-P)+sx] ds + (A-K)+6x]° 15.0 (2
onde:
alL oL a3l
F. = - + + | —— (3)
9x IX. 3x
i,s i,ss /,s i, ts /,t
R aL )
. Ix
,SS
ol al
Pi = - (5)
9x ax.
i,t i,ts /g
aL
A, = = ——— (6)
1 9X.
,ts

Assim, as condicdes necessarias e 3uficientes para que (2) seja sa-
tisfeita sao dadas por:

F, o+ £, = (Pi-Ai,S) . t € [0,t], s € [0,5] ¢))

Y

F.=F., ; R, =R, s € [0,5] (8)

P, = . t € [0,t] 9)
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A = Ii t € {0,t}, s € {0,s} (10)

Assume-se que a densidade de acao L seja invariante sob a acao de ro
tacoes rigidas. Isto e expresso por:
A ol

9L al
SL = ax’t A x’t + ax’ts A x,ts + Bx's x's + ax’ss A X 58 = o (11)

A expressao (11) pode ser reescrita utilizando-se as definigoes(3),
(4), (5) e (6), obtendo-se:

(RAx’s)’sc'FAx’s = (P—A,S)/\x’t—(Fl\x’ﬁ)’t (12)
As equacoes (7) e (12) representam os balancos de esforgcos lineares
e angulares na estrutura.

Sejam definidos os esforcos solicitantes: densidade de forga normal
n, densidade de forca constante q e densidade de momento fletor m, atra-
ves das expressoes:

n=X s F. 3 a=egy Fj LI 3 omo=e. Rj X.s (13)

Com base nas definigdes (13), as equacoes (7) e (12) podem ser rees
critas, para o caso estatico, como:

n’s-kq+ fn = 0 (14)
+kn+f =0 {15
q’s q )
m’s +q=0 (16)

onde k = e.. Xj sg Xi s * da/ds é a curvatura na configuragao deformada.
As expressoés hk? e {15) sio as equacoes de gquilibrio de esforgos 1li-

neares nas diregoes tangencial e transversal a curva, enquanto a expres-
sao (16) representa a equacao de equilibrio de momentos.

£ conveniente se parametrizar as equagdes (14), (15) e (16) segundo
o comprimento de arco S. Definindo os esforcos solicitantes: forg¢a nor-
mal N=nA, forca cortante Q=gA e o momento fletor M=mA, onde A é 2 a-

rea da secao transversal, e possivel se reescrever as equacdes de equili
brio na forma:

N,S(S) -qQ(s) O’S(S) +fN(S) S,S =0 (17)
Q’S(S)+ N(S) G’S(S)+ fQ(s) sg = 0 18)
M,S(S) +Q(s) sg = 0 (19)

RELACOES CONSTITUTIVAS

E possivel demonstrar [1] que, sob condigoes apropriadas, a densida
de de acao L pode ser reescrita na forma:

L=Kv,6 .8 -E© W(e,) (20)

’
1
onde v = (xi,t Xj ) h & o médulo da velocidade X a8 g = (s’S)'2 ey
x3 ts X§ é a taxa de rotacao da tangente,,e = S g = e a elongagao,
E{Q) é o’médulo de Young do material e T =1 f+(s)(3 S_G S) é a variacao
’ s
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adimensional da curvatura. 1 representa o momento de inércia de area da
se¢do transversal no ponto S.

Considerando-se a densidade de acao potencial na forma da expressao
(20) e as definigcGes (13), as relagGes (3) e (4) reduzem-se a:

]

n=E e %8 (21)
Y, oW

ma=ET] ﬁ ‘,S (22)

£ facil verificar, a partir das expressdes (21) e (22), que nao é
possivel se definir forma alguma para a densidade de acdo potencial W tal
que se obtenham relacdes lineares m =0 T e na=Be, ae f constante,
simultaneamente.

Seja adotada uma forma particular simples para {:

= 1 19'2
W = T (ez + T Tz) (23)
Nestas condigoes, as expressées (21) e (22) tomam a forma particu-
lar:
1 N 55
s’s=T[1¢(1+éa) ] (24)
M
6 = + 0 25
»S EIs g S (25)
H
com a restrigcao de que:
EA
N2 - == 26
4 (26)

Para efeito de comparacao, as relacbes constitutivas lineares clas-
sicas [4,5,6] sdo apresentadas abaixo:

N
$g = 1+ ” 27
M
e,s :Ei-a’s (28)
onde vale a restrigio:
N 2 -EA (29)

A configuragdo de equilibrio é descrita pelas coordenadas x.(S), re
lacionadas com s e O através das expressoes: :

xls=sscos6 (30)

X, g % 8 g sen 8 (31)

As exprgss&es a7, (183, (19), (24), (25), (30) e (31) constituem
um sistema ndo linear de sete equagdes diferenciais ordinarias, a sete in
cognitas, -
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O PROBLEMA DO ANEL CIRCULAR

Considere-se um anel circular delgado submetido a pressao externa.
A configuracao nao- carregadaé caracterizada pela fungcdo curvatura:

K(S) = -R7?
onde R é o raio do anel nio deformado.

] equlllbtlo é descrito pelo sistema ndo linear de equagoes diferen
ciais ordinarias apresentado no item anterior e mais as condigdes ad1c1o
nais:

M(0) - M(2"R) = O
N(O) - N(27R) = O

Q(0) - Q(2mR) = O

s(0) = 0 (32)
8(0) - 8(2mR) =271 = O
%1(0) - x;(27R) = O
x,(0) - x,(27R) =0

Uma técnica utilizada na resolugao do problema de condicdes adicio-
nais genericas consiste em transforma-lo em problemas devalores iniciais,
para os quais existem procedimentos numéricos classicos, como o método de
Runge-Kutta, para resolvé-los. Este procedimento constitui o método do
Tiro Simples [7): se um dado problema € descrito por:
y'=£(x,y), x€{a,b}
y: [a,b] € R —> R" (33)
F(y(a), y(b)) =« 0,

€ possivel transforma-lo em problemas do tipo:
Y' = f(xby); x€ [a,b]
y: {a,b] C R —> R" (34)
y(a) = t, t €R"

tais que F(t,y(b,t)) = 0. O problema original é reduzido, através desta

técnica, a pesquisa de zeros de F(t,y(b,t)). No caso, fixando-se os va-
lores:

9(0) = T
xl(O) « 0 (35)
x,(0) = 0

as unicas condxcoes iniciais que devem ser pesquisadas de modo a saC1sfa
zer as expressoes (32) sao M(0), N(0) e Q(0), associadas, por exemplo, as
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condigdes:
F,(M(0) , N(O) , Q(0))= 6(2mR) -7 = O
F,(M(0) , N(0) , Q(0))= x3(2TR) =0 (36)
F,(M(0) , N(0) , Q(0))= x,(2TR) =0
RESULTADOS

A pesquisa de zeros das equagoes (36) foi efetuada utilizando-se o
método de Newton, enquanto os problemas de valores iniciais foram inte-
grados pele método de Runge-Kutta de quarta ordem, particionando-seo in
tervalo [0,27R} em 300 partes iguais. O problema foi analisado adotanié
-se o raio de giracdo i=vT1/A =0,1 e fazendo-se variar o carregamento

v

pR?/(EI1) dentro do intervalo {-21,5, 0]. -

Foram determinadas duas configuracées pés-flambagem distintas, sen-
do os resultados ilustrados nas Figuras 2 e 3. Uma comparagao com o ca-
so em que se adotam equacOes constitutivas lineares (27) e (28) também é
efetuada. Verifica-se que os pontos de bifurcacao sofrem influencia da
nao linearidade das relacoes constitutivas, conforme ilustra a Tabela I.

Tabela I. Carregamentos de bifurcacao pR*/(EI)

Equagdo Constitutiva Equagao Comstitutiva

Bifurcacao Linear Nao Linear
1-2 -3,2 -3,1
1-3 -9,5 -8,7

A Tabela Il indica uma diferenca de 22,6% na menor distancia d do a-
nel ao centro, entre os casos com equacées constitutivas lineares e nao
lineares, para a configuracao 3 com carga pR*/(EI) = -11. As diferencas
entre os valores maximos dos esforcos solicitantes sao igualmente signi-
ficativas.

Tabela II1. Resultados correspondentes a Figura 2

Eq. Const. Eq. Const. Desv. Rel.
Linear Nao Linear a Hip. Nao Lin.
Config. 2 (%)
d/R 0,5582 0,4922 0,134
IIMR / (EIM 1,1551 1,2908 -0,105
IINR2 / (ELM 4,3578 4,4534 -0,021
#QR2 /(EI)Il 2,2444 2,5032 -0,103
Config. 3 (**%)
d/R 0,5907 0,4820 0,226
kMR / (EIN 2,1487 2,5154 -0,146
INR2 / (EL )W 11,4960 11,5195 -0,002
HQR2 / (ET)II 6,5670 7,6019 -0,136

* pR*/(EI) = -3,5 *% pR3/(EI) = =11
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Configuragio 2
pR3
El

= =35

-
S o e e e e 4--—---—?

)

eq. const. lineares
eq. const. nao lineares

Figura 2. Configuracdes de equilibrio pés-flambagem
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CONCLUSOES

Foram obtidas equacées constitutivas nao lineares para estruturas e
lasticas unidimensionais, a partir do principio de Hamilton e de uma for
ma particular para a densidade de aca3o potencial. Verificou-se que, uma
vez assumido este principio variacional, nao se pode obter relacGes cons
titutivas lineares que expressem o comportamento mecanico da estrutura e
lastica como uma variedade unidimensional. A partir do modelo matemati-
co obtido, foram determinadas duas configuracoes de equilibrio pos-flam—
bagem para um anel circular delgado submetido a pressao externa. Os re-
sultados mostram que a simplificacdo pela adocdo de equacoes constituti-
vas lineares gera alteracoes significativas sobre as configuracoes de
equilibrio calculadas. Assim, é importante que as hipoteses constituti-
vas sejam levantadas sobre a densidade de acao potencial, e nao direta-
mente sobre as relacdes constitutivas.
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