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Un -odel0 de parimetros distribuidos para una columna de destila-
C10n COD dos fases liquidas se formula, a partir del cual una tecnica
de reduccion es propuesta. Otra tecnica basada en aproximacion polino-
aial directa es tambien dada para la obtencion de un modelo reducido en
este tipo de sistemas de proceso. Importantes aspectos de los modelos
reducidos se muestran a traves de desarrollos analiticos y analisis nu-
..erico.

A distributed parameter model for a two liquid phases distillation
column is formulated, from it a reduced order technics is given. Ano-
ther technics based on direct polynomial approximation is proposed to
get a reduced model for this kind of process systems. Important aspects
of reduced models are shown through analytical developments and numeri-
cal analysis.



Durante la sintesis y diseno de procesos de destilacian d•• ist~
mas que. por sus caracteristicas no-ideahBs. pueden presentar una se-
gunda fase liquida es indispensable conocer bajo que condiciones un
sistema trifasico aparece. No obstante. una escasa literatura ba side
dedicada a la simulacian de torres de destilaci6n con dos fases 11qYi-
das. mas aUnt la mayor parte de los trabajos previos ban side dedica-
dos a simulaciones de estado estacionario. Un modele riguroso de simu-
laci6n de columna con dos fases liquidas ba side present ado por Block
y Hegner [1].

En aquel trabajo un esquema iterativo que utiliza la tecnica de
Newton-Rapbson para resolver las formas linealizadas de los balances
de componentes de una manera analoga a la conocida tecnica de Napbtali-
Saldholm [2]. es propuesto. Metodos alternativos que siguen la misma
metodologia. se proponen en [3]y [4]. La principal desventaja que pre-
sentan estas metodologias. como se ba notado en [5]. es que toman la
eficiencia como 100%. y precisamente una de las causales de la apari-
cion de una segunda fase liquida es la disminuci6n de la eficiencia.

Un nuevo metodo que permite incluir informaci6n sobre la eficien-
cia ha side propuesto en [5]. El metodo utiliza dos lazos de iteracian.
uno externo y otro interne que utilizan modelos con distinta rigurosi-
dad.

En este trabajo se presenta una forma de simulaci6n dinimica y es-
tacionaria de sistemas con dos fases liquidas usando esquemas reducidos.
Partiendo del modelo dinimico riguroso del sistema un modele de parime
tro distribuido es formulado. y a partir de este un esquema de reduc/-
cion se propone basado en interpolacion polinomial. El mismo esquema re
ducido se obtiene a traves de un metoda de reduccion por aproximacian -
polinomial direct a ya propuesto en la parte I.

Vamos a desarrollar aqui las ecuaciones que rigurosamente (plato-
a-plato) describen el comportamiento de una columna con dos fases liqu!
das, sin alimentaciones (ni extracciones) de Corrientes misicas 0 ene~
geticas. En la presentacion que sigue, supondremos que:

i) Las dos fases liquidas, cuando coexistan, estaran en equilibrio
y perfectamente mezcladas.

ii)Las dos fases liquidas y el vapor que abandon a un platocualqui~
ra, estin a la misma temperatura.

iii) Existe una relacion definida (no necesariamente de equilibrio)
entre las compos~c~ones de la6 dos fases liquidas y del vapor que aban-
donan cada plato.

El modelo dinamico para este sistema con dos fases liquidas se ob-
tiene escribiendo las balances de masa y energia de estado no estaciona
rio, alrededor del j-esimo plato. junto alas relaciones de equilibrio-



e hidriulica. Las variables
1.

vj-l, Y i,j-l Lj_I, Xi,j_I

asociadas al plato j se muestran en la fig.
Yo Yi 0 x. L

1,0, 0

L'

L. ,x .. L'
j J ~,J

11 balance de componente alrededor de la ~tapa j-esirna es:
j

d <M
J
. x. . + H'. x' ..) - L. I x. . I+L I. I x I. . I +dt ~,J J ~J J- ~,J- J- ~.J-

Donde N es el nGmero de etapas y C el de componentes. El balance de ma
teria total es:

d (H. + H' .) - L. I + L'. I + V. - L. + L' - V'. Idt J J J- J- J J J J-

Y el balance de energia:

d (Hj h. + H~ h~) .• (L. I h. I + L~ I h~ I + V. H.dt J J J J- J- J- J- J J

- L. h. - L~ h~ - Vj_I Hj_IJ J J J

donde:
C C

H. - E y .. H .. h. E x .. h ..
J i-I ~J ~J J i=I ~J ~J

C
h~ .. E x' .. h' "

J i-I ~J ~J

H. +M~" f (L., L~)
J J J J

- las relaciones liquido-vapor:



Yi,j-1 - Y(xij, Tj)

Yi,j-1 - y(xi,j' Tj)
- relaciiSn para el "punto de burbuja":

(2.6.a)

(2.6.b)

C
L Y (xij' T~) = 1

i=1 J

C L
L Y (x~., T.) = 1

i=1 1.J J

vy .. 1 = E.. k .. x ..1.,J- 1.J 1.J 1.J

- equilibrio llquido-llquido:

E~. k:. x~.1.J 1.J 1.J

Yij xij = Yij X'ij
donde y .. Y y!. son los coeficientes de actividad.1.J 1.J

Introducimos un nuevo conjunto de variables:

M. = M. + M~ (2.1O.a)
J J J

E. L. + L~ (2.10.b)
J J J

xij= (Lj xij +L' Xij) / [ (2.10.c)

X .. = (M
J
. x .. + M~ x!.) / M (2.10.d)1.J 1.J J 1.J

h .. - (L. j .. +L! h ...) / E (2.10.e)1.J J 1.,] J 1.,J

h. . - (M. h 0 • + M. h'0 0) / M (2. 10. f)1.,J J 1.,J J 1.,J

de (2.10.c) is (2.10.d) puede definirse un parametro ~ que describe el -
nGmero de fases en el interior de la columna:

-Xi,j = IJj xij + (l1i)
o s 'fl. S 1

J

Si ~o - 0 is~o - 1 solo una fase llquida estara presente.
J J

d (MJohiJo) -
dt

,Eo h. 1 - V 0 1 HJ·o_1) -(*)
J-1 J- J-
\



M
j
- om (Lj)

- relaci6n liquido-vapor (vease Apendice I):

'I' C T~ )Yi,j-l = Xi,j' J.

- relaci6n para el punta de burbuja:
C _ L
E Yi,j-l (xij,TJ.) = 0

i=l
Model0 de parametro distribuido

Siguiendo el procedimiento dado en [8} vamos a generar un conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales que model an la columna condos fa
~es liquidas como un sistema distribuido. Asumimos que las variables -
'i., y., i, V, M:y 'Ison funciones continuas de la variable adimensionalZ: Us!ndo esta suposici6n podemos escribir:

_ aXiXi,j_l - Xij - az- /:iZ (2.17)

donde /:iZ es el espaciado entre platos. Por conveniencia vamos a tamar
/:iZ - I/N. Los ecuaciones diferenciales parciales Y algebraicas que de,!.

criben el sistema son:

aM aat - az (V - L)

- - a - -.L (M h) - 3Z (W - L h)at .
MI:iZ-M (L)

3y. of)y. - 1:iZat- - y (xi'1

C TL) _E y (xi' I
i-I

(2.21)

(2.22)

M - M/ /:iZ (2.24)

puede considerarse como el holdup de liquido por unidad de longitud. Las
condiciones de contorno par. 1•• ocuacione. an:erio~e. Ie obtienen con-
siderando laa condiciones en e1 tope y la base de la columna de la fig.2.



Las ecuaciones (2.18) Y (2.20) pueden simplificarse usando (2.19) para
dar:

Cl iiat Cl - - - Cl -ClZ ( VB - L h) - h az (V - L)

n+2
xi (Z,t) =k~1 Lk (Z) xik(t)

Si ahora las funciones x., Yi, etc. son expandidas en terminos de los
polinomios de Lagrange: 1

Sustituyendo:
dx ..

M~
j dt

n+2 n+2
~=1 Ajk (Vk Yik - Lk xik) - xij ~=1 Ajk(Vk - Lk)

d(M.) n+2---..L. = L: Ajk (Vk - Lk)
dt k=1

dh. n+2 n+2M. -.l. = Ajk (Vk Hk - L hi - h. L: Ajk (Vk - Lk)
J dt L: k J k=1k=1

M. t;z = n (Lj)
J

j 2, ..., n+2

Ajk = Lk (Zj - 6.Z) - Lk (Zj)

la representacion se completa con:
n+2 L

Yij - 6.Z ~=1 Ajk Yik = y(xi,j , Tj)
j = 1,..., n+1

v· C
TL)..

L: y(xi' 1 , 0 s Z s
i=1

las condiciones de contorno son:

Xu = xio' Yi.n+2 ·YiN

L1 .L Vn+2 ·VN0

T1
L TL V. Tn+2 ·TN0



Como se muestra en el apandice II el balance de energia dado por (2.31)
puede redueirse a una expresian algebraica.

El paso intermedio de la formulacion del sistema de ecuaciones di-
ferenciales parciale. (2.17) - (2.23) tiene gran importancia analitica
y conceptual. pera con fines practicos puede ser omitido si asumimos
simplemente (Parte I) que i .•y .• L. V. etc. son variables continuas s
10 largo de la columna y si1con1esta aproximacion suponemos que (2.11)
(2.16) se cumplen solo en n puntos Z. arbitrariamente elegidos en el in
terior de la columna. Si elegiaos n<~ N se obtiene el modelo reducido:-

n+2
1: Ajk (L - V)

k-1
~-dt

n+2 -Yij -1jI [t; ~ (ZJ'+ flZ) xik• T . + lIZ)
k-1 ZJ

j - 1.2 •.••• n+l

C
1: y (xi (Z). T (Z» - 1 • 0 s; Z s; 1
i-1



Consideiemos una columna con dos fases 11quidas de la fig. 3 don-
de una corriente totalmente liquida es alimentada en el plato f y una
corriente liquida se extrae en el plato w. En la fig. 4 se aprecia la
discontinuidad introducida en el perfil de L debido al ingre~o de la co
rriente de composiciOn global Z. Esta discontinuidad result a una seve'"::
ra dificultad en la metodologia de aproximaciOn polinomial, por tanto
la redefinicion de variables [11], sera usada tambien en este.caso para
remediar el problema.

Las ecuaciones para el modele riguroso que describen la columna son:

dM.--l. = (E. 1 - v. 1) - (Lj - V.) , j f fowdt J- J- J

<1M.
--l. = (Ej_1 - V. 1) - (Lj - V. - ~) , j fdt J- J

<M. i ..) = (L. 1 i .. 1 - V. 1 y .. 1) - (E
J
. x1'

J
o - V

J
. Y1°J') (3.4)J 1J J- 1,J- J- 1J-

j '" fo w

(Ej_1 Xi,j_l

- (Lj xij

-dd
t

(M0 h 0) •• (L. 1 h. 1 - V. 1 H. 1) - (L. h. - V. H
J
.)

J J J- J- J- J- J J J

j '" f 0 w (3.6)

%t <Mj hj) = (Ej_1 hj_1 - Vj_1 Hj_1) - (Ej hj - Vj Hj - F Ef) (3.7)

j = f

• (L. h. - V. H. + w E~) (3.7)
J J J J w

mol de alimentaciOn y E
C w

E ••E - -
w i-I hiw xiw

La forma de tratar el ingreso 0 extraccion de corrientes masicas 0 e-
nergeticas (siguiendo a Cho et.al [8 l consiste en definir una varia-
ble. que es continua a 10 largo de la columna. As! por ejemplo·si defini

\ -



1Il0Sf;COIllO:

,-{ t. - Vj para j • 1.2 ••••• f - 1J
i:. - V. - F para j • f ••••• \01-1 (3.9)
J J

f:. - V. - F + W para j • w, ..• , N
J J

las ecuaciones 3.1. 3.2 y 3.3 podrian escribirse como:

dM.
~. r rdt "j-1 - "j

y utilizando la aproximacion polinOlllial para E;.(que es una variable
continua) :

d}1.---L
dt

n+2
• I:

k-1

Si llamamos 1 hasta n1 a todos los puntos de colocacion por encima de
la alimentacion. n1+1 a n2 a aquellos que se encuentran por encima de
la extraccion y por debajo de la alimentacion. y sean n2+1 los puntos
de colocacion por debajo de la extraccion. la ecuacion 3.11 se escri-
be COlllO:

dM. n+l
-l. = I:
dt k-1

n+2
I:

k=n2+1
Ajk a:k - Vk - F + w)

j=2 ••..• n+2

en forma similar los balances de componentes y energia se escriben:
dX.. n1

Mj d~J =k:1 Ajk [Lk xik - Vk Yik - xij a:k - Vk)] +

n+2
- x. . (Lk -Vk-F)]+I: Aj k[Lk xik - VkYik-FZi1.,J k=n2+1
+ w x. + x. (Lk - Vk - F + w)] (3.13)1.W 1..j

dh. n+l
M. -L. I:

J dt \t-1



El sistema bajo estudio sera el compuesto por etanol-
agua-buta~l, las condiciones para el ejemplo se dan en la tabla I.
La simulacion de estado estacionario por metodo riguroso para este ti
po de sistemas ha sido reportado en [5], donde ademas se detallan las
propiedades fisico-quimicas utilizadas.

N°de etapas
N~ de Componentes
presion de operacion
Fracciones molares de
etanol 0.22
agua 0.75
butanol 0.03
Caudal de alimentacion:
Caudal de reflujo
relacion de reflujo
Entalpia de la alimentacion
Caudal de extraccion en la base

12 (incluye condensador y rehervi
3 dorT

1,013 bars
la alimentacion liquida:

50 mol/hr
87 mol/hr
3 60.357073 x 10 Joule/hr
36 moles/hr

En la fig. 5 se muestran los perfiles rigurosos y reducidos . El
modelo reducido ha sido obtenido usando 3 puntos de colocacion y a •

8 = 1 para los polinomios de Jacobi.

...,

...•
I>:

perfil aprox.
perf il riguroso

1 • etanol
2 • agua
3 • butanol



Estudi08 de optimalidad para este tipo de sistemas con dos fases
liquidas estin aun bajo estudio y seran reportados en futuras public~
ciones. Los estudioB dinamicos han sido realizados con C.S.M.P., en
la fig. 6 se comparan los perfiles aproximado y riguroso del compor-
tamiento de la composicion promedio de la fase liquida del fonda de la
columna cuando una entrada en escalon se produce en el caudal de ali-
mentaciOn. La tabla II contiene informacion sobre 105 tiempos de C.P.
U. para este ejemplo. que dejan ver la considerable disminucion que se
produce por uso de los modelos reducidos •

...•
o
; 0.01••Gl.

I~

respuesta rigurosa
respuesta aproximada

fig. 6

Tabla II. Comparacion de tiempos de CPU para ejemplo

Kodelo de Simulaci5n +

perturbacion de entrada f riguroso
1. cambio en el caudal

de liquido 2 mol/~in
2. tiempo de CPU para

alcanzar el estado estacionario 34 sec.

A pesar de la gran importancia practica que 105 procesos de separa
ciOn con dos fases liquidas poseen solo una escasa literatura referida
a la simulacion de tales sistemas, existe. En aplicaciones tales s1n-
tesis. diseno y control de este tipo de sistemas, donde multiples simu
laciones son requeridas, la metodologia propuesta se ha mostrado partI
cularmente util [8].

Mejoras en el esquema de colocacion y las funciones de interpola-
cion podrlan elevar la performance de la metodologia, aunque desarro-
llos analiticos deberian mostrar las limitaciones impuestas por 1a re-
duccion de informacion. Asi, el trabajo pretende ser una introduccion
a la aplicacion de metodologias reducidas en simulacion de procesos de
separacion con dos fases liquidas.
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La ecuacion de balance de energia en el punto de colocacion Z es-
ta dada por (2.31):

dh. n+2 n+2M. -..l- = L Ajk (Vk ~- Lk hk) - h. L Ajk (Vk-Lk) (II. 1)
J dt k-l J k=1

pero hj hj (Tj• xj1' xj2 , ...• xjc) y por tanto aplicando la regIa d~
la cadena:

dh. Clb.-.J. _......l..
dt ClT

dT. C a h. dx ..--l- + r ----L --!J..
dt i-I ClXij dt



donde C ea el nGmero de componentes.
de burbuja. ec.{2.8) yec.{I.2):

d C _ _
O-Cit{I: K •. x .. )i-l 1.J 1.J

C dR.. di ..- -!l - --!.tL]
- I: [x .. dt + KiJ· dti-l 1.J

C _ ~ 5-+ R ..o - I: [ Xi,j ClT dt 1.,J
i-l

di ..
~]dt

E~ . K ..1..J 1.,]
1\. + (i-q.) ~

J J
Yi,j

d . d dT. d ( 4)espeJan 0 ~ e II. :
dt

dT.--.J. =
dt

C
I: R ..

i*l 1.,]---C
I: Xi,j

i=l

dx ..--2:.L.L.
dt

aR ..-2:.Ll.
a T

y reemplazando en (11.2):
C di.

dh. ail. I: R. -2:.z.i....
Clil.i=l 1.,j dt C di(. (lI.7)

~* -~ + I: ---1. ---2.I.i
dt ClT c aK. i=l aJi.. dt

I: x.
-2l.i 1.,j

i=l 1..j ClT

A partir de (2.29):
di.. n+2M -2:.Ll. = I:
dt k=1

n+2
- Xi,j ~=l Ajk (Vk - Lk)

y combinando (ILl), (IL7) Y (II.B):
n+2 C
I: Ajk (I: a .. yik+Hk-Bj) V =
k=1 i=1 1.J k

n+2 C
= I: Ajk (I: aij xik+ ilk - Bj) L1k=1 i-I

donde a .. y B. estin dadas por:
1.J J

Clil.!ClT
a .. - J ~- K .•1.,] C oK. . 1..J

E x .. -2J
i-I 1.,J a T

ail.-~ax ..
1,)



x .. + h.
1.J J


