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RESUMEN

Como parte de una serie de estudios tendientes a eatablecer la
confiabilidad de simulaciones numéricas de fenbmenos fluidodinimicos
violentos, se investiga la interaccibén, en simetria plana, de una on-
da de choque y la superficie de separacibn (interfase) entre dos tlui
dos, constitutiva o termodinamicamente diferentes, La simulacibn de
dicha interaccibn muestra una etapa transitoria espuria, durante la
cual los perfiles numéricos de las magnitudes tisicas difieren fuerte
mente de los tebricos. Se encuentran relaciones gque permiten estimar
la duracidn de dicha etapa, y se formula un criterio para obtener, a
su término, perfiles con minimas distorsiones respecto de los predi-
chos por la teorfia.

ABSTRACT

This work is a part of a research program devoted to establish
the reliability of the numerical simulations of strong fluid-dynamics
phenomena. We study the interaction (in plane symmetry) of a shock
wave with the interface between two fluids, which differ in their
constitutive and thermodynamic‘ properties, The simulation of this in
teraction shows a spurious transitory stage, characterized by a strong
separation of the numerical profiles of the physical variables from
the theoretical ones. Relations to estimate the last of this stage are
given, and a criterion is proposed to attain minimum distorted profiles
with respect to those obtained from theory.
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}. INTRODUCCION

El tratamiento numérico de las ondas de choque requiere usualmen-
te el agregado de una viscosidad artificial [1] en las ecuaciones
fluidodinimicas de conservacibn. Este término ensancha la discontinui
dad otorgéndole un espesor tal que la resolucibn de las ecuaciones no
requiere de ninglin tratamiento especial, )

Por otra parte, las interfases representan aspectos criticos en el
tratamiento numérico, puesto que constituyen discontinuidades en las
magnitudes fisicas, con la_consiguiente dificultad para definir las de
rivadas espaciales [2] , [3 . Este punto es ain mas critico si se agre
gan al problema fenbmenos que involucran transiciones abruptas tales
com¢ ondas de choque.

En consecuencia, la interaccibn entre una onda de choque tratada
con viscosidad artificial, y una interfase, debe ser analizada con su-
mo cuidado. Resulta conveniente realizar el anilisis de dicha interac
cibn en simetria plana, puesto que, en este caso, cuando se consideran
ondas de choque de espesor nulo el problema puede resolverse tebrica -
mente en forma exacta,

Un estudio sobre este tema fue efectuado por Cameron [4] quien in-
vestigb los errores permanentes que quedan después de que las ondas re
flejadas y transmitidas, resultantes de la interaccibn, se alejan de —
la interfase. Dichos errores aparecen en la densidad y temperatura del
fluido, localizados en las inmediaciones de la interfase, y se deben
al incorrecto incremento de entropia que produce la viscosidad artifi-
cial en esa zona. Estas perturbaciones son permanentes pues no se ha
contemplado la conduccibdn térmica, como as{ tampoco otros fenbmenos de
transporte que los amortigle .. Sin embargo, errores de este tipo no
aparecen en los perfiles de presibn y velocidad, pues las ecuaciones
contemplan la transferencia reversible de energia mecinica., Ademis, es
te autor obtuvo, mediante consideraciones tebricas, un criterio de em=-
palme de los parimetros numéricos sobre la interfase, que minimiza los
errores permanentes.

En este trabajo, en cambio, se estudia la etapa transitoria que da
origen a los mencionados errores, no sélo cuando la onda reflejada es
una onda de choque, sino también cuando es una onda de rarefaccibn. En
efecto, lps procesamientos realizados muestran que debe transcurrir
cierto tiempo desde que la onda perturba la interfase hasta que se ob-
tienen los perfiles esperados de presibn y velocidad . El tiempo de du
racibn T de esta etapa transitoria es claramente un efecto esplirio del
tratamiento del problema, pues no existe dentro del marco de la teoria.

Una explicacibn plausible del por qué de esta etapa transitoria se
encuentra en el an2lisis dimensional. La situacibn fisica planteada no
posee ella misma los parimetros dimensionales necesarios para formar
alguna magnitud con unidad de tiempo. Esto no es as{ cuando el fenbme-
no es simulado numéricamente, pues se introducen inevitablemente al
problema longitudes caracteristicas, tales como el ancho de la onda de
choque y el de la malla espacial. Luego, estas nuevas longitudes, jun-
to con algunas velocidades propias del problema, justifican, al menos
dimensionalmente, la existencia de T,

La cuantificacibén de la duracibn T de la ‘etapa transitoria tiene
interés debido a que permite determinar si ésta puede despreciarse o
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nb en la simulacibn completa de un problema dado. Ademis, es de espe-
rar que la evolucibn de dicha etapa, que se desarrolla en el tiempo T,
esté intimamente vinculada con los errores permanentes en la densidad
y temperatura,

Como resultado se obtuvo que los tiempos que tardan en formarse
las ondas reflejadas y transmitidas, resultantes de la interaccibn,
son en general diferentes y estin determinados por ciertos tiempos ca
racteristicos correspondientes al tiempo que emplea un elemento de
fluido en atravesar 1s onda de choque que lo afecta. Estos tiempos de
penden, por lo tanto, del espesor y de la velocidad de aquéllas. De ~
esta manera, se dispone de una forma sencilla de cuantificar la dura-
cibn de la etapa transitoria en la interaccibén de una onda de choque
con una interfase,

Ademis, se observb que se obtienen los mejores perfiles de presibn
y velocidad al tiempo T, cuando las ondas reflejada y transmitida se
forman gimultineamente, Este hecho conduce a un criterio de empalme si
milar al propuesto por Cameron. -

Por otra parte, ya sea que resulte posible o no utilizar este cri-
terio de empalme, el conocimiento previo de la duracibn de la etapa
transitoria se vuelve imprescindible para la simulacibn numérica de fe
nbmenos que involucran volfmenes finitos. -

La presentacibén del trabajo se ha dividido en cinco secciones. La
seccibn II describe el problema y el cbdigo numérico empleado, En las
secciones III y IV se presentan, respectivamente, los resultados numé
ricos. y su interpretaciédn. Finalmente, en la parte V se resumen las
conclusiones.

2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA Y CODIGO NUMERICO

La situacibn fisica tratada en este trabajo puede presentarse en
los siguientes términos: una onda de choque plana, gobernada por las
ecuaciones de Rankine-Hugoniot, avanza en un fluido ideal (medio 1)
hacia la superficie (interfase) que lo separa de otro fluido (medio 2),
también ideal., Inicialmente, los dos fluidos estan en reposo y ambos
a la misma presibn p. . La parte del tluido | afectada por la onda de
choque incidente, posee .una presibn p,. Cuando la onda de choque 1lle~-
ga a la interfase, se genera una onda de choque transmitida en el flui
do 2, y una onda de choque o de rarefaccibn en el medio 1. La condi -
cién que debe cumplirse para que se refleje una onda de choque puede
expresargse mediante la desigualdad 5] :

(71" l) + (71"' l) Pl/P‘

&/f > (n

(72‘ 1) + (72”’ 1) PI/PO

Cuando esta desigualdad es de diferente sentido, la onda reflejada
es de rarefaccibn. En esta expresibn 5, y #, son las densidades de los
tlufidos 1 y 2 s:r recturbar, respectivamente;‘n Y 7, son las relacio-
nes de calores especificos (constantes),

Luego de la interaccibn, la presibn en las inmediaciones de 1la in~
tertase toma cierto valor P que s¢ determina a través de la condicibn
de continuidad de la velocidad en la interfase. Para las dos situacio-
nes mencionadas, esta condiciém lleva a una ecuacibén implicita en la
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1ncbgn1ta P [6] . La resolucibn de esta ecuacibn por medio de alghn
método numérico, permite encontrar P, a partir de la cual es posible,
a su vez, calcular los valores de las restantes magnitudes fisicas a
ambos lados de la interfase.

En el presente trabajo se ha empleado un cbdigo que resuelve las
ecuaciones de conservacibn en coordenadas lagrangianas, expresadas en
diferencia finita, Para la viscosidad artificial se adoptd la expre -
sibn original de von Neumann y Richtmayer [7] :

2 2 R
1°p (g%) si Ju <0

q= (2)
0 si Ju

donde 1 es un parimetro con unidad de longitud, que en las simulacio-
nes usualmente se escribe como: 1 = a, AR, siendo AR el paso de la ma
lla y 'a' una constante adimensional, que aqui se adoptari de igual va
lor en ambos flufdos.

La forma de las ecuaciones de conservacibn discretizadas es simi -
lar a las presentadas en el texto de Richtmayer [8] . Cabe destacar
que si bien existen otras formas diferentesde expresar las ecuaciones
y la viscosidad artificial, los resultados obtenidos indican que - los
efectos espurios del tratamiento numérico tienen su origen en la repre
sentacibn suave de las ondas de choque y no en el método particular u~
tilizado para tal fin, ni en la técnica empleada para resolver las e-
cuaciones. Por otra parte, para poder identificar con mayor claridad
los efectos propios de la simulacibn, no se consideran los fenbmenos
de transporte y se emplea la ecuacidn de estado de gases ideales.

3. RESULTADOS NUMERICOS

Tal como se dijo c¢on anterioridad, cuando se simula numericamente
la interaccibn, los perfiles se apartan transitoriamente de los tebri
cos, a los cuales se van aproximando al transcurrir el tiempo (exceﬁ:
tuando los errores permanentes ya mencionados)., Después de un cierto
tiempo T, las magnitudes fisicas han tomado valores muy prbximos a los
predichos por la teorfa.

Las simulaciones realizadas mostraron que la duracibn de la etapa
transitoria no depende del valor del paso temporal At elegido para el
célculo, En efecto, la adopcibén de un valor de At que sea mucho menor
que los tiempos caracteristicos mencionados en la introduccibén, no al-
tera los resultados de la interaccibn. Asimismo, se observa que dicha
etapa no se ve modificada cuando se emplea un sistema de ecuaciones de
resolucibn explicita o implicita.

Cabe destacar que debe tenerse especial cuidado al expresar las e~
cuaciones de conservacibn en la interfase [2] [3]. Las aproximaciones
de mayor orden aqui ensayadas en el entorno de dicha regibn, no produ-
jeron reducciones o alteraciones de la etapa transitoria,

Con el tin de conmocer de qué modo dicha etapa se ve influenciada
por los diferentes parmetros del problema (fisicos y/o numéricos), la
duracibén T de la misma debe definirse en forma precisa.

Aqui se ha adoptado como inicio de la etapa transitoria al instan-
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te en que la presibn en la interfase ha aumentado _en un 2%, mientras
que su finalizacibn se establece mediante ciertas condxcxones sobre
los perfiles de las ondas reflejada y transmitida, que se describen a
continuacién,

En el caso de una onda de choque proveniente de la interfase (re-
flejada o transmitida), se requiere: a) que la desviacibn standard de
la presibn del fluido afectado por la misma, respecto de su valor ted
rico, no supere en cinco veces la andloga desviacibn standard de la
onda de choque incidente, y b) que la transicibn brusca de la presibdn
se desarrolle sobre el mismo nimero de pasos de la malla que los em-
pleados por esta (ltima onda.

Por otra parte, cuando la onda proveniente de la interfase es de
rarefaccibén (8b6lo puede ser reflejada), es conveniente realizar la de
terminacibén de T a través de condiciones sobre la velocidad u y no so
bre la presibn., En efecto, el perfil tebrico de velocidad es lineal
con R/t (R: coordenada espacial), mientras que las magnitudes termodi
nimicas guardan con esta variable una relacibén mis compleja. De esta
manera, aprovechando dicha relacibn lineal, el criterio adoptado para
determinar T es que la recta u = u(R/t) obtenida de la simulacibn,
tenga una inclinacibn 6, tal que |(8, - 6y )/ O(I 4 0.10, siendo g el
angulo de inclinacibn de la recta tebdrica,

Estos criterios son arbitrarios, pero se muestran muy razonables
para dar perfiles lo suficientemente prbximos a los tedricos. Ellos
permiten determinar dos valores de T: uno para la onda reflejada (T )
y otro para la transmitida (T_), que en general son diferentes. Por
lo tanto, la duracibén de toda la etapa transitoria queda definida por
el miximo de estos valores, al que denominaremos T.

Con el objeto de averiguar cbmo dependen T_ y T, de los parametros
del calculo, se realizaron primeramente las simulaciones cuyos resulta
dos se muestran en la Fig.l , En ella se han graficado los tiempos T
y T _para distintos valores de AR, y Py ( AR Py P; ¥y a se han man
tenldo constantes, al igual que 7Y¢= 72= 5/3 ’. Se obsérva que 1la dura
cibn T de toda la etapa transitoria viene dada por T para 6<:%, sien-
do 4= AR,/ AR , y por T, para valores mayores de elte parimetro, Pue
de verse que T "se mantiene estrictamente constante en el intervalo
mencionado, y que luego varia lentamente, pero sin alcanzar a T_. Por
otro lado, T crece linealmente con & cuando la relacibn de mallas
es mayor que &, . La representacibn de estos tiempos en funcibn de
P, /% , tomando a & como parimetro, conduce a curvas suaves que no a-
pottan informacibén adicional,

En segundo lugar, fue variada la intensidad de la onda de choque
incidente. Los graficos, que se muestran en la Fig.2, se encuentran en
escala log-log con el objeto de buscar una ley de potencias entre Tr
(Tt) y pi(P). Las rectas obtenidas conducen a las expresiones:

-1/2 -1/2
T, ~ Q;i) T, ~ (P) (3)

Finalmente, fue variado el factor 'a' de la viscosidad artificial.
Se observd que, si se mantienen constante el resto de los parametros,
los dos tiempor T y T, varian en forma estrictamente lineal con 'a',
en el rango | & a's 6. Valores de 'a' fuera de este intervalo carecen
de interés, pues conducen a ondas de choque con grandes oscilaciones

o demasiado ensanchadas.,
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Fig. 1 : Ticmpos de formacibn de las qndas de choque reflejada (T )
.y transmitida (T ) en furcibn de la relacibn de mallas. ©

Los parametros dé) medio 1 (incluso Pi) se han mantenido
constantes
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Fig. 2 : Ticmpos de formacibn de las ondas de choque trans
mitida (T,) y retlejada (T.) en tuncibn de la pre
sibn tinal sobre la intestlse (P) y la presibn
del tlufdo detriss de la onda de choque incidente
(pi), respectivamente, Se han considerado dos re-
laciones nallas diterentes,
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Las simulaciores realizadas para el caso de onda de rarefaccibn re
tlejada muestran que los valores de T_ y T, tienen un comportamiento
similar al encontrado para el caso de la onda de choque reflejada, Es~
to se evidencia al comparar la Fig.3 con la Fig.! . Ademis, también se
obtuvieron relaciones lineales entre T, (Tt) y los parametros | /\[F;

(1/\/'15')
4. INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS

Un examen de los resultados expuestos en la seccibn precedente mues
tra que es oportuno adoptar como variable significativa a:

(2 A% [\ TR
. a ARl /Vp{?ﬁ
En efecto, si se representan los valores de T de la Fig.l! en fun-
cibn de ¢ (correspondientes a casos en que se ha variado AR Yy f o
con condiciones constantes en el medio 1), todos los puntos €aen en u-
na franja angosta, que bien puede aproximarse por dos lineas rectas
(ver Fig.4). Una de éstas es horizontal y corresponde al tiempo T =
T > T que tarda en formarse la onda de choque reflejada, en el medio
cuyas condiciones se han mantenido constantes, Esto indica que T_ es
practicamente independiente de las condiciones del medio 2. La otra
recta aproximante corresponde aTs= T > T , de modo que se tiene:
T ~ 3, AR /‘fP /P
Reciprocamente, si se grafican T_ y T, en funcibn de E-l, varian-
do AR y p, con condiciones constantes en el medio 2, se obtxe?en dos
rectas inclinadas, Por lo tanto, T no es independiente de ¢ =

a, AR /‘,p /% .

(4)

Estrictamente hablando, el cociente entre a, y a, se ha mentenido
siempre constante e igual a uno (si bien a = a, = a, se ha variado),
Sin embargo, se han incluido los valores de a, 'y a, en la detfinicibn

de ¢ , con el objeto de poner esta variable en téfminos de tiempos
efectivamente observados en el problema.

Obsérvese que en los denominadores de los tiempos cuyo cociente de
fine la variable { , pueden reconocerse las expresiones de las veloci-
dades de las ondas de choque incidente y transmitida (en la aproxima-
c¢ibn de onda de choque fuerte) dadas por:

(v + 1) p.

Ui = --_—TﬁT—_-J_

U")(‘7+I)P' (s)
t 292

Dichos denominadores no pueden representar velocidades del sonido
(que son las otras velocidades caracteristicas del problema), pues las
presiones y densidades que alli aparecen no corresponden a la misma
porcidén de fluido de cada zona.

En cuanto a los numeradores , debe notarse que el producto a. AR
est? intimamente relacionado con el espesor L de la onda de choque 4]
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Pig. 3 : Tiempos de formacibn de la onda de rarefaccibn refl
jada (T ) y la onda de choque transmitida (T, ) en
funci6n“de la relacibn de mallas, Los paramefros del
medio 1 (incluso p‘) se han mantenido constantes.
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Fig. 4 : Duracibn de la etapa transitoria T ( ‘l‘r
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<12

L= r()‘;’) (7;’) (a.AR)  (6)

donde A= A(7Y) es el cociente entre las densidades del medio detras
y delante del frente de onda.

Entonces, los tiempos caracteristicos que dominan la duracibn de
la etapa transitoria vienen dados por:

te=L, /U t,=L /U, n
Cada uno de ellos puede interpretarse como el tiempo qQue emplea un
elemento de fluido en atravesar la onda de choque que lo afecta.

La comparacibn de los valores numéricos de los tiempos Tr y Tt con
los tiempos caracteristicos hallados permite expresar:

T =~ t, +t (8)

T =~ t, +t 9)

con error menor que el 20%, siendo t_ = L / U_. La inclusibn del tiem
po t. dentro de los valores de T_ y T,  resulta coherente con la defi-
nicidn dada del inicio de la etapa transitoria. Se desprende, por lo

tanto, que el valor minimo que puede adoptar cualquiera de ellos es t.,
puesto que todo el espesor de la onda de choque incidente debe interac
tuar con la intertfase, -

La expresibn utilizada para calcular los espesores de las ondas de
choque, sugiere cbmo la compresibilidad del medio influye sobre la du-
racibn de la etapa transitoria.

Cuando la onda reflejada es de rarefaccibn, también se encuentra
que el tiempo de formacibn de la onda de choque transmitida T' (de me-
nor intensidad que la incidente) viene dado por la relacibn (9). En
cuanto al tiempo correspondiente de la onda de rarefaccibn T', es de
esperar que éste se obtenga sumando a t, un cierto tiempo, que llamare
mos t', Sin embargo, una onda de este tipo mo posee, teoricamente, nin
ghn tlempo caracteristico., Por consiguiente, el valor de t' tendra un
origen netamente numérico, en el sentido de cbmo se expresén las ecua-
ciones, de modo que T' dependera del cbdigo utilizado, como asi también
de las condiciones emEleadas para determinar la finalizacibn de la eta
p8 transitoria, De todas manerar, en los casos estudiados se encontrd
que T' es siempre del orden de t, (t; ~ t.), Luego, todo parece indi-
car que mediante un adecuado tratamiénto fiumérico de las ecuaciones,
T; puede ser reducido a valores prbdximos a t;.

En resumen, las relaciones anteriormente mencionadas cuantifican
la duracibn de la etapa transitoria, permitiendo elegir los parametros
numéricos de manera que ésta pueda ser despreciada en la simulacibn de
un fenbmeno dado.

Otro aspecto, no menos importante, se refiere a los perfiles de
presibnm y velocidad que se tienen al finalizar la etapa transitoria,
La Fig.5 muestra los resultados para diferentes relaciones de malla.
En ella se observa que, aunque las condiciones de finalizacibn de di-
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Fig. 5 : Perfiles espaciales de presibn al finalizar la etapa
transitoria, para ﬂ2191 = 5 y diferentes relaciones
de mallas, N




- 480 -

cha etapa se han satisfecho, los perfiles pyeden presentar deformacio-
nes no deseables,

Los resultados obtenidos indican que estas distorsiones son mini-
mas cuando las ondas reflejada y transmitida terminan de formarse si-
multaneamente., Por lo tanto, de las ecuaciones (8) y (9), las minimas
deformaciones de los perfiles, al tiempo T, se tienen cuando:

trz tt (10)
Este criterio difiere ligeramente del propuesto por Cameron [4] N
para minimizar los errores permanentes de densidad y temperatura, en
el que se pide ti = t_, Sin embargo, cabe seflalar que t_ difiere poco
de ti' por lo qué amst criterios son practicamente equfvalentes.

Finalmente, puede decirse que, de acuerdo con lo visto hasta aqui,
es de preveer que si la interaccibén se planteara en un flufido continuo
en el que se propagan ondas de choque de espesor real considerable,
también apareceria una etapa transitoria con caracteristicas similares
a las presentadas aqui. Incluso, en el caso de onda de rarefaccibn re-
flejada, T; seria finito e igual a t;.

5. CONCLUSIONES

Mediante cllculos numéricos que cubrieron un amplio rango de los
distintos parimetros involucrados, se pudo establecer de qué manera és
tos influyen en la duracibén de la etapa tramsitoria que se desarrolla
en la interaccibn, en simetria plana, entre una onda de choque y una
interfase. El an&lisis de los resultados condujo a la identificacién
de los tiempos caracteristicos t., t_ y t_, los cuales determinan los
tiempos de formacibn de las ondas refleja&a (TrQ y transmitida (T, ).
Estos parametros caracteristicos corresponden al tiempo que empleg un
elemento de fluido en atravesar el ancho de la onda de choque que lo

afecta.

El conocimiento de cémo varian Ty T, con las variables fisicas y
numéricas, permite tener una buena eftimacibn de la duracibn de la eta
pa transitoria para una dada simulacibén. Ademis, se ha encontrado un
criterio de empalme para conseguir las minimas deformaciones de los
perfiles de presibn y velocidad al.tiempo T, practicamente igual al
propuesto en la ref, [4] para minimizar los errores permanentes de den

sidad y temperatura.
AGRADECIMIENTOS

Se agradece al Dr. Roberto Gratton por sus {itiles comentarios y
correcciones para la elaboracibn de este trabajo.




- 281 -

REFERENCIAS

D] P, Woodward and P, Colella, "The Numerical Simulation of Two-Dimen
sional Fluid Flow with Strong Shocks", J. Comp. Phys,, 54, 115-173
(1984) ,

[2 F. G, Blottner, "Influence of Boundary Approximations and Condi -
tions on Finite-Difference Solutions™, J. Comp. Phys., 48, 246 ,
(1982) -

[ﬂ D. L. Book, "Finite-Difference Techniques for Vectorized Fluids by
namics Calculations", (1981), p. 84 y sig., Springer-Verlag New
York Inc.

[q I. G. Cameron, "An Analysis of the Errors Caused by Using Artifi-
cial Viscosity Terms to Represent Steady-State Shock Waves", J.
Comp. Phys., 1, 1-20 (1966)

[5) L. D. Landau and E. M., Lifschitz, "Fluid Mechanics", (1959), P-366
Pergamon Press.

Bﬂ R. Collins and H. Chen,"Propagation of a Shock Wave of Arbitrary
Strength in Two Half Planes Containing a Free Surface", J. Comp.
Phys., 5, 415-442 (1970).

[ J. von Neumann and R. D, Richtmayer, J. Appl. Phys., 21, 232-237
(1950). —

Eﬂ R. D. Richtmayer and K. W. Morton, "Difference Methods for Initial
Value Problems", New York, 1967, p. 311,




