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Resumen. En este trabajo se determinan los primeros valores del coeficiente de frecuencia de
vibracion transversal en el plano, de arcos circulares gruesos con vinculacion elastica en sus
extremos.

Como es sabido, el elemento de arco es un componente estructural fundamental para diversas
aplicaciones tecnoldgicas, con renovado interés para investigadores y profesionales de la
ingenieria.

Para el calculo de valores del coeficiente de frecuencia se utiliza un algoritmo desarrollado
por los autores, basado en el método de cuadratura diferencial y en la aplicacién de la teoria
de vigas Timoshenko, la cual toma en cuenta la inercia rotatoria y la deformacion por corte.
La gran cantidad de parametros que definen el modelo en cuestion, motivo a desarrollar un
unico algoritmo general que contemple a todos ellos, con el consiguiente ahorro de esfuerzo
computacional.

Todos los casos presentados en este estudio son también resueltos mediante la aplicacion del
método de elementos finitos. Un andlisis de convergencia del algoritmo en los valores de
frecuencia en funcion de la rigidez elastica de los vinculos del arco complementa el trabajo
presentado.
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1 INTRODUCCION

El presente trabajo trata sobre estructuras en arco y la determinacion de sus frecuencias
naturales en el plano, considerando arcos gruesos de directriz circular, elasticamente
vinculados en sus extremos. El caso fue considerado de interés en virtud de la escasa
bibliografia encontrada sobre el tema

Para el calculo de las frecuencias de vibracion naturales se utiliza un desarrollo basado en
el método de cuadratura diferencial (MCD), y se comparan con resultados obtenidos mediante
un programa de elementos finitos desarrollado por los autores.

El modelo de arco considerado se basa en la teoria de vigas Timoshenko (Tufekci y
Arpaci, 1998; Wu y Chiang, 2004), que contempla deformacion por corte e inercia rotatoria,
ademas de la deformacion axial del eje del arco, (Tufekci y Arpaci, 1998, Chidamparam y
Leissa, 1993).

Entre las numerosas aplicaciones en las que es de interés considerar el comportamiento
dinamico de arcos, tiene importancia conocer el efecto que un cambio de la rigidez de los
vinculos elasticos puede producir en los valores las frecuencias naturales. Esto es
especialmente Gtil en las técnicas de control pasivo de vibraciones (Tseng et al, 1997). Como
es sabido, el control pasivo de vibraciones permite modificar la respuesta de frecuencia de los
elementos estructurales mediante la modificacion de alguna de las caracteristicas de la
estructura analizada, como podria ser, en el caso que nos ocupa, la modificacion de la rigidez
de la vinculacion elastica.

En la primera parte del trabajo se presenta el modelo general en base al cual se desarroll6
el algoritmo de célculo, y a continuacién se hace referencia a la implementacion del MCD.
Un desarrollo mas completo del MCD puede hallarse en las referencias citadas (Gutiérrez y
Laura, 1995; Bert y Malik, 1996).

Los resultados numéricos se presentan en tablas, en las que puede apreciarse la influencia
de la rigidez elastica de los vinculos del arco. Se generan una serie de modelos de arco para
diferentes valores de parametros como la apertura del arco, su esbeltez y diferentes
caracteristicas de rigidez de los vinculos.

2 ESQUEMA DEL MODELO ANALIZADO

0]
Figura 1: Arco circular de seccidn escalonada, elasticamente vinculado en sus extremos

La Figura 1 muestra esquematicamente el modelo méas general de arco grueso de directriz
circular, con seccion variable escalonada, y elasticamente vinculado en ambos extremos.
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Las caracteristicas geométricas de cada tramo k-ésimo del mismo se definen con los
siguientes parametros: R: radio del eje del arco, S, : longitud del tramo medida sobre el eje del
arco; s, : coordenada espacial que define la posicion de una seccion genérica del tramo k; @, :
amplitud angular del tramo; 6, : coordenada angular correspondiente a la coordenada espacial
s.; A; 1, :area’y momento de inercia de la seccion transversal, respectivamente.

Las rigideces de los vinculos elésticos se definen mediante las siguientes constantes:
k.; k. : de rigidez a rotacion; k,;k, : de rigidez axial y k,;k, : de rigidez en la direccion

normal al eje del arco.

En el modelo adoptado de viga Timoshenko con deformacién axial, el desplazamiento de
cada seccion del arco al efectuar vibraciones libres en el plano, queda definido por tres
variables independientes: el desplazamiento axial v, el desplazamiento transversal w y el giro
de la seccion transversal y . La Figura 2a muestra la direccion y sentido positivo adoptado
para cada una de ellas.

Los esfuerzos internos en el plano, generados por la vibracion del arco, son el esfuerzo

axial N, el de corte Q y el momento flector M . La convencidn de signos adoptada para los
esfuerzos puede observarse en la Figura 2b.

1)
7

N(Mé\%j

Figura 2: a) Direccidn y sentido positivos de los 3 desplazamientos independientes en cada seccién del arco.

b) Direccion y sentido positivos adoptados para los 3 esfuerzos presentes en cada seccion del arco.

La forma adimensional de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el sistema propuesto
vienen dadas por las siguientes expresiones (Felix et al, 2007):

) K 1 d%, ) K 1dw, ., « )
V, - ——k |2 14 kg v =0V
51(2(1+V) “ @2 dx? g 2(1+v) )®, dx g 21+v) “ (13)

1 dv k1 dWw Kk 1d¥
ol L S YV — = k|42 — k=W,
51( 2(l+v)j®k dx 9:1[ “ 2(1+v) O dxzj o 2(1+v) ©, dx < (1D)

K& v, -2 K& ideJrflz K& ¥ , 1 d*P,

— _ =QZ\I’
2(1+v) 2(1+v) ©, dx 21+v) Tt @? dx? k (1c)

&

Donde Qes el coeficiente de frecuencia natural de vibracion en el plano del arco, dado
por:
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Q: pAiRZ

£l @ )

El resto de las variables adimensionales que aparecen en las ecuaciones (1a, b, ¢) son:

& =R/r, : relacion entre el radio del arco y el radio de giro de la seccién transversal del
primer tramo del arco.

& =R/, : Idem anterior para el tramo k-ésimo.

r. =+/1, /A : radio de giro de la seccion transversal de cada tramo del arco.

p Y E: densidad y modulo de elasticidad del material, respectivamente.

V, Wy ¥ : amplitudes adimensionales de los tres desplazamientos independientes.

x =5, /@, : coordenada espacial adimensional de cada seccion transversal del arco.

« : factor de corte, que depende de la forma de la seccion transversal.
v : moédulo de Poisson.

Las ecuaciones adimensionales de compatibilidad de desplazamientos en la seccién de
unién de dos tramos adyacentes, resultan:

Tramo k Tramo k+1

v |x:l =V |x:0 (33.)
W |1'r:almo k =W |'Xl'r:a(r)no k+1 (3b)
\P|Izmo k _ lP|l'r:a;no k+1 (3C)

Las respectivas ecuaciones adimensionales de compatibilidad de esfuerzos internos se
expresan en funcién de las amplitudes de los desplazamientos, en la forma:

Tramo k Tramo k+1
1 dv, (x) 1 dv,(x)
— +W, (x = —===4+W (X 4
ak {®k dX k( )i|x_l ak+l|:®k+l dX k+l( ) o ( a‘)
1 dW (X) Tramo k 1 dW (X) Tramo k+1
= T v ()= (X = — kAT (X)=, (X 4b
ak{G)k dx () o )l_l ak+l|:®k+1 dx 1 (X) i ( )l_o (4b)
§ 2 1 d Wy (X) Tramo k § 2 1 d Wy (X) Tramo k+1
ak ;2|:_ Kk :| — ak+j|_ 1 : |: k+1 :| (4C)
(:Zk ®k dx x=1 §k+l ®k+l dx x=0

Donde ¢, = A /A es la expresion adimensional del &rea de la seccion transversal de cada
tramo del arco.
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El sistema de ecuaciones se completa con las condiciones de borde que, segun el tipo de
restriccion, resultan de la siguiente forma:

Condiciones de borde para extremos empotrados:

Tramo1 Tramo 1

V| _W|Tramol_ lII| _ 0 (Sa)
Tramo N Tramo N Tramo N

V |x:l :W |x:l = \P|x:l = O (5b)

Condiciones de borde para extremos articulados:

Tramo 1
ramo ramo d‘P
v Tramol _,,Tramo1  O7F ~0 6a
o =Wheo" =] (62)
d Tramo N
V Tramo N — Tramo N 2 — 0 6b
W= @
Condiciones de borde para extremos empotrado-libre:
Borde empotrado:

vV |::;:)m01 —W |Tram01 _ \P|Tramol 0 (7&)

Borde libre:

Tramo N Tramo N
[LMM(X)} {im—ww—mm} o

0, dx o 0, dx o (7b)

Tramo N

dwy, (x) 0
dx |

Condiciones de borde en el extremo del tramo 1 con vinculacién elastica:

Tramo1

L) W, (%) + K, V, (X) -0
_®1 dX x=0

1 dW (X) Tramo 1

—— 27 V. (X)=Y,(X)+ K, W, (x =0
_@1 dx 1( ) 1( ) w 1( )l_o (8a)
1 d‘P Tramo 1
L A% kw0
O, dx o
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En el Gltimo tramo N se tiene

Tramo N
L VNI Ly (0-K, dv, () 0
0, dx o
l dW (X) Tramo N
— N2V (X)) -, (X)-K, W, (X =0
|:®N i v (X) = (X) =K, W, ( )Ll (8b)
Tramo N
R G NN 0
0, dx SR T

donde K,; K, y K, son los coeficientes adimensionales de las constantes de rigidez de los
vinculos elasticos, definidas con:

K, =—k, ; Ky=—-k )

3 EL METODO DE CUADRATURA DIFERENCIAL

Mediante la aplicacion de las reglas del MCD (Bellman y Casti, 1971; Bert y Malik, 1996)
el sistema de ecuaciones diferenciales, ecuaciones de compatibilidad y condiciones de
contorno, se transforma en un sistema de ecuaciones algebraicas equivalente, denominado
sistema de ecuaciones anélogas de cuadratura, las que se detallan a continuacion (Kang et al,
1995).

En primer lugar, las ecuaciones diferenciales (1a, b y c) se reemplazan con las ecuaciones
analogas de cuadratura:

2| & ARV & K LW , K o
= (2(1+v) e z ] 0, (:H 2(1+V)jjz_;‘A“ Wi +&r 5 ¥, =Q%V, (10a)

@+v)
& KN Ll ok e
0, (1+2(1+v)J,ZA +§l[ CY 2(1+v)§A“ ijJ (10b
51 K @ 2 )
"o, 2(1+V)Z_;A” Fy= W
Ké:k 2 'fk K C ng o)
651 2(1+v) Vi-& 0, 2(L+ )z 651 2(L+v) Y, - 1 ®z ZA \P =Q° k (10c)
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A continuacion se establecen las ecuaciones analogas de cuadratura correspondientes a la
compatibilidad de desplazamientos (ecuaciones. 3a, b y ¢):

Vn |Tramo k _ V1|Tram0 k+1 (113)
Wn |Tram0 k =W1|Tramo k+1 (11b)
an |Tramo k _ \P1|Tramo k+1 (11C)

Ecuaciones analogas de cuadratura de las ecuaciones de compatibilidad de esfuerzos
internos (ecuaciones 4a, b y c):

Tramo k Tramo k+1
{ ZAfJ) V. +W} :akﬂ[@l Y ARV, +Wi} (12a)

k =1 k+1 j=1

Tramo k Tramo k+1
1 n
{ > AW, - - w.} [® zAﬁvv,-—vi—wi} 120)
k j=1 k+1 j=1

Tramo k Tramo k+1
aé_de%(x)} _ éf{ 1 d\Pkﬂ(x)}

k 2 — Yk+1 2
gk ®k d X x=1 ' §k+l ®k+l d X x=0
(12c)
Tramo k Tramo k+1
(l) _ (1)
SAvw | =a, { > Al }
é:k |: k j=1 :| §k+l k+l =1

Finalmente se obtienen las ecuaciones analogas de cuadratura de las condiciones de borde
del arco, las que obviamente dependen de las restricciones impuestas en los extremos del
mismo. Se tienen asi, para los diferentes casos de vinculacion:

En arcos con ambos extremos empotrados:

V1|Tram01 =W |Tram01 _ |Tram01 _ O (133)
T N T N T N
Vn| ramo :Wn| ramo — \Iln| ramo — O (13b)
En arcos con ambos extremos articulados:
Tramo 1
V1|Tramol |Tramol _ z (1) - _ 0 (14a)
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T N
V TramoN Tramo N (1) e _
[ =W —ZA =0 (14b)
En arcos con el tramo 1 empotrado y el tramo N libre
V1|Tramol :W1|Tramol _ \Pj Tramo 1 ~0 (15&)

Tramo N

=0  (15b)

Tramo N Tramo N
eS| o Sy | Sy

N =t x=1 N =t x=1

x=1

Finalmente, las ecuaciones analogas de las condiciones de borde en un arco con ambos
extremos elasticamente restringidos:

Tramo 1 Tramo 1
[@iZAﬁ) vV, +Wi+KVVi} { ZA§ W, —Vi—z//i+KWWi}
1 j=1

1 j=1

x=0 x=0
n Tramo 1 (16a)
Z Vv +K Y =0
j=1 x=0
Tramo N Tramo N
{ ZA“)v +W, —K v} { ZA‘” W, —Vi—wi—KWWi}
N J—l x=1 N ]_l x=1
Tramo N (16b)

=Y A Y +-K Y, =0
j=1

4 EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Para obtener valores de comparacion que permitiesen verificar la precision de los
resultados obtenidos con el MCD, se utiliz6 el MEF, (Rossi, 2007).

En la aplicacién, se utilizd un elemento de eje circular y seccion constante, cuya
formulacidn se basa en las ecuaciones diferenciales para barras curvas, tomando en cuenta los
efectos de la curvatura inicial, del esfuerzo axial, del esfuerzo de corte y de la inercia rotatoria
(Rossi, 1988; Rossi, 1989).

Con este elemento también se han resuelto, entre otros, problemas de vibraciones en su
plano de arcos de seccion linealmente variable (Maurizi et al, 1991).

5 RESULTADOS NUMERICOS

Previamente se realizo un andlisis de convergencia del MCD en funcién del nimero de
nodos n de la malla del modelo discreto. Para ello se utiliz6 un arco circular de seccion
rectangular constante (N =1) con angulo total & = 60°, empotrado en ambos extremos. Para
este estudio se adoptd una esbeltez 4 = S/r = 20, y se desprecié el efecto del corrimiento del
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eje neutro de flexién debido a la curvatura inicial de la barra. Se calcularon los primeros seis
valores del coeficiente de frecuencia Q, =,/pA /El R*w,, adoptando el valor v=0,3 para el

modulo de Poisson, con el cual resulta un factor de corte « =13/15,3.

Los resultados se muestran en la Tabla 1.

n Q, Q, Q, Q, Q. Q,
5 23.8008  50.5286  68.7978  90.4853  126.997  161.368

19 23.0536  37.7513  60.2220 67.9912  98.9561  115.341

Tabla 1: Analisis de convergencia con el MCD, de los primeros coeficientes de frecuencia Q, =,/pA /El R*w,
de vibracidn natural en el plano, en un arco Empotrado-Empotrado (E-E). v=0.3; ®=7/3; 1=S/r=20.

De acuerdo con los resultados con este andlisis de convergencia, se consideré que
adoptando 15 nodos para el mallado se obtienen valores suficientemente precisos.

Similarmente, un analisis numérico de la convergencia utilizando el MEF en el mismo
modelo de arco, se muestra en la Tabla 2, observdndose una aceptable convergencia del
algoritmo implementado.

elel\rlljeﬁos 2, 2, s 2, Qs £

10 23,116 38,024 60,332 69,277 102,61 116,97
""" 20 23081 37,888 60056 68407 99957 11540
""" 30 23074 37,863 60006 68,247 99468 11511
””” 40 23072 37,854 59988 68191 99,297 11501
""" 60 23070 37,848 59,975 68,151 99175 11493
""" 80 23070 37,846 59971 68,137 99133 11491

Tabla 2: Analisis de convergencia con el MEF, de los primeros coeficientes de frecuencia Q, =,/pA /El R*w,
de vibracidn natural en el plano, en un arco Empotrado-Empotrado (E-E). v=0.3; ®=7/3; 1=S/r=20.

A continuacion, en este trabajo se procedi6 a determinar las frecuencias de arcos circulares
con distintas aperturas angulares, con ambos extremos rigidamente restringidos en las
componentes axial y transversal del desplazamiento, y elasticamente vinculados a rotacion. Se
determinaron los primeros seis valores del coeficiente de frecuencia para diferentes valores de
la constante de rigidez rotacional K,. Ademas, en cada modelo se adoptaron dos valores de la

esbeltez A =S/r.
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El primer caso analizado es el mostrado en la Figura 3, y los resultados obtenidos con
ambos métodos se presentan en las Tablas 3 y 4, la primera cuando se adopta un coeficiente
de esbeltez 1=S/r=20, y la segunda para A=S/r=50.

a) b)

Figura 3: Arco circular de amplitud &= 7/ 3, elasticamente vinculado a rotacién.
a) Esquema del modelo, b) Mallado con MCD.

K método Q, Q, Q, Q, Qg Qg
MCD 18,821 28,196 58,895 59,994 92,119 115,07

Tabla 3: Coeficientes de frecuencia de vibracion natural en el plano del arco Q, =/pA /EI R’w, ,encel

modelo definido por: v=0.3; ®=7/3; 1 =S/r =20, para diferentes valores de rigidez rotacional K, .
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K método Q, Q, Q, Q, Q. Q;
MCD 32,528 42,418 76,306 124,89 152,05 190,05

001 MEF 3558 42425 76352 12496 15196 19017
01 MCD 32,702 42 427 76,475 125,01 152,07 190,18
~OY MEF 32714 42433 76504 12507 15198 19028
1 MCD 34,122 42 502 77,894 126,02 152,28 191,29
' MEF 34134 42508 77923 12608 15219 19139
10 MCD 41,220 42,831 86,059 132,06 154,02 198,79
1 MEF 41236 42838 86092 13211 15394 19891
100 MCD 43,096 48,298 48,298 139,04 158,75 211,64
10 MEF 43104 48317 96182 13907 15872 21180
1000 MCD 43,143 49,696 98,383 140,30 160,45 215,20
1000 MEF 43150 49716 98424 14031 16044 21538
10000 MCD 43,148 49,850 98,634 140,43 160,66 215,62
(10000 MEF 43155 49870 98675 14044 16064 21580
E.E MCD 43,148 49,867 98,662 140,44 160,69 215,67

Tabla 4: Coeficientes de frecuencia de vibracion natural en el plano del arco @, =./pA /EI R*w,, en el

modelo definido por: v=0.3; ®=7/2; A=S/r=>50, para diferentes valores de rigidez rotacional K, .

Los valores de rigidez a rotacion en los apoyos varian desde K, =0, borde simplemente
apoyado, hasta K, — o, borde empotrado. Se observa que cuando K, varia entre 1y 100 se
producen las principales diferencias en los valores de frecuencia. Ademas, como era de
prever, los arcos mas esbeltos muestran coeficientes de frecuencia significativamente mas
elevados.

El siguiente caso analizado es el mostrado en la Figura 4, con resultados volcados en las
Tablas 5y 6.

a) b)

Figura 4: Arco circular elasticamente vinculado a rotacidn, con desplazamientos restringidos en sus extremos,
de amplitud @ = 7/ 2 . a) Esquema del modelo, b) Mallado con MCD.
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K. méodo € Q, Q, Q, Q, Q,
MCD 11,418 11,634 25656 27,840 40611 51,213

' MEF 11g30 12158 26,349 27,648 41,156 50,889
;0 MCD 12305 14217 27,893 28304 42538 51441
o MEF 12324 14,265 27,691 28,411 42,662 51,059
oo MCD 12592 15501 27,926 29,858 43739 51554

Tabla 5: Coeficientes de frecuencia de vibracion natural en el plano del arco Q, =/pA /EI R’w, ,encel

modelo definido por: v=0.3; @=x/2; A=S/r =20, para diferentes valores de rigidez rotacional K, .

Tabla 6: Coeficientes de frecuencia de vibracion natural en el plano del arco Q, =/pA /EI R’w, ,encel

modelo definido por: v=0.3; ®=7/2; A=S/r=>50, para diferentes valores de rigidez rotacional K, .

De modo similar, se resuelve un arco de extension angular @ = 7, como muestra la Figura
5. Los resultados se presentan en las Tablas 7 y 8.

Figura 5.a: Esquema del modelo de un arco circular elasticamente vinculado a rotacion, de amplitud
O=r.
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Tabla 7: Coeficientes de frecuencia de vibracion natural en el plano del arco Q, =/pA /EI R’w, ,encel

modelo definido por: v=0.3; ®=7; A =S/r =20, para diferentes valores de rigidez rotacional K .

1 MEF 2pa19 6,695 12,564 14878 20,712 21,478
,0 MCD 35880 74752 13536 14920 21601 22,081
L MEF 35902 74932 13,563 14,938 21562 22,137
looo MCD 40229 79534 14220 14954 21655 23,151

Tabla 8: Coeficientes de frecuencia de vibracion natural en el plano del arco Q, =/pA /EI R’*w,,encel

modelo definido por: v=0.3; ®=7; A=S/r =50, para diferentes valores de K, .
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6 CONCLUSIONES

El algoritmo general del MCD presentado en este trabajo, aplicado al caso particular de
arcos gruesos de un solo tramo con vinculacion elastica, ha sido apropiadamente
implementado, quedando pendiente para un préximo trabajo el caso de modelos de arcos de
varios tramos.

Se observa que las diferencias en los valores de los coeficientes de frecuencia natural,
entre el modelo simplemente apoyado y el empotrado permiten realizar un control pasivo del
comportamiento dindmico del arco mediante la variacion de la rigidez de los vinculos
elasticos en los apoyos.

El MCD no presentd inconvenientes o inestabilidad numérica en ninguno de los casos
analizados. Se observd que el esfuerzo computacional requerido fue muy bajo, en
concordancia con lo expresado por otros autores, (Karami y Malekzadeh, 2004; Tufekci y
Arpaci, 2004).
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