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Resumen. En este trabajo se presenta el desarrollo de un elemento finito jerarquico para placas. El
mismo se basa en la utilizacion de funciones de forma clésicas, enriquecidas con la incorporacion de
polinomios ortogonales de Gram-Schmidt. La idea que se utilizd en la formulacion que aqui se
presenta, es la usada en el Método de los Elementos Finitos, en la denominada version h-p. La
precision de la solucion se mejora incrementando el grado de las funciones polindmicas de
aproximacion. Asi, los primeros cuatro modos de desplazamientos ctibicos usados en la version h se
mantienen, mientras que los modos de orden mas alto se derivan de los polinomios de Gram-Schmidt.
El campo de desplazamientos se define con los polinomios de Hermite y con polinomios ortogonales
para obtener un macro elemento finito jerarquico MEF hp. Estos polinomios ortogonales se generan
con formulas de recurrencia que garantizan que todas las aproximaciones de orden mayor que cinco
tengan desplazamiento y pendiente nulos en cada extremo del elemento. Esta caracteristica es
particularmente importante ya que estos modos s6lo contribuyen al campo de desplazamiento interior
del elemento y, por consiguiente, no afectan al desplazamiento a lo largo de los bordes del mismo. Sin
embargo, cuando cualquiera de estos modos se usa junto con los de Hermite, éstos se sumaran a los
grados de libertad a lo largo del borde del elemento. Por lo tanto se pueden simular condiciones de
borde clasicas. La metodologia desarrollada se aplica al estudio de la vibracion libre de placas
isotropas, elasticas y distintas formas geométricas, para lo cual se combina la aproximacion del campo
de desplazamientos descripta con la técnica de mapeo de espacios. De esta forma se obtuvo una
formulacion general que se implementd en un programa de computadora para determinar las
frecuencias naturales y las formas modales asociadas. Se realizaron estudios de convergencia que
permiten concluir que la formulacién del macro elemento finito obtenido produce soluciones estables
y convergentes.
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1 INTRODUCCION

En el presente articulo se expone el desarrollo de un elemento finito jerarquico para placas.
El mismo se basa en la utilizacion de funciones de forma clasicas, enriquecidas con la
incorporacion de polinomios ortogonales de Gram-Schmidt. La metodologia se desarrolla y se
aplica al estudio de la vibracion libre de placas isotropas, homogéneas, elasticas y de espesor
uniforme. El programa desarrollado permite trabajar con placas cuadrilateras, de cualquier
forma, ya que incluye el mapeo de espacios, y determinar las frecuencias naturales y formas
modales asociadas. Ademas se realizo un estudio de convergencia que permite concluir que la
formulacion del macro elemento finito obtenido produce soluciones estables y convergentes.

2 FORMULACION MATEMATICA

En general, el Método de los Elementos Finitos (MEF) puede considerarse como un caso
especial del Método de Rayleigh-Ritz. La principal diferencia radica en la seleccion de las
funciones admisibles usadas en las series que aproximan la solucion. Normalmente, la
estructura se divide en un nimero de sub-dominios mas pequefios, llamados elementos finitos.
Asi, la solucion se aproxima por funciones (polinomios) localmente admisibles.

La precision de la solucion puede ser mejorada de dos maneras. La primera, y mas comun,
es refinar la malla de elementos finitos, manteniendo el mismo grado de los elementos usados.
Esta forma es conocida como la version clésica o version-h del MEF. La segunda forma
consiste en fijar un tamafio de malla e incrementar el grado de las funciones polindmicas de
aproximacion. Este enfoque se conoce como version-p del MEF, o Método de los Elementos
Finitos Jerarquicos.

Mas recientemente, una version hibrida, llamada version h-p, ha sido desarrollada mediante
la union de los dos conceptos previos. En esta idea se basa la formulacion que se presenta en
este articulo. Con este fin, los primeros cuatro modos de desplazamiento ctbicos usados en la
version h se mantienen, mientras que los modos de orden mas alto (r > 4) se derivan de los
polinomios de Gram-Schmidt.

Asi, el campo de desplazamientos se define con los polinomios de Hermite y con
polinomios ortogonales para obtener un macro elemento finito jerarquico MEF hp.

Los polinomios ortogonales fueros usados ya por investigadores para analizar el
comportamiento mecanico de diferentes tipos de placas. Su uso en el estudio de placas es muy
satisfactorio, como ha sido demostrado en distintos trabajos (Nallim et al., 2003; Nallim et al.,
2005; Nallim y Oller, 2008) donde los procedimientos presentan una rapida convergencia a la
solucion, practicamente sin oscilaciones.

2.1 Polinomios ortogonales

Los polinomios de Gram-Schmidt que se usan, se generan utilizando un polinomio base,
que satisface las condiciones de contorno geométricas correspondientes a una viga
biempotrada. Asi, si se utiliza como sistema de referencia las coordenadas naturales &,77, el

primero de estos polinomios para la direccion ¢ resulta:

ps (&) =1-2¢ +¢* (1)

El polinomio expresado por la Ec. (1) es el mas simple y de menor grado que satisface las
siguientes condiciones:
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Ps (£>|§:_1 = D5 (£>|§:1 =0,

ons ©)0e]__ =lows(e)j0e] _ =o0.

(2)

Los demas polinomios del conjunto {pi (¢ )} para i =6,...,N se generan utilizando el

procedimiento de ortogonalizacion de Gram-Schmidt:
p6(5):(E_B6)p5(f)? 3)
P (&) = (f - BA:)pk—l (&) - Cips (€)

donde:

Luego, los coeficientes de los polinomios son recalculados de manera que los polinomios
resulten ortonormales:

1

[ =1 4)
-1

Los polinomios correspondientes a la coordenada /7 se generan usando el mismo

procedimiento. En la Figura 1 se representan graficamente los polinomios de Hermite y en la
Figura 2 los de Gram-Schmidt para la coordenada natural ¢.

La generacion de estos polinomios con las formulas de recurrencia dadas por las Ecs. (3)
garantizan que todas las aproximaciones de orden mayor o igual que cinco tengan
desplazamiento y pendiente nulos en cada extremo del elemento. Esta caracteristica es
particularmente importante, ya que estos modos sélo contribuyen o aportan al campo de
desplazamiento interior del elemento y, por consiguiente, no afectan al desplazamiento a lo
largo del borde del mismo. Sin embargo, cuando cualquiera de estos modos se usa junto con
los de Hermite, éstos se sumaran a los grados de libertad a lo largo del borde del elemento.
Por lo tanto, se puede simular condiciones de borde clasicas y, para juntas internas, garantizar
que las interfaces elemento-elemento sean conformadas totalmente.

De acuerdo a lo expresado anteriormente, la componente del desplazamiento
correspondiente a la direccion z (perpendicular al plano de coordenadas naturales &,77) esta

dada por:
w = w, +w, (5)

donde w,; corresponde a la contribucién de la combinacion de los polinomios de Hermite, que

trabajan como funciones de forma (de soporte local) y w, es la parte de la componente del

p
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campo de desplazamientos que corresponde a la contribucion de los polinomios ortogonales
generados.

13,1, 1l 1l 1
Pl(f)_g 4{+45 Pz(ﬁt)—g 85 86 +8§(
L3 1n =t el e
pe)=2+56-¢ €)= g g ErgErgd
Figura 1: Polinomios de Hermite
ps(€) =1-26 +¢' pﬁ(f):(f‘Bs)ps(f)
12 (6) = (E - B7)p6 (6) - C7p5 (6) Pg (6) = (E - Bx)p7 (6) - Cxps (6)

10 10

/a{ /-\ 05
k] 0.5 05 05 - 05 } W

1.0 1,0

Py (6) = (E - Bo)px (6) = Cyp, (6) Pro (6) = (E - Blo)po (6) = C\ypy (E)

Figura 2: Polinomios de Gram-Schmidt
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A su vez, w, estd dada por:
4
wy, = w,(§n) = Ecszi (f)qg‘ (77) (6)
i=1

donde i son coordenadas generalizadas que, en este caso (por tratarse de una expresion que
vincula funciones de forma), tienen un significado asociado a los desplazamientos nodales y
sus correspondientes derivadas. Entonces, si se desarrolla la sumatoria expresada en la Ec. (6)
se puede escribir:

wy, (&) = wip1(§)pr (1) + 2wy, 1 (§)P2(n) + wypi (§)p3(n) + 2wy Py (E)pa(n) +
+2w; Py (§)p1(M) + 4wy ¢, 2 (E)P2 (M) + 2w, o (§)P3 (1) + 4wy ¢, 5 (E) P4 (m) +
Fwyps(§)pr(n) + 2wy, p3(§)pa (1) + wsps(§)p3(N) + 2w;,p3(§)py(N) +
+2w2,§P4<§)P1<77) + 4"”2,577]74 (©)pa(n) + 2wg ¢ py (©)ps(n) + 4w3,§np4(€)p4 (1)

Es decir, resulta claro y directo que las primeras combinaciones de las cuatro funciones que
provienen del MEF dan los aportes nodales para desplazamientos, derivadas primeras 0 / 9¢,

(7)

9/ dn y derivadas cruzadas 9% / 981 de los cuatro nodos de esquina (ver Figura 3)

A [7
4 1 3
& »
< »
1 1
1 -1 2
v

Figura 3: Elemento plano en coordenadas generalizadas

2.2 Geometria de la placa

La formulacion desarrollada puede aplicarse a una placa cuadrilatera de cualquier forma, de
lados rectos, isotropa, homogénea, elastica y de espesor uniforme, sujeta a pequefios
desplazamientos. En este caso, los movimientos de flexion y de membrana estan
desacoplados. La placa, como se dijo, tiene una forma arbitraria, que en coordenadas
cartesianas (x,y) representa un dominio R. Las expresiones analiticas correspondientes a
esta placa pueden ser expresadas en otras variables mediante el uso de una aplicacion que
transforma un dominio cuadrado R en el dominio R . El dominio R corresponde a la placa
de referencia o elemento generatriz y esta definido en sus coordenadas naturales por las
simples ecuaciones de su contorno £ =+1 y /7 =%1 (ver Figura 4). La aplicacion que realiza

la transformacion entre R y R (0olo que es equivalente, entre (x,y) y (&,/7)) esta dada por
(Zienkiewicz, 1980; Reddy, 1993):
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N (8)

donde (z;,y;),i = 1,...,4 son las coordenadas de las cuatro esquinas de la region cuadrilatera
R y N;(&n) son las funciones lineales de interpolacion o funciones de forma que definen la
geometria del elemento, y que estan dadas por:

N (em) = (14 )1+ ¢) ©)

donde ¢, y 77, son las coordenadas naturales de la i-ésima esquina.

Las expresiones (8) relacionan las coordenadas cartesianas (x,y) de un punto, con las
naturales (&,77). Dicha relacion debe ser biunivoca, para lo cual debe cumplirse que el
determinante de la matriz Jacobiano de la transformacion de coordenadas zy — &n (dicha

matriz se define mas adelante) sea de signo constante en todos los puntos del dominio
transformado.

dR = |J|d¢ dn

X

Figura 4: Transformacion de espacios. A la derecha: placa real. A la izquierda: placa de referencia

2.3 Operadores para la transformacion de espacios

El objetivo de la transformacion de espacios es aplicar la metodologia en la placa cuadrada
de referencia. Para ello, es necesario escribir todas las derivadas que apareceran mas adelante
en las expresiones de energia de deformacion y energia cinética, en las coordenadas naturales
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(é,n), que son las variables en las que se resuelve el problema. Para esto se aplica

sucesivamente la regla de derivacion de funciones compuestas:
dw _dwdz  dwdy
0§  0x 06 0Oy 0§
ow_0wos ooy
on  Ox On Oy On

(10)

Oow dz Jy|[ow ow
oc| |oc o¢||ox o1

— — 11
ow| " |0z ay||ow| ™| ow o
on on On|l 0y 0y

donde J es la matriz jacobiana y sus elementos son:

J_ I I B inNi,f ZyiNﬁ,& (12)
Ty Iy $¢N¢7n ZyiNi,n

Entonces las derivadas en las coordenadas del espacio real se obtienen invirtiendo la matriz
jacobiana:

ow dwl | In _Jn|[dw
J J
ox| _ a|og| | BTl e -
ow Owl | Ty Iy ||Ow
Jy an 3 3] [19n

donde |J| es el determinante del Jacobiano de la transformacion de coordenadas naturales a

cartesianas y su expresion es:

o oy
o0& 0¢
— 14
] o oy (14)
on  On

Al aplicar nuevamente la regla de derivacion de funciones compuestas a las funciones
definidas en las Ecs. (10) resulta, en forma matricial:

0w [%]2 [@]2 2010y a2, [0% 0%
oe2 | |lo¢) ¢ ok |5z | o 0 |19y
& w [@]2 [@]Z L2000y || Qw | | 9% &y |os as)
o’ on)  \on on n oy | | a2 oy ||ow
Pw| |0xdx dyoy drdy  0xdy|| Pw| | o 9%y |l
otdn| |0 0n OE Oy 0L Oy On OE||0xdy| |0cdn Otdn

Si se adopta la matriz:
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S
¢ ¢ a¢ o€

2 2
5 5 Iy I 271591
3, = dz| |9y 0020y | _ 2R 27,J,, (16)
on on dn on

Ox 0z Oy ody Oz dy Oz dy Tudor il T1idas T

060y O om0y On o€

Entonces la ecuacion matricial (15) se reduce a:

o Puw| |z Py

o¢* o027 | |08 9€ |[ow

O*w O*w o’z 9%y .

— | =J 17
of |~ o | T o on? ||ow (a7
O*w O*w *x 9%y y

0&0n 0z0y 0&0n  0&0n

De las ecuaciones (13) y (17) se deduce que las derivadas segundas de la funcion w con
respecto a las coordenadas cartesianas (z,y) estan relacionadas con sus derivadas respecto a

las coordenadas naturales (&,7) por:

9w O*w %z 0%y
0a” 0 | 108 0 |[ Ty Ipllow
2 B 2 2 2 J J o
Tol (g, 2u|-|2e o) M1 VIfoe (18)
dy on on o || Iy Iy ||0w
*w 0w o’z %y 7] Il |1 on
0xdy 0&0n| |0€0n 0&0n
donde la inversa de J,estd dada por:
2 2
J22 J12 —2J 12‘]22
-1 1 2 2
(‘]2> - W I I —2J14Jy (19)
_J21‘]22 _‘]11‘]12 J11J22 + J12‘]21

Si se reemplaza la Ec. (19) en la Ec. (18), operando se obtiene:
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0w
9.2 2 2
gf J22 J12 _2‘]12‘]22
w ]_ ) 2
0_112 = W Io1 I —2J,Jy, X
9w _‘]21‘]22 _‘]11‘]12 ‘]11‘]22 + J12J21
0zxdy
o2 5 5 (20)
w w w
PN Joodoo = I | —+ =S, Sy I, | —
3§2 ( 11,¢Y22 12,€ 21) Py ( 11,6712 12,6 11) an
0w 1 ow ow
8_772 - m (‘]21,77‘]22 - J22,77‘]21)0_§ + (_J21,77J12 + J22,77J11)8_n
9w ow ow
J, I, —J J | —+-T, J,+J, .S | —
D€ ( 11,7 22 22,¢ 21) ¢ ( 11,5712 22,¢ 11) an
donde:
O’ O’r O’
02 T ‘]11757 .2 — Yoryp - ‘]11,7;7
¢ on o0n on
Py, dy_, P
a§2 Y120 87]2 Y220 ({95877 U226
De la ecuacion matricial (20) resulta:
0w B 0w o+ 0w o 0w ol 4+
oz 9¢> ot t ogon ° 22)
ow N /o N ow, , ’ ! Al ! ol
+ 8_5 (O/IOZI + 0/2()[2 + 0/30[3) + a_rr/<a1ﬁ1 + a2/82 + a3/83)
2 2 2 2
=Sl Sy - Oy
oy~ 0§ on &0
ow ow 23)
+ a_é-(bllall + bQIOZQI + béol3l) + 8_77(b1//81/ + béﬁQl + b§/83l)
d*w Pw , 0w , Fw ,
0 =024 T 53GhT €3~
x0y o0& on 0&0n (24)
ow ow
_ 8_§(c1’a1' + chay + céaé) — a—n(cl'ﬁl' + 58y + cgﬁé)
donde:
2 2
- e M
| J| J|
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2 2

/:i /:i /:2‘]11‘]21

1 20 Y2 2 3 2

J] |J] J]
r_ ‘]21J22 o = J11J12 o = ‘]11‘]22 + ‘]12J21
1 2 2 2 3 2
|J] |J] J|

;o _‘]11,§J22 + J12,§J21 ;o _‘]21777‘]22 + J227n‘]21 r ‘]11777‘]22 o J22,§J21

& = Gy = o Gy =
|J] |J] 7]

ﬁl _ J1175‘]12 - ‘]12,5‘]11 B, _ J21,77‘]12 - ‘]22,77‘]11 5/ _ _J11,77‘]12 + ‘]22,5‘]11

' |J] L |J] C |J]

Finalmente, las Ecs. (22), (23) y (24) se pueden escribir matricialmente de la siguiente
manera:

O*w 32_’11)

92% o¢? dw

Fw | 14w 0w @71 06

o |1 5 | 7o aw @
O*w 0w an

0xdy 0&0n

donde {Op(l)} y {Op@)] son los operadores que permiten realizar la transformacién de

espacios y estan dados por:

3 3
Zaz/a7l Zai,ﬂ z/
a, a2' —Gé i=1 i=1
3 3
o= 5 b by, 0pP] =] o6l S0l (26)
—c, —c) cy Z:; Z:;
_Z C/Oéz/ _Z Cilﬂ z/
=1 =1

Por otra parte, de la teoria de funciones de varias variables, se sabe que el diferencial de
area en coordenadas naturales esta dado por:

dx dy = |J| d&dn (27)

3 MATRIZ DE RIGIDEZ

Para determinar las frecuencias de vibracion libre, el primer paso consiste en encontrar las
matrices de masa y de rigidez de la placa, considerando un solo elemento de dimensiones
generales. Sea la placa delgada, cuadrilatera, de espesor h, mostrada en la Figura 4 izquierda,
cuyo dominio en el plano resulta limitado por las rectas que unen sus esquinas consecutivas.
La placa se define con las coordenadas (x,y)de sus cuatro esquinas. Asumiendo validas las
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hipotesis de Kirchhoff para placas delgadas, el campo de desplazamientos esta dado por:

u=—z0w/0x
v=—z0w/dy

donde w,v son las componentes de desplazamiento en el plano y w es el desplazamiento

transversal, el cual coincide con los desplazamientos transversales de los puntos ubicados en
el plano medio (w; ).

De acuerdo a las componentes del campo de desplazamiento dadas por las Ecs. (28), se
obtienen las siguientes componentes de deformacion:

e, = 0u )0z = —20*w | 0z”
g, =0v/0y = —20%w | dy*

Yy = Ou /0y +0v/0r = —220%w | D20y (29)

Teniendo en cuenta las hipotesis establecidas, la ecuacion constitutiva que se considera
viene dada por:

E vE
2 2 0
1-v") (1-v7) -
I | EBv E 0 ;
Y (1 . V2 ) (1 _ V2 ) Y
T v
zy E Ty
0 0 SR
(1+4v) (30)
donde E es el modulo elastico del material y v el coeficiente de Poisson.
La energia de deformacion esta dada por:
1
U= Efff (0,6, + 0,8, + TV )V
o (3D

donde V}, es el volumen del elemento placa.

Si se reemplaza en la Ec. (31) la correspondiente relacion constitutiva dada por la Ec. (30)
y las expresiones de las deformaciones especificas dadas por las Ecs. (29), se obtiene la
clasica expresion de la energia de deformacion de una placa delgada isétropa:

U:%fAf +2D(1—y)[32w]ldA (32)

0xdy
donde A es el area correspondiente al dominio en el plano del elemento placa, que al tratarse
E
=z,
(-0
Reemplazando la Ec. (25) en la expresion de la energia de deformacion, dada por la Ec.
(32), resulta entonces:

D 82_11)2 +2VD82w 0w LD O*w
oz oz 8y° oy

como un unico macro elemento, coincide con el de la placa total, y D =
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11 9 \2 2 \2 2 2 20
1
:_ff[aq: 81;)]52 81;)8120 +[8 ]S+
2 < 19 on 0&” On 0&0n
2 2 2 2 2
Po dw g Su e Fudug  Pudug
0&” 0&0n don~ 0&on 0&" 0§ an” on (33)
+_82w8_w5 +_82w8_w5 _|__82w 8_11)5 _|__82w 8_11)5 +
o¢% om0 on® 0¢ 10 9tom o M 9gom on 12
2
ow ow ow 8w
+{—1 5., + S +— Jldéd
[8&] 13 [37]] 14 858 S5 |l d€ dn
donde:
Sy (57 ) 11“1 + D2251 + 2D12“1bl + 4D66cl (34)
Sy (&m) = Dyyay? + Dyoby? + 2Dyya5b) + 4Dgges” (35)
Sy (57 77) = 2D11a1'a§ + 2D22bllbzl + 2D, (bl’aé + bzlall> + 8D660110£ (36)
Sy (5777) = Dn“éz + D22b?/,2 + 2D12“§,b?/, + 4D660§2 (37)
S5 (&) = —2Dyya3a{ — 2Dy,bib| — 2Dy, (blaj + bja) ) — 8 Dgechey (38)
Se (fﬂ]) = —2D11aéa§ - 2D2Qb:§b2 2Dy, (b3a2 + b2a3) 8D66‘3§Cé (39)
3 3 3 3
S:(&n) =2Dya)y aja] +2Dybl Y “blo) + 2D, [a{ > obla) + by aje|+
i=1 i=1 i=1 i=1
) (40)
+8Dggey Z cia
i=1
3 3 . 3 3
S (&n) = 2D11a§2ai'@' + 2D2252/Zb¢/@ +2Dy, [aézbilﬁil + 52/2 a;B; |+
i=1 i=1 i=1 i=1
; (41)
+8 D¢ Z e
i=1
3 3 ) 3 . 3
Sy (&m) = 2D11a1’2a£@’ + 2D22b1lz biB; + 2D, [allzbilﬂi + bllz a; 3] |+
i=1 i=1 i=1 i=1
(42)

3
+ 8D66CIIZ i3]
=1
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3 3 3 3
Si0(&m) =2Dy1a5> " aja] +2Dyby > “blar] + 2D, [agz b, + by aley |+
i1 i=1 i=1 i1 43
5 (43)
+8D66C£Z cia;
i—1
3 3 3 3
Sy (&m) =— 2D11a§2 ajo — 2D22b?’,2 bla) — 2D, [aéZ bla) + béz a{oz;] —
i—1 i—1 i—1 =1 44
; (44)
_8D66C§ Z Cilaz(
i—1
3 3 ) 3 , 3
S (5777) = —2D11a§2ai’ﬂi’ - 2D22b3'2b7;'@ — 2D, [“ézbi/@: %ézaéﬂ{] -
i1 i1 =1 =1 45
5 (45)
—8D660§Z Ci/ﬂil
=1
3 2 3 2 3 3
s (6) = Dy [2 olod| & D [So0a| + 20,3 ol el +
i—1 i—1 -1 =1
, ) (46)
+4Dgg [Z ‘37/047{]
i—1
3 2 3 ) 2 3 \3
Sy (&m) =Dy, [Z a;B;| + Dyy Z biB; | 42D, Z b/; Z a; 0] +
i—1 i—1 =1 =1
\ ) (47)
+4Dygg [Z c;@.’]
i—1
3 3 3 3 /
515 (5777) = 2D112ai/04£2 a’z(ﬂi/ + QDZQsz/az/sz/ﬂz +
i—1 i—1 -1 =1 (48)

3 3 3 3 3 3
12D, [zb;ﬁxza;a; Sl 8D S S e
=1 =1 =1 =1 =1 =1

El campo de desplazamientos del elemento puede ser representado aproximadamente por
una serie finita de M modos en la direccion £, y N modos en la direccion 7 :

w(&,n) = Z Z Cszz‘(g)q]‘ (n) (49)

O bien, en forma matricial:

w(&,n) =[N (&n)]{cy (50)
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donde [N(&,m)] es el vector fila de las funciones de forma, dado por:

[N(fa 77)} = [p1Q1 y D192, 14935 D144 P195,---5 P14 N »
P2q15 P2dos Poqss Podys Poqss---5 Pod s

(51)
P34y, P34, P393, P34 P3dss---5 P3dNs---»
pMQlapMQZapMQiﬁapM(MapMQSa'“apMQN}
y:
_ r 2
{er = {011761270137--'7ClNa021762276237-'-7C2Nachch27CM37"-7CMN }(M><N)><1 (52)
con:
i,j=1..4 polinomios cubicos de Hermite
Pi =P (5)’%’ =9 (77) i,j>4 polinomios de Gram-Schmidt

A partir de la expresion clasica de la energia de deformacion dada por la Ec. (33) y las Ecs.
(51) y (52), se obtiene la matriz de rigidez del elemento:

2 2
621\7 9°N,, O°N 9°N
_* { }T fn &n S+ i &n i S, +
2 2 2 2 2 2
0 an 0 an r 0°Ng, O°Ng, N 0°Ng, ONg, S 4 0°Ng, ONg, s
o¢> agom 0 on® octom T o o T ot on ° (53)
2 2 2 2
O°Ng, ONy, O°N¢, ONy, O°Ng, 0Ny, O°N¢, ONy, N
o oan 0 o> oac T acon o TV o on P
AN, Y ON ON,, ON,
&n &n &n &n
—| S S Sy |[J|d€dn{cy
+[ o€ ] 13"’[ an ] 1t 2 on 15 || d€ dn e
De la Ec. (53), la matriz de rigidez del elemento resulta de la siguiente expresion:
1 1](q2 2 2 2 2)7 2
0°N 8 0°N, 0°N 0°N
[KE]— ff 577 2 52 2§U 2§TI S + 54
-1-1 on o¢ on 353
9’N,, 0°N, 9°N,, 0N, 9°N,, ON, 9°N,, ON,
+ 2577 én L+ 2577 &n o+ 2577 én 4 2577 én Sy +
o0&~ 0&n on~ 0&n o0& o€ on on (54)

2 2 2 2
8NE77 8N£n +8N£n 8N£n +8N£n 8N£n +8N£778 &n +
¢t ong an2 oc 0" ocon o¢ M agon on TP

ON, Y ON ON, ON
+ &n 513 5 514 &n 577 515
o0& on o0& On

|| d€ dn

4 MATRIZ DE MASA

La matriz de masa del elemento se obtiene a partir de la expresion de la energia cinética,
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que en coordenadas cartesianas (x,y) esta dada por:

1 oW Y
T _ngfph[W] dwdy (55)

donde W = wsen (wt). Esta expresion reemplazada en la ecuacion (55) permite encontrar la
energia cinética maxima correspondiente a un ciclo vibratorio, dada por:

_ 1 2 2
T = 2phu) j;lfw dxdy (56)

T

N,,

N,,

1
T :§{c}T dxdy [{c} (57)

pthf

De manera analoga a lo desarrollado para la matriz de rigidez, la matriz de masa en
coordenadas naturales, se obtiene a partir de la Ec. (57) como:

[M*] = ph]‘]‘[Ngn]T [N, Hgdn|J| (58)

—-1-1

5 PROBLEMA DE AUTOVALORES

A partir de las matrices de masa (Ec. (58)) y rigidez (Ec. (54)), se obtienen las frecuencias
naturales de vibracion libre, mediante la sustitucion en la ecuacion de Lagrange:

{[KE]_W2 [ME]}{%‘}:O (59)

En correspondencia con cada autovalor w? se tienen los autovectores {cij}. El movimiento
de cualquier punto (&,77) del elemento, puede ser calculado sustituyendo el autovector
apropiado junto con las funciones de forma asociadas p; (i =1,...,M) y ¢;(j=1...,N) en

la ecuacion (49). Asi, se puede graficar la superficie deformada del elemento.

6 ESTUDIO DE CONVERGENCIA

La formulacion obtenida fue implementada en un programa de computadora. Para analizar
la confiabilidad de la metodologia implementada, se realiza a continuacion un estudio de
convergencia y verificacion de las frecuencias naturales de vibracion de dos placas de
geometrias distintas, una cuadrada y otra trapezoidal, ambas con apoyos puntuales en sus
cuatro esquinas (ver Figura 5).

El estudio de convergencia se lleva a cabo incrementando el nimero de términos
correspondiente a los polinomios de Gram-Schmidt utilizados para enriquecer la funcioén de
aproximacion.
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(4) (3) (4)

\ (3)

oV
.

(D (2) 88) (2)

Figura 5: Placas con a=1 para estudio de convergencia

En Figura 6 y Figura 7 se muestran los graficos correspondientes a los valores de las tres
primeras frecuencias de la placa cuadrada y de la placa trapezoidal respectivamente, en
funciéon de la cantidad de polinomios de Gram-Schmidt usados para determinarlas. En los
mismos se observa la convergencia y a partir de esto se establece el numero de polinomios
requeridos para una buena aproximacion.

En la Tabla 1 se resumen los valores obtenidos para las cuatro primeras frecuencias de la
placa cuadrada, usando desde un polinomio de Gram-Schmidt hasta seis, y se muestran los
valores de referencia (Blevins, 1993).

Se puede observar que a partir del uso de tres polinomios, las frecuencias correspondientes
tienden a estabilizarse, observandose ademas convergencia estable y sin oscilaciones. Por lo
tanto se puede concluir que el uso de cuatro polinomios de Gram-Schmidt produce muy
buenos resultados.

N° polinomios | Frecuencia 1 Frecuencia2 | Frecuencia3 | Frecuencia 4
1 7,111799040 | 16,015934980 | 16,015934980 | 19,725696033
2 7,111799040 | 15,771568309 | 15,771568309 | 19,725696033
3 7,110934975 | 15,770464446 | 15,770464446 | 19,596270121
4 7,110934975 | 15,770314022 | 15,770314022 | 19,596270121
5 7,110891519 | 15,770265288 | 15,770265288 | 19,596137892
Valor 7,12 15,8 15,8
referencia

. . . [on
Tabla 1: Valores de los cuatro primeros coeficientes de frecuencias Q = wa’ o de placa cuadrada apoyada en
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En el caso de la placa trapezoidal, los resultados son los que muestra la Tabla 2:

N° polinomios Frecuencia 1 Frecuencia 2 Frecuencia 3
1 7,753119271 16,316619628 20,560814687
2 7,739953370 16,020258148 20,326099701
3 7,738827873 16,009042506 20,305469797
4 7,738388750 16,007996268 20,304515873
5 7,738252166 16,007849950 20,304057988

Tabla 2: Valores de los tres primeros coeficientes de frecuencias Q = wa’ / %h de placa trapezoidal apoyada en

sus esquinas

Frecuencia 1 Frecuencia 2 - Frecuencia 3 Frecuencia 4
7,40 16,10 19,80
7,30 16,00 19,70 X
7,20 15,90 N\ 19,60 \ -
7,10 * * * 15,80 \} L 19,50
7,00 T T T 15,70 . . T 19,40 T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Figura 6: Valor de los coeficientes de frecuencia 2, , €2, y €2, en funcion de la cantidad de polinomios de placa

cuadrada
Frecuencia | Frecuencia 2 Frecuencia 3
8,00 16,40 20,60
7,90 16,30 \ 20,50
16,20 AN

7,80 1610 \ 20,40 N

—————o———o— >
7,70 16,00 L 20,30
7,60 : : : 15,90 T T T 20,20 . . .

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Figura 7: Valor de los coeficientes de frecuencia 2, €2, y €2, en funcién de la cantidad de polinomios de placa

trapezoidal

7 RESULTADOS NUMERICOS

Se presentan a continuacion las frecuencias naturales y las formas modales y las lineas
modales asociadas, correspondientes a la placa que se muestra en la Figura 8, con apoyos
puntuales en sus cuatro esquinas, obtenidas formulando esta placa como macro elemento. Los
resultados se lograron usando los cuatro polinomios de Hermite mas cuatro polinomios de
Gram-Schmidt.
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a/3 a/2 _ a/6

SH |

) 2)

Figura 8: Placa cuadrilatera con apoyos puntuales en sus cuatro esquinas. a=1 b=0.5

Los valores de los tres primeros coeficientes de frecuencia para esta placa son los que se
resumen en Tabla 3:

Frecuencia 1 Frecuencia 2 Frecuencia 3
14,9622432189 36,7040088409 59,6808134212

Tabla 3: Valores de los tres primeros coeficientes de frecuencias Q = wa’ / %h de placa trapezoidal de Figura 8

Las formas modales y las lineas modales asociadas se muestran en Figura 9, Figura 10 y
Figura 11.

Figura 9: Forma modal y lineas modales asociadas a Q,
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Figura 10: Forma modal y lineas modales asociadas a Q,

Figura 11: Forma modal y lineas modales asociadas a Q,

8 CONCLUSIONES

En este articulo se ha mostrado la primera etapa correspondiente al desarrollo, formulacion
e implementacion computacional de un elemento de lamina enriquecido para su posterior
incorporacion en un programa global de elementos finitos. Se ha formulado el elemento
particularizado para su aplicacion a placas isotropas delgadas y se ha demostrado, a través de
ejemplos correspondientes a vibraciones libres, que produce muy buenos resultados. La etapa
siguiente serd la extension de la formulacién presentada para la obtencion de elementos
enriquecidos que puedan aplicarse a materiales compuestos laminados.

Los elementos individuales aqui desarrollados no pueden ser meramente superpuestos para
armar una matriz de rigidez global. Debe prestarse atencion a la estructura interna de cada

elemento en la matriz de rigidez. Cada fila y columna de la matriz [K £ ] corresponden a un
determinado grado de libertad ¢;. El primer paso en un proceso de ensamblaje sera separar
estos grados de libertad en nodales (N), de borde (B) y puramente internos (I), y luego
reordenar las correspondientes entradas en los elementos de la matriz de rigidez para llegar a
(Bardell et al. 1996):
[NN] [NB] [M]
k" ]=|[BN] [BB] [BI]
[IN] [B] [1]
Las distintas condiciones de contorno deben ser aplicadas a la placa ensamblada,

simplemente eliminando de las matrices de rigidez global [K] y masa global [M] las filas y
columnas que corresponden a los grados de libertad asociados con un lado simplemente
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apoyado, empotrado o libre, o un nodo con apoyo simple. Esto brinda notoria flexibilidad en
su uso, y permite usar un macro elemento simple apropiado.
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