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Resumen: En el presente articulo se realiza una completa revision de los conceptos de la teoria de
Mecénica de Fractura Fractal Discreta. El objetivo del trabajo se centra en la comprension de los
efectos de la fractalidad de una fisura, mediante la obtencion de los factores de intensidad de tensiones
del modo I de fractura. Se analiza ademas la capacidad de la teoria de explicar cualitativamente al
fenomeno de transicion Mirror-Mist-Hackle y se presentan comparaciones de la mencionada teoria con
soluciones analiticas y estudios numéricos para casos clasicos de la mecanica de fractura.
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1 INTRODUCCION

La teoria de Mecdnica de Fractura Fractal Discreta (DFFM, por sus siglas en inglés),
propuesta por Wnuk y Yavari (2007) y basada en sus anteriores trabajos (Yavari, 2001;
Yavari et al., 2002; Wnuk y Yavari, 2003; Wnuk y Yavari, 2005) es un modelo generalizado
que engloba los conceptos de dos diferentes enfoques de la Mecanica de Fracturas: la teoria
clasica introducida por Griffith (1921) —con su extension denominada Mecdanica de Fractura
Elastica Lineal (LEFM)-y la llamada Mecanica de Fractura Cuantizada (QFM), introducida
por Pugno y Ruoff (2004) y Pugno (2006).

A modo introductorio, en los capitulos 2 y 3 se desarrollan estas dos teorias madre en
forma resumida para luego desembocar en la nueva concepcion fractal de fractura, cuyos
conceptos son analizados en los capitulos 4 y 5.

2 MECANICA DE FRACTURA ELASTICA LINEAL (LEFM)

La teoria clasica lineal de mecanica de fracturas, cuyo aporte seminal fue realizado por
Griffith (1921), postula que la fractura fragil ocurre como resultado de una competencia entre
la energia de deformacion liberada y la energia de superficie requerida para crear nuevas
superficies de fractura. Esta teoria predice que, para cierta longitud de la fisura, existe una
unica tension critica por encima de la cual la fisura se propaga y por debajo de la cual se
mantiene en equilibrio.

El criterio de falla energético en la LEFM puede establecerse de varias formas
matematicas equivalentes. Se considera aqui la energia potencial total de un cuerpo elastico
con fisura sujeto a cargas externas, que puede ser escrita de la siguiente manera

I, (o,0)=I(c,0)+S(1), (D)

donde ¢ y ¢ representan la tension aplicada en las lejanias de la fisura y la longitud de fisura
(igual a 2a para la fisura de Griffith, ver Figura 1), respectivamente.

rrrrrrrrrtae
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Figura 1: Fisura en una placa infinita (fisura de Griffith).

El término S(¢) corresponde a la energia de superficie y representa una medida de la
resistencia del material a la extension de la fisura. Esta energia de superficie es proporcional
al area A({) de las nuevas superficies creadas y fue definida por Griffith como
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S(£)=24(0)y, )

siendo la energia especifica de fractura y independiente de la longitud de la fisura y, por lo
tanto, considerada como propiedad del material. Como se indicara en parrafos subsiguientes, y
puede depender de aspectos de la fisura, aunque en el tratamiento de la LEFM se la considere
independiente.

El término I(o, €) de la ecuacion (1) es la energia potencial disponible para la fractura, es
decir, la diferencia entre el trabajo de las fuerzas externas y la energia de deformacion.
Consideremos entonces una fisura bidimensional rodeada en su extremo por una trayectoria I
que encierra un area 2, como se muestra en la Figura 2.

Figura 2: Extension virtual de la fisura para la definicion de la energia potencial.

Bajo condiciones cuasi-estaticas y en ausencia de fuerzas por unidad de volumen (se
considera despreciable el peso de la placa), la energia potencial del sistema consistente en un
cuerpo elastico cargado por cargas de traccidon #;, conteniendo una fisura se escribe como
(Saouma, 2004)

M(o,t)= % [o,6,d0-[tudr, (3)
Q r

donde o; y &; son los tensores de tension y de deformacion de Cauchy, respectivamente y u;
es el vector de desplazamiento asociado al vector de tracciones ¢,.

Para el caso de una placa bidimensional que contiene una fisura orientada
perpendicularmente con respecto a las tensiones o aplicadas en las lejanias de la misma (ver
Figura 1), Griffith (1921) calculé ambos términos del lado derecho de la ecuacion (1), siendo

ro’a’
=- : 4
E' )
S =4ay, Q)

donde E’ es igual al Médulo de Young E para el caso de tension plana e igual a E/(1 — V)
para el caso de deformacion plana y v es el coeficiente de Poisson.

Griffith postula que, en el punto de fractura incipiente, la energia potencial total IT,,, del
cuerpo alcanza un valor estacionario. Por ello, derivando la expresion (1) con respecto a la
longitud de fisura, se obtiene

drl  dS
=2 oG =2y, 6
TR T (6)
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donde se introduce la tasa critica de disipacion de energia G..
Ahora, teniendo en cuenta las expresiones (4) y (5), que df = 2da y que en el momento de

fractura incipiente es o = o2 se puede escribir

crit

an_ x(ot) a

da =- E ) (7)
ds
= _4a. 8
e (8)

Igualando las expresiones (7) y (8) por lo expuesto en la expresion (6), resulta una
prediccion para la tension de falla

crit

wa

2F"
LEFM _ V4 )

Utilizando la notacidén contemporanea, se puede reescribir la ecuacion anterior como

K
oM = 2 (10)
cri \/E

donde el factor critico de intensidad de tensiones K. es una propiedad del material (constante
de mayor utilizaciéon en la actualidad que y) que puede obtenerse mediante ensayos
experimentales. En el caso de que la tension aplicada no alcance el valor requerido para
fractura incipiente, de la (10) se define el factor de intensidad de tensiones para la placa de
Griffith como

K =ora. (11)

Una magnitud fundamental en mecanica de fractura es la tasa de disipacion de energia G.
Combinando las ecuaciones (6) y (9) se puede escribir

ot = [ (12
wa

Igualando con (10), se puede expresar la tasa critica de disipacion de energia G. como

2
2 LEFM
K ( Gcrit za

G =te=12 17 13
‘T E E' (13)

Para tensiones inferiores a la tension critica, se define la tasa de disipacion de energia, G de la
siguiente manera

2 2
_K :aﬁa. (14)

G=—_
E' E'

3 MECANICA DE FRACTURA CUANTIZADA (QFM)

La manera fundamental en la que la QFM se aparta del tratamiento clasico consiste en un
cambio en la nocion de “extension de la fisura”. Para la LEFM la extension de la fisura es
tratada como infinitesimal, da, mientras que para la QFM dicha magnitud se reemplaza con
una forma de propagacién que involucra un incremento finito en la longitud de la fisura.
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Novozhilov (1969) sugirid6 que la naturaleza de propagacion de la fisura es discreta e
introdujo por primera vez el concepto de cuanto de fractura, ao. La constante ap es una
propiedad del material relacionada con la distancia interatomica y la fuerza intermolecular del
mismo. El nombre de Mecanica de Fractura Cuantizada (Quantized Fracture Mechanics, en
inglés) y la teoria en si misma se deben a los aportes de por Pugno y Ruoff (2004) y Pugno
(2006). Ellos reemplazan la ecuacién (6) por una expresion que intercambia los diferenciales
por diferencias finitas, es decir

- =2 15
Al dl (13)

Ahora, respetando el postulado de Griffith, la ecuacion (15) no es del todo correcta en
términos fisicos. Segin dicho postulado, la energia potencial total debe alcanzar un maximo
en el punto mismo de propagacion, pero

AaUHl‘()t _ I1,, (6 + Af) -1, (6)
A0 Al

dado que la energia potencial inmediatamente luego de la propagacion I, (£ + Af) a lo sumo
puede ser igual pero nunca puede ser mayor que dicha energia en el punto mismo de
propagacion I1,,, (€). Si por analogia con la ecuacion (1) se plantea que

<0, (16)

Aa H[Ul Aa H All S
0 =% 4N (17)
Al Al Al
mediante una combinacién con la (16) se obtiene
ATL A, S
L —+— <0, (18)
Al Al
0, lo que es lo mismo
AT AS
-———>——=_.. (19)
Al Al

Asi la ecuacion (19) —y no la (15)— es la analoga a la (6), correspondiente a la LEFM.

El siguiente paso sera encontrar una expresion correspondiente a la tension critica para la
teoria QFM. Si se hace referencia al caso bidimensional de Griffith (ver Figura 1), se tiene
que Af = 2Aa (dado que ¢ = 2a). Ahora, el paso discreto de propagacion de la fisura
corresponde a un cuanto de fractura, entonces 4a = ay y por lo tanto AL = 2ay. A partir de lo
planteado se redefine la expresion (4) de la energia potencial disponible para la fractura como

om0 ot )
E' E' 4F"

De la ecuacion (19) y teniendo en cuenta los célculos de Griffith para el caso de la Figura 1,
se puede expresar el factor critico de intensidad de tensiones G, como
2 2
<_A00H=H(£)—H(£+A€) 1 | 7o’(2a) +7z0'2(2a+2a0)

.Y Al 2a, 4E' 4E'

por lo que
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2
o [mﬂjz@. 1)
E' 2

La tension critica se define como la minima que satisface la inecuacion (21), es decir

oo o | EG _ K (22)
crit ao a 2
\/ﬂ(a+2J \/”(a+0j
2

siendo esta ultima la expresion de la teoria QFM andloga a la (10) de la LEFM. Es interesante
observar que, a diferencia de aquélla, la (22) predice una tension finita cuando la profundidad
de fisura tiende a cero, esto es, en ausencia de dafno. Asi se tiene

2

— limn O™ —

o,=lmo.," =K, |—. (23)
a—0 71'610

Es importante ver que la tension oy sigue siendo una tension critica (para una fisura

infinitamente pequena) y es tal que, al ser alcanzada en el material sin fisura, genera la

propagacion. Es asi que oy puede asociarse fisicamente con la tension intermolecular del

material. Teniendo en cuenta lo planteado, de la expresion (23) puede estimarse el tamafo del
cuanto de fractura ao como
2
a, = E(K" j . (24)
7\ o,

En principio, si las magnitudes K. y op pueden medirse en una cuidadosa prueba de
laboratorio, puede obtenerse el cuanto de fractura de la expresion (24). De todas formas, una
estimacion aproximada estd dada por ap ~ 12by, donde by es la distancia intermolecular del
material. Dado que, para la mayoria de los materiales solidos, by es del orden de 2:10"%m, el
cuanto de fractura en sélidos puede estimarse en aproximadamente 2.4nm.

4 MECANICA DE FRACTURA FRACTAL DISCRETA (DFFM)
4.1 Introduccion

Las superficies de fractura son usualmente irregulares y el tratamiento clasico de las
fisuras, donde se las modela como curvas o superficies suaves es, en el mejor de los casos,
una aproximacion. Mediante observaciones experimentales se ha determinado que la fractura
en solidos presenta superficies rugosas y que esta rugosidad evoluciona en el proceso de
propagacion de la fisura. Este fenomeno de transicién en la fractura se denomina efecto
Mirror-Mist-Hackle (Johnson y Holloway, 1966; Hull, 1999) y se ilustra brevemente en la
Figura 3 (Extraida de Johnson y Holloway, 1966). Como se observa, las superficies de
fractura reales son rugosas y aparentemente aleatorias. No obstante este grado de
irregularidad, los objetos rugosos suelen tener un cierto orden oculto a simple vista. Pareceria
entonces mucho mas apropiado modelar una fisura con geometria fractal, implicando
conjuntos irregulares pero con propiedades especificas en el escalamiento.

La teoria DFFM, introducida por Wnuk y Yavari (2007) propone un modelo generalizado
que contiene los conceptos de las teorias LEFM y QFM, agregando una importante
caracteristica de naturaleza geométrica: la fractalidad de las superficies de fractura. Esta
fractalidad es descripta por la dimension fractal del compas D¢ para fisuras fractales auto-
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similares y por el exponente H de rugosidad (o de Hurst) para fisuras fractales auto-
semejantes. Vale la pena hacer una aclaracion en este punto. En caso de considerarse la fisura
como un fractal auto-similar, todas las diferentes definiciones de dimension fractal producen
el mismo valor por lo que podria utilizarse cualquiera de ellas. Si la fisura es un fractal auto-
semejante (como un movimiento browniano escalar), el concepto de “dimension fractal” se
convierte en ambiguo y es necesario especificar de cudl se trata. La mdas apropiada para el
modelado de superficies fractales es la dimension del compas (ver Mandelbrot, 1985).

Hackle
Mist

Mirror

1
T o ©

Figura 3: Regiones Mirror, Mist y Hackle sobre una superficie de fractura en una varilla de vidrio de Smm de
diametro, ensayada a traccion uniaxial. La fisura se inicia en un pequefio defecto en la zona N, sobre la
superficie de la varilla. (a) Imagen de microscopio de la superficie de fractura mostrando una zona Mirror
aproximadamente elipsoidal, limitada por una delgada banda Mist que deviene en una gran zona Hackle. (b)
Geometria del espécimen ensayado mostrando la zona de fractura, normal al eje longitudinal. (c) Croquis de las
regiones Mirror, Mist y Hackle sobre la superficie de fractura.

4.2 Distribucion de tensiones en la zona de la punta de una fisura fractal

Se asume que la fisura fractal es una curva (o superficie) fractal y que se modela con un
unico fractal con dimensién del compas D¢ (o exponente de Hurst H). En un soélido
bidimensional con una fisura, los puntos extremos de la curva fractal representan las puntas
de fisura y el eje de la fisura se define como la linea que conecta esos puntos. En el caso de un
solido tridimensional, los filos de la fisura son curvas fractales con dimension entre 1y 2.

Segiin ha demostrado Mandelbrot (1985), la dimension del compds varia asintoticamente
con el exponente de Hurst con la forma D¢ = 1/H, por lo que ésta puede exceder el valor 2 (de
hecho puede adoptar valores arbitrariamente grandes). Suponiendo que la fisura, en tanto
entidad fisica, no tiene dimension fractal mas alla de 2, se establece

= Loz
H 2
D, = . (25)
2, 0<H<—
2
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Esto implica que la variacion de la dimension del compés serd tal cual la definicion de
Mandelbrot pero cumpliendo con la restriccion de que 1< D, <2.
Una grafica simple de la dimension del compés versus el exponente de Hurst puede verse

en la Figura 4. Alli se observa que las fisuras con exponente de Hurst menores que 2 se
comportan como si este valiera 5.

25

N
o
I

Dimension del Compés, D¢
[N
13
T
|

=
o
T

05 ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 08 10

Exponente de Hurst, H

Figura 4: Grafica de la variacion de la dimension del compas con respecto al exponente de Hurst.

Para el solido infinito R de la Figura 5a sujeto a un estado uniforme de tensiones en el
infinito o, la distribucidn de tensiones es uniforme en todos sus puntos. Si se considera ahora
la existencia de una fisura fractal, con longitud aparente 2a y dimension fractal D, la
distribucion es atn uniforme en casi todos los puntos, salvo en una region Q¢ alrededor de la
fisura. Existe un disco R tal que Q. < R, (ver Figura 5b).

(a) (b)

Figura 5: (a) Un solido infinito sin fisura, sujeto a una tension de traccion uniforme en el infinito. (b) Un sélido
infinito con una fisura fractal ubicada perpendicular a la tension aplicada, mostrando la zona afectada por la
fisura.
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Como se plantea en la teoria LEFM, la energia de superficie requerida para la propagacion
de fisuras suaves (no fractales) es proporcional a la longitud de las nuevas superficies creadas.
Esto quedd establecido para un sélido general en la ecuacion (2) y para una placa
bidimensional en la (5). Esta afirmacion asume implicitamente que la fisura, hablemos de un
solido bidimensional, es una curva rectificable. Debido a que los fractales son curvas no
rectificables, este criterio no puede ser utilizado ya que lleva a la conclusion de que las fisuras
fractales son imposibles pues la energia de superficie requerida para propagar la fisura fractal
es infinita, por mas pequefia que sea dicha propagacion. Borodich (1997) modificé el criterio
de Griffith para fisuras fractales definiendo una energia de superficie por unidad de medida
fractal. Asi, la energia de superficie requerida para propagar una fisura fractal sera

S=21y,m, (26)

donde ¢ es el espesor de la placa bidimensional, yr = yr(Dc) es la energia de superficie por
unidad de dimension fractal y m,, es la medida de division en el calculo de la dimension del

compas, proporcional a a” . Es importante notar que, a diferencia de lo expuesto para la
teoria LEFM, aqui la energia especifica de superficie yr no es Unicamente propiedad del
material sino también de la dimension fractal de la fisura: en general, es posible la existencia
de fisuras con distinta dimension fractal en el mismo material.

La dimension fractal D¢ es una medida de la irregularidad de un conjunto fractal. La
longitud real de la fisura fractal a es, por supuesto, mayor que su longitud nominal a

(Rigurosamente, la longitud real de la fisura fractal es infinita. El término a se refiere a las
longitudes de todas las curvas pre-fractales, es decir, de todas las colecciones de segmentos de
linea con longitud finita, generadas para numeros finitos de iteraciones). Bajo estas
condiciones, Yavari et al. (2002) proponen que a o< a™ y asi, en base a lo planteado en las
ecuaciones (25) y (26), postulan que:

IA

H<I1

D¢

Soca™ = (27)

S N

IN

H

IN

l.
2
Si se supone ahora que una de las puntas de la fisura de la Figura 5b (por ejemplo, la

derecha) experimenta una propagacion virtual infinitésima Ja, la energia de superficie
requerida para esta extension estara dada por

88 o 5(a™). (28)

La energia de deformacion del sistema mostrado en la Figura 5b puede escribirse de la
siguiente forma

= % [o,6,d4, (29)
R

que difiere en un término de la (3), correspondiente a la teoria LEFM, ya que el vector de
tensiones #; no esta definido en una superficie (o curva) fractal. EI cambio en la energia de
deformacion debido a la propagacion virtual de la fisura estard dado por
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1 1
=5 S0,dA= 5 | 0,04, (30)
R Re

porque la variacion es predominante en la zona R...

Un suceso importante en los estudios tedricos de mecénica de fractura fractal es el cambio
de orden en la singularidad de tension en la zona de la punta de la fisura. Para una “version
fractal” de la fisura de Griffith, la singularidad clasica o o« r % (donde  es la distancia a una
punta de la fisura, ver Figura 1) es reemplazada por una mas débil, dada por o oc ™ donde a
es un coeficiente que depende de la dimension fractal del compas D¢ y por lo tanto, del
exponente de Hurst, 4. Suponiendo que el material es isotropo, lineal y elastico se asumen,
en las cercanias de la punta de la fisura, las siguientes expresiones asintoticas para tensiones y
deformaciones

o, (r.0)=K/rf,(6), (31)

& (r,0)=K/r*C,,1,(6), (32)

donde K/ es el factor de intensidad de tensiones del modo I para la fisura fractal (cuya
dimension es [K/ ] = FL™?), Ciiues el tensor de elasticidad de cuarto orden y a = a(Dc) es el
coeficiente fractal. Las expresiones (31) y (32) son vélidas tnicamente en un disco Ry de

radio 5. Obviamente, rs = rs (o, D¢) por lo que, de acuerdo con el analisis dimensional, debe
Ser rg o< a.
El cambio en la energia de deformacion se da principalmente en Ry, por lo que en la

ecuacion (30) puede reemplazarse R, por R con un error insignificante. Asi

=5 %O'ljgijdA, (33)

mS
expresion que puede reescribirse como:
M ocry%r;“r; ca “a“a’ =a>>, (34)

debido a que, en la expresion (33), tanto ¢;; como ¢&; son proporcionales a 7,“ y a que de la

integracion en el 4rea se obtiene un factor proporcional a 7; .

De acuerdo con el criterio de Griffith, ya expuesto para la teoria LEFM, se tiene JI1 = 45,
por lo que de las expresiones (28) y (34) se obtiene a en términos de D¢

_2_Dc

a > 1<D.<2, (35)
para fisuras fractales auto-similares y también a en términos de H
211
o= 2H 2 . (36)
0, 0<H<—
2

si el fractal considerado para modelar la fisura es auto-semejante.
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Es interesante analizar los limites de la ecuacion (36), con la ayuda de la grafica presentada
en la Figura 6. Cuando la dimension del compés D¢ se acerca a 1, sucede que a se aproxima a
%y el coeficiente de Hurst A a 1. Esto es un caso limite, que corresponde a una fisura suave,
no fractal. El otro caso limite se obtiene cuando D¢ =2 o bien @ = 0 o, lo que es lo mismo, H
= (. Esta fisura es una curva fractal infinitamente irregular y representa un vacio
bidimensional llenando todo el plano, similar a una cavidad eliptica.

También es de gran importancia notar que para fisuras auto-semejantes, es decir con 0 < H <
72, se obtiene a = 0, por lo que la teoria DFFM predice tensiones finitas en la zona de la punta
de la fisura.

0.2 R

Exponente fractal, @

0.0 R

L L L L L L L L L L L L L L L L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Exponente de Hurst, H

Figura 6: Grafica de la variacion del exponente fractal, a, con respecto al exponente de Hurst, H.

En resumidas cuentas, para el modo I de fractura fractal se tendra, reemplazando (35) y
(36), respectivamente en (31), la siguiente distribucion tensional para fisuras auto-similares

De—2
o) (r.0)=K/r * f,(6,D.), (37)

y la siguiente distribucion para fisuras auto-semejantes
o) (r,0)=K/r?" f.(6,H). (38)

4.3 Factores de intensidad de tensiones para fisura fractal en una placa bidimensional

Teniendo en cuenta que los campos de tensiones planteados en (37) y (38) corresponden a
un problema elastico lineal al igual que sucede en la teoria LEFM, Yavari et al. (2002)

proponen que el factor fractal de intensidad de tensiones K] sea proporcional a la tension o

aplicada en la lejania de la fisura, es decir
K/ =o®(a,D,). (39)

La analogia con la expresion clasica de K; y un simple anélisis dimensional sugieren la
siguiente dependencia del factor fractal de intensidad de tensiones con respecto a los
parametros del problema
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K/ = y(D.)oNma™™™ = y(a)oNza™, (40)

Donde y(D¢) es una funcion desconocida tal que cumpla y(D¢ = 1) = 1. Es importante ver
que cuando D¢ se acerca a uno, la expresion (40) se transforma en la (11), que corresponde al
factor de intensidad de tensiones clasico.

AT I T oo

TMERNERRmES

Figura 7: Placa bidimensional con una fisura suave en el centro, sometida a una distribucion tensional normal
arbitraria en las lejanias de la fisura.

AT T o AT T Tt T o

TR e T

Figura 8: Método de fisura suave imaginaria. Una fisura fractal es reemplazada por una fisura suave con el
campo singular de tensiones de la fisura fractal.

Por otra parte, la expresion del factor de intensidad de tensiones para una placa
bidimensional conteniendo una fisura suave en el centro, sometida a una distribucion
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tensional normal cualquiera o (x) en las lejanias de la fisura, como se muestra en la Figura 7
estd dada por (ver Broek, 1982 y/o Perez Ipifia, 2004)

K, =— j“a(x){/“+x+ /a_x}dx. (41)
a *° a—x a+x

Para llevar la expresion (41) al caso general de fisura fractal evitando el proceso de
integracion sobre la curva fractal, Wnuk y Yavari, 2003 proponen un llamado “método de
fisura suave imaginaria”. Por este método, se asume que cuando el orden fractal de
singularidad o; o« r ™ se aplica a la fisura suave en lugar del clasico o;; o r 12 es decir,
cuando la fisura fractal es reemplazada por una fisura suave cuyo campo de tensiones sea el
correspondiente a la fisura fractal, se llega a una primera aproximacion de la solucion exacta
del factor fractal de intensidad de tensiones (ver Figura 8). Bajo estas consideraciones, la
generalizacion de la formula (41) conduce a

- [ o0 {“”T{“”T Y, (42)
(;za)“ 0 a—x a+x

~7 . : . .
donde K; representa el factor fractal de intensidad de tensiones obtenido como una
aproximacion basada en la validez del mérodo de fisura suave imaginaria. Mediante sencillas
operaciones matematicas, la (42) puede escribirse

(a—x)"+(a j x)“
(=)

Esta expresion representa el factor fractal de intensidad de tensiones del modo I de fractura,
con una precision de cierta constante multiplicativa C = C(a, a). Asi, de la (43)

1

(wa)”

K; =

jo“ o (x) dx. (43)

K-If _ C(a, a) Ia U(x) (a — x)zll + (a + x)2a " (44)
ra)” *°

( (az_xz)a

Esta igualdad debe ser andloga a aquélla presentada previamente en la ecuacion (40),
identificando la tension o (x) con la o de la (40). En la (40) debe ser que y(a = 1/2) = 1, para
que la teoria DFFM se ajuste a la LEFM y y(a = 0) = 2, para que en el caso de una fisura con
dimension fractal De = 2 la prediccion de la teoria sea un vacio de forma eliptica en el
material. Bajo estas condiciones, Wnuk y Yavari (2003) proponen el valor de la constante de
ajuste como

Cla.a) :[%j B (45)

siendo C(a =2, a) =1y Cla=0,a) = J7 /a. Combinando la expresion (45) con la (44) se
obtiene una mejor aproximacion del factor fractal de intensidad de tensiones del modo I de
fractura para una placa bidimensional con una fisura en el centro de la misma
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(a —x)za +(a +x)2“

(@)

Puede comprobarse facilmente que si @ = 1/2 y la tensidon es constante o(x) = o, la (46)

a-1
- a a
K/ = ot

dx. (46)

genera el clasico resultado K =o+v7a, que predice la LEFM. Si @ = 0, se obtiene
K/ = 207 , que representa una fisura que ha degenerado a un vacio bidimensional, es decir,

un agujero eliptico en la placa. Es importante notar que en este caso, el factor de intensidad de
tensiones puede asociarse al factor de concentracion de tensiones propuesto por Inglis en
1913 ( ver Saouma, 2004 o Pilkey, 1997) para un agujero eliptico en un medio infinito, es
decir: 1 + 2 (a / b), donde 2a y 2b y son los didametros principales de la elipse. La teoria

DFFM sugiere un factor NL A que se correspondera entonces a una relacion
alb=\m—-Y%=127.
Dada la simplificacion realizada al obtener la expresion de K/, esto es: suponer una fisura

suave con el campo singular de tensiones de la fisura fractal, es de esperarse que la (46) sea
mas precisa cuanto menor sea la dimension fractal, es decir, cuanto menos irregular sea la

fisura fractal. Las comparaciones entre valores de K/ para distintos @ carecen de sentido

fisico, dado que la dimensién (en términos del Anélisis Dimensional) de K/ cambia al variar
Q.

4.4 Tasa fractal de disipacion de energia

La tasa de disipacién de energia para el modelo DFFM debera ser, analogamente a lo
expuesto para la teoria LEFM, funcién de K/, Dcy E’. Los efectos de a y o se hallan

implicitos en K/ . De acuerdo al teorema de Buckingham, Yavari (2001) propone

r 2
(K[) , (47)

G’ = (D) B

donde ¥(D¢) es una cierta funcion escalar y G’ se define como la tasa de disipacion de energia
por unidad de medida de la dimension fractal del compds D¢. Su expresion es similar a la
(14), correspondiente a la LEFM, y recupera dicha tasa de disipaciéon de energia clasica
cuando Dc=1y¥(1)=1.

45 Tension critica de fractura fractal

Tanto la dimension fractal del compas como el exponente de Hurst representan un indice
de complejidad y no proveen informacién suficiente como para distinguir diferentes fisuras
irregulares una de la otra. En otras palabras, la aplicacion de los conceptos de geometria
fractal a la mecénica de fracturas no deja de ser ambigua en cierto modo y la mayoria de las
veces resulta necesario un analisis especifico de las fisuras fractales para ajustar la teoria. Con
este problema se tropieza al intentar aproximar la funcion ¥(Dc). De todas formas, como en la
determinacion de la tensién critica la tasa fractal de disipacion de energia G’ es comparada
con su correspondiente valor critico, Wnuk y Yavari (2007) proponen la equivalencia de
considerar G/ / ¥(D¢) en lugar de la expresion en (47). Asi, se define la siguiente tasa de
disipacion
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K/ 2 2 2 2«
Gf :< I ) — }((0() o 7a , (48)
E' E'

donde se ha reemplazado K/ por su definicién de (40). Para la fisura suave “auxiliar” (ver
Figura 8), la energia potencial “fractal” disponible para fractura puede definirse (Wnuk y
Yavari, 2007) como

20+

z(a) o’na

(2ar1)E ()

11, =2['G'da =

Considerando el criterio de propagacion discreto propuesto para la teoria QFM en la
expresion (19) se tiene que, en el momento de la extension

AT, (05)2 o’r 2041
G_f S 4% f — /Y _2a+] ] 50
Y, a0(2a+1)E'[(a+a°) @ ©0)

Si la tension critica es la minima que produce la extension de la fisura, a partir de la (50) se
obtiene la siguiente expresion

ey |(2a+1)E'G! Ja, (51)
crit T Z(a)\/(a_‘rao)ZaH _azaﬂ

correspondiente a la tension critica de fractura debido a la presencia de una fisura fractal.

4.6 Campo singular de tensiones para fisura fractal en placa bidimensional

A continuacion se determina el campo de tensiones o;; o “ en las cercanias de una fisura
fractal, para una placa bidimensional como la del ejemplo clésico de Griffith (ver Figura 1).
Para ello, Wnuk y Yavari (2003) definen una funciéon compleja de Westergaard, Z, que
depende de z = x + iy y del parametro fractal & como

K/
(27zz)a ’

donde las coordenadas cartesianas x e y tienen su origen en la punta de la fisura (ver Figura

1). Si la variable compleja se reemplaza por su forma polar z = re’, donde » y 6 son

coordenadas polares medidas desde la punta de la fisura, la (52) puede reescribirse

Z(z,a) =

(52)

Z(z,a)= (2K’f [cos(aB) +isin(ab)]. (53)

oa

nr

Para calcular los componentes del campo de tensiones es necesario derivar la expresion
anterior y completar las expresiones de Rice (1968), dadas por

ol =ReZ+ylmZ, (54)
ijzReZ+yImZ', (55)
ol =yReZ" (56)
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Asi, se obtiene el siguiente campo de tensiones, valido en las cercanias de la punta de una
fisura fractal

ol (r,0,a)= K7 - {cos(a@) —asin@sin[(a + 1)0]} ) (57)

2717)

K/

ol (r,0,a)=—— {cos(a@) +asinfsin|[(a + 1)0]} , (58)

(Zﬂr)

Kf
o! (r,0,a)=—L—asinGsin[(a +1)0], (59)
’ (27rr)

que es totalmente compatible al presentado en la ecuacién (37). Puede observarse como la
teoria DFFM predice ausencia de singularidad para @ = 0 (una fisura con dimension fractal
D¢ =2)y que se ajusta a los resultados de la LEFM para @ = 1/2 (D¢ = 1).

4.7 Muesca fractal

La fisura real fractal es en este caso simplificada a un modelo que inscribe el campo
singular fractal de tensiones en una fisura tipo muesca o notch. La idea que se persigue es
reemplazar la fisura fractal por una muesca con un radio finito de curvatura, como se muestra
en la Figura 9. El objetivo es encontrar la dependencia de ese radio finito p,, presente en la
punta de la muesca, con respecto al exponente fractal .

frrerrirttittto frrrrrertittitto

R R R NS Vvvbedebieielbaie

Figura 9: La fisura fractal es reemplazada por una muesca suave equivalente.

Si se hace referencia al plano en el que se encuentra la fisura, perpendicular a la placa, la
expresion (58) produce
. K
Gjy (r,0,a) =—~L—. (60)

(Zm”)a
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De acuerdo con Creager y Paris (1967) la tension de apertura para una muesca como la de
la Figura 10 es

o= K, &cos(ﬁj+icos(gj 1+sin(gjsin£ﬁj +.o (61)
Y2 2r 2 2y 2 2 2

siendo ahora la coordenada radial » definida en la punta de una fisura suave equivalente,
segun se muestra en la Figura 10. Vale aclarar que, segtn lo dicho es r > p,/2. Notar que para
po — 0 se obtiene la clasica expresion correspondiente a la fisura suave de Griffith, como si
la punta de ésta se hallara en el centro de curvatura del borde de la muesca. Si se considera
unicamente el plano de la fisura (6 = 0), la (61) se convierte en

K, P,
o =—t[14L | 62
” 27[1’( 21’) (62)
LAy
Po |
S r

P

Figura 10: Sistema de referencia utilizado en el analisis de la muesca.

Para hallar una ley de variacion del radio fractal p, se igualan las tensiones expresadas en
(60) y (62) en la zona del frente de la fisura, esto es

I

\/ﬂpla ) (27r)"

En el miembro izquierdo de la ecuacion anterior, la (62) se ha evaluado en r = p,/2. Ahora
se debe analizar qué valor debe adoptar * en el miembro derecho de la ecuacion, es decir, a
qué distancia de la punta de la fisura debe evaluarse la tension de la ecuacion (60). Si se toma
r = 0 se cae en una singularidad (salvo, claro esté, para el caso extremo en que @ = 0). Para
saltear esa indefinicion, Wnuk y Yavari (2005) proponen adoptar una cierta distancia finita de
la punta de la fisura suave equivalente, siendo la distancia * una cierta fraccion del radio p,,
es decir

2K, K/ |

(63)

r=r

r*=Ap,, (64)

donde el coeficiente A se determinara a continuacion en un estudio paramétrico.

Wnuk y Yavari (2005) formulan la hipotesis de que el radio p, crece monoténicamente a
medida que el parametro a decrece de 2 a 0, hasta alcanzar cierto valor finito cuando @ = 0.
La razonabilidad de esta hipdtesis se basa en lo que sigue. La dimension fractal es una medida
de la irregularidad de una superficie de fractura. Una fisura mas irregular tiene un menor
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grado de singularidad en el campo tensional cercano, es decir a(D¢) = (2 — D¢)/2, es una
funcion monoténicamente decreciente de D¢. La idea que se persigue es reemplazar la fisura
fractal por una muesca con un radio finito de curvatura. Se espera que para la fisura mas
irregular (D¢ = 2) se corresponda una muesca con un radio de curvatura positivo. Se conoce
también que para la fisura menos irregular, es decir, para una fisura suave, se corresponde una
muesca degenerada con radio de curvatura nulo (para @ = % es p, = 0). Siguiendo este
razonamiento, el radio de curvatura debe ser, de alguna manera, otra medida de la
irregularidad, por lo que es logico pensar que deberia ser una funcidon monotdnicamente
creciente de D¢. Por otra parte, considerando dos fisuras fractales con dimensiones fractales
D¢; < Dc;, sera razonable asumir que p,1 < pq2. Como se verd, esta suposicion es util para
encontrar un valor razonable de A. Sustituyendo la (64) en la (63), junto con las expresiones

(11) y (40) correspondientes al factor de intensidad de tensiones clasico de Griffith K; y al
factor fractal de intensidad de tensiones K/, respectivamente, se obtiene la siguiente

igualdad

p.(a, ) = %{—2’5(1’1) TH , (65)

donde la forma de la funcidon y(a) puede obtenerse por igualacién de las expresiones (40) y
(46) del factor fractal de intensidad de tensiones.

0.4

03 r

02

Radio de curvatura, pg/a

01 r

---- 1 =0.09

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Pardmetro fractal, @

Figura 11: Grafica del radio de curvatura normalizado p,/a con respecto del parametro fractal.

Curvas de p, (@, A) para distintos valores de A se muestran en la Figura 11. La grafica
muestra que para valores de A mayores que —aproximadamente— 0.05 las curvas muestran al
menos una zona en que la derivada de p, con respecto a @ es positiva, es decir, p, no crece
monotonicamente al ir @ de 2 a 0. El valor exacto de A que se busca vendra dado por la raiz
de la ecuacion

p,
el 0. 66
o (66)

a=0
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Al resolver esta igualdad para A se obtiene un valor A,4,s = 0.0506705, que finalmente se
redondea volviendo al 0.05 original (Wnuk y Yavari, 2005). Con este valor, para D¢ = 2 (esto
es H="y a =0), la expresion (65) produce el valor limite p, = a / n, que corresponde a un
factor de magnificacion de aproximadamente 3.54. Para el otro caso limite donde D=1 (H =
1 y @ =) produce p, = 0, como se esperaba.

4.8 Prediccién del efecto Mirror-Mist-Hackle

Como se vio en el apartado anterior, para una fisura de puntas redondeadas o muesca suave
con radio p, Creager y Paris (1967) obtuvieron la siguiente expresion para la tension cuando 6
= 0 (ver Figura 10)

__K v
a(r)_m(uzrj, (67)

donde » = p / 2 y donde para p — 0 se obtiene la clésica expresion correspondiente a la
tension en una fisura suave o de Griffith. La comparacion entre las tensiones criticas
obtenidas para una fisura suave y una muesca suave, considerando para ambas propagacion
discreta, presenta una relacion entre los correspondientes factores criticos de intensidad de
tensiones. Esta relacion fue introducida por Pugno et al. (2005)

K;”:KC\/HQ:KE 1+-L-, (68)
2 2a,

donde K" representa el factor critico de intensidad de tensiones para una muesca suave

considerando propagacion discreta y { = p / ap. Pugno et al. (2005) también mostraron que,
analogamente a la expresion (22), la tension critica de fractura para una muesca suave en el
caso de la teoria QFM puede escribirse

orvt K ;n K m

o... = =
it
cri a, /”a
T a+?

(69)

FM . .y ,o e
donde se ha adoptado o/ para referir a la tension critica de fractura para la muesca suave.

Si la constante microestructural { = p / a¢ y el tamafio de fisura adimensional € = a / ay son
utilizados, la expresion anterior toma la forma

FM LEFM
OFM _ o

crit

O

crit

(70)

Ahora, dado que la tasa critica de disipacion de energia es proporcional al cuadrado de las
tensiones criticas —ecuaciones (13), (21)—, sera

GOM 5 oM 2 1+ g
c _ crit —
GLEFM - LEFM - 1 (71)
c crit 1 +—
28
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Si también se recuerda que G = 2y, el cociente de la expresion (71) también es representativo
de vy, / v, donde y, es la energia especifica de fractura, relacionada a la teoria QFM,
dependiente de la longitud fisura. Como se muestra en la Figura 12, la dependencia de y, con
respecto a la longitud normalizada de fisura ¢ = a / ay se da fundamentalmente para fisuras
pequenas.

2
175 | 7
3 I
£ 15 f |
P
% 125 | 7
&
3
g !y ]
i — plag =0.5
& 075 |
s vt plag =
&
g 05 t s
m .
025 | e e
’ 2 4 6 8 10
Longitud de fisura, afag

Figura 12: Energia especifica de fractura adimensional en funcion de la constante microestructural y el tamafio
de fisura adimensional.

35
30 | T~ 8inifag = 10
g >
3 ~ | ainifag =40
25 N
- AN
= _— N ——— ajpifag =70
g 20 | T~ AN
— — — — ajifag =100
g ~_ i
§ 15 ¢ AN h
g L \
e [T NN
§ 10 | NN
2 \
S RN
5 ) \
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Parametro fractal, o
Figura 13: Relacion entre la constante microestructural £ = p, / ay y el exponente fractal a.

Dada una muesca fractal, también puede definirse una muesca suave equivalente con el
siguiente radio de curvatura

2

a, | x(a) [t
— , 72
Pa n[z‘“lo.osa} (72)
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como se vio en el apartado anterior, donde con a;,; se designa a la longitud nominal de fisura
inicial. Dividiendo por el cuanto de fractura a, se obtiene una expresion para la constante

ézp_a:“m[ 2(@) } (73)

a, a,m|2°"'0.05"

La Figura 13 muestra una fuerte dependencia del radio de curvatura de la muesca p, con el
parametro fractal @, que légicamente se asume mayor cuando la severidad del dafio es alta
(esto es, para altos valores de a;,; / ap). Notar que para valores cercanos a @ = 4, el radio p, se
acerca a cero independientemente de cudl sea la profundidad de la muesca en cuestion.

De la ecuacion (72) se desprende la posibilidad de obtener un valor analitico del pardmetro
fractal. Esto puede hacerse resolviendo para « la ecuacion

2
Lo L) _Z@) Pty (74)
a 7| 2770.057

ini

Es importante notar que el cociente a;,; / ap se convierte en a / ap tan pronto como la
muesca comienza su proceso de propagacion, por lo que la ecuacion (74) sugiere que el
exponente fractal @ se convierte en una cierta funciéon de la profundidad de muesca
instantanea durante la extension de la fisura.

50
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40 \‘\‘ ------- Paltg =2
§ AN ——= palyg=5
g3 T T T =~ AN ===~ palag =10
\Z] =~ '
p ~ . \ —— palag =15
N
% 20 ¢ N \ ]
g | DN
- —_— N N
T — ~— h \\\
10 ~— N o |
-------------- \\\\\~\\\\ \:\\\
- ~ \‘\\
— - \\ = .
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5

Parametro fractal, o

Figura 14: Dependencia del parametro fractal con respecto a la longitud de fisura (profundidad de muesca) en el
proceso de propagacion.

Graficas de la dependencia del parametro fractal @ con respecto a la profundidad de
muesca a / ao, para distintos valores de la constante microestructural { = p / ao, pueden
observarse en la Figura 14. Se ve claramente que, para muescas en proceso de propagacion, la
funcién describe el efecto de transicion Mirror-Mist-Hackle (ver Figura 3). Esto es, al
propagarse la fisura, su dimension fractal o, lo que es lo mismo su rugosidad, aumenta
violentamente. Todo esto expresado en términos del descenso brusco de a. El fendmeno se
presenta mas marcadamente para valores pequefios de £, es decir: cuando el valor de p se
acerca a ag o, lo que es lo mismo, en muescas que tienden a ser fisuras. La DFFM es la
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primera teoria que aporta una representacion, aunque sea cualitativa, del fendmeno de
transicion Mirror-Mist-Hackle.

5 CALCULOS DEL FACTOR K; PARA UNA PLACA BIDIMENSIONAL

En esta seccion se presentan algunos resultados de la teoria DFFM, relacionados al factor
fractal de intensidad de tensiones de una placa bidimensional de dimensiones finitas. Se
observa la variacion del factor fractal de intensidad de tensiones con respecto al coeficiente
fractal @ y luego se analiza su comportamiento frente al tamafo de fisura para distintos
valores de @ comparando también con soluciones tedricas provenientes de la LEFM y con un
calculo numérico utilizando el programa ABAQUS.

La placa utilizada para el calculo es de acero (v = 0.3, E = 2.1-10° MPa) y tiene las
dimensiones » = 100mm, # = 200mm, ¢t = 10mm y la longitud nominal de fisura que puede
variar entre 0 y b. La tension constante aplicada en el extremo es de o = 100MPa (Ver Figura
15).

q

Prasasssss

AR

Figura 15: Referencias de las dimensiones de la placa finita modelada.

Es importante mencionar que la placa analizada, al no ser una “placa infinita”, no responde
exactamente a las expresiones del factor de intensidad de tensiones presentadas tanto para la
LEFM y la DFFM, debido al efecto mismo de las dimensiones finitas del sistema (Ver Broek,
1982). Asi es que tanto la expresion (11) como la (46) deben ser modificadas con un factor de
correccion que dependerd de la forma geométrica de la placa (o estructura) analizada. Para el
caso que nos convoca, Tada et al. (1985) proponen el siguiente factor correctivo para el factor
de intensidad de tensiones:

0.857+0.265(a/b)
(l—a/b)% .

F=0265(1-a/b)" + (75)

La Figura 16 muestra la variacion del factor K con respecto al parametro fractal a, para
distintos valores de la profundidad de la fisura a / b. Se observa que para valores de fisura de
gran rugosidad, es decir con @ — 0, la dependencia de K/ es cada vez menor. Para esos
valores muy pequefios de @, K/ tiende a comportarse como un factor de concentracion de

tensiones, es decir, como si la placa tuviese un vacio bidimensional (una deformidad
geomeétrica).
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Figura 16: Dependencia del factor de intensidad de tensiones con respecto al parametro fractal a.
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La Figura 17 muestra la variacion del factor de intensidad de tensiones con respecto a la
profundidad de fisura, para distintos valores del pardmetro fractal. Se observa que la curva
correspondiente a @ = 0.5 coincide perfectamente con la solucion teorica propuesta por Tada
et al. (1985) . El estudio numérico adicional realizado con el Método de Elementos Finitos en
el programa ABAQUS también estd presente en esta figura, coincidiendo como era de
esperarse con la curva correspondiente a la fisura suave dado que el programa no considera
rugosidad fractal de la superficie.

6 CONCLUSIONES

El modelo de Mecdanica de Fractura Fractal Discreta (DFFM), en cuyo estudio se centra
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el presente trabajo, presenta como novedad principal la consideracion de la geometria fractal
de las fisuras en materiales. La rugosidad propia de la superficie de fractura es
matematicamente tenida en cuenta mediante su dimension fractal, la que se muestra como
dependiente de la longitud de fisura. Esto ultimo implica que, a medida que la fisura se
propaga, cambia la dimension fractal de la nueva superficie creada, presentando asi la primera
forma cualitativa de explicacion al fendmeno de transicion Mirror-Mist-Hackle.

Al igual que en la teoria de Mecdnica de Fractura Cuantizada (QFM), la propagacion de
la fisura es tratada como discreta, es decir que la extension de la fisura se modela como
pequeiios “saltos”, cada cual es proporcional a una propiedad del material llamada cuanto de
fractura.

Los siguientes casos limite de importancia se contemplan en la teoria DFFM:

(1) El caso de fisura “suave” o de Griffith se obtiene cuando la dimension fractal es uno.
En este limite, se recuperan los resultados de la QFM y de la LEFM (Mecdnica de Fractura
Elastica Lineal).

(2) El otro caso extremo involucra una fisura con dimension fractal igual a dos. En este
caso, la fisura fractal degenera en un vacio bidimensional, es decir, un cambio en la geometria
del cuerpo analizado. Asi, los factores de intensidad de tensiones se relacionan intimamente
con sus analogos de concentracion de tensiones.

En términos generales, la teoria DFFM realiza predicciones sustancialmente diferentes a
las de la teoria clasica de fractura (LEFM), en especial para fisuras pequeias.
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