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Resumen. Sea un dominio acotado Ω  de nR  con una frontera 21 Γ∪Γ=Γ  regular compuesta de 
dos porciones de frontera 1Γ  y 2Γ  con 1med( ) 0Γ > . En  C.M. Gariboldi – D.A. Tarzia, Appl. Math. 
Optim., 47 (2003), 213-230 (ver también MAT - Serie A, 7 (2004), 31-42), se considera el siguiente 
problema de control óptimo distribuido para un sistema que puede representar el caso estacionario del 
problema de Stefan: hallar el ( )

2 ( )
min

g L
J g

∈ Ω
 donde la función costo J  viene dada por 

( ) ( )
22

22 22
1)(

ΩΩ
+−=

LLdg gMzugJ  con 0M > , 2 ( )dz H L∈ = Ω  dado y gu es el estado del 

sistema definido por la única solución de la siguiente ecuación variacional que corresponde a un 
problema elíptico con condiciones de contorno mixtas: 

2

0: ( , ) ( , ) ,u K a u v g v qv ds v V
Γ

∈ = − ∀ ∈∫  

donde g  es la energía interna en  Ω , b  la temperatura sobre 1Γ  y q  el flujo de calor sobre 2Γ  con: 

{ }1
0 1 0( ), / 0 , , ( , ) , ( , )V v H v K V b a u v u v dx u v uv dx

Ω Ω

= ∈ Ω Γ = = + = ∇ ∇ =∫ ∫  

Se prueba que existe un único control óptimo g H∈  y la condición de optimalidad se expresa por 
Mpg g /−= en Ω , donde gp es el estado adjunto del sistema, definido en función del gu . Por otro lado, se 

prueba una condición suficiente para que el operador :W H H→  definido por MpgW g /)( −=  tenga un 
único punto fijo. El objetivo del presente trabajo es el de realizar el análisis numérico del problema de 
control óptimo y su correspondiente convergencia usando el método de los elementos finitos con triángulos 
de Lagrange de tipo 1 constituido por elementos finitos de clase 0C siendo h  el parámetro que tiende a cero. 
Se discretizan las ecuaciones variacionales elípticas que definen el estado del sistema y de su estado adjunto 
y además la función de costo. Se demuestra que existen únicos control 

ophg , sistema 
hophgu  y estado adjunto 

hophgp  óptimos discretos. Además, se demuestran los siguientes límites cuando 0h → : 

0 0 0
lim lim lim 0

h op h op op opop ophg g hg g hh h h HV V
u u p p g g

→ → →
− = − = − =  

y se dan los órdenes de convergencia, en función de h , dz H∀ ∈  y para adecuados valores de M . 

Mecánica Computacional Vol XXVIII, págs. 1149-1160 (artículo completo)
Cristian García Bauza, Pablo Lotito, Lisandro Parente, Marcelo Vénere (Eds.)

Tandil, Argentina, 3-6 Noviembre 2009

Copyright © 2009 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1 INTRODUCCIÓN 

Sea un dominio acotado nΩ⊂ R  con una frontera 1 2Γ = ∂Ω = Γ ∪Γ  regular compuesta 
por dos porciones de frontera 1Γ  y 2Γ  con med 1( ) 0Γ > . Se considera el siguiente problema 
elíptico con condiciones de frontera mixtas dado por: 

 

1 2en  ;   sobre   ;  sobre    uu g u b q
n
∂

−Δ = Ω = Γ − = Γ
∂

     (1) 

 
donde g  es la energía interna en Ω , b  es la temperatura sobre 1Γ , q  es el flujo de calor 
sobre 2Γ . En  Gariboldi and Tarzia (2003; 2004) se considera el siguiente problema continuo 
de control óptimo distribuido para el sistema (1) que puede representar el caso estacionario 
del problema de Stefan (Tabacman and Tarzia, 1989; Tarzia, 1988): hallar el control óptimo 

opg H∈  de manera que: 

( ) ( )minop g H
J g J g

∈
=      (2) 

 
donde el funcional de costo 0:J H +→  viene dado por la siguiente expresión (Bergounioux, 
1997; Lions, 1968) 

2 21( )
2 2g d HH

MJ g u z g= − +          (3) 

 
con 0M >  y dz H∈  dados, gu K∈ es el estado del sistema definido por el problema elíptico 
(1) cuya formulación variacional está dada por la siguiente ecuación variacional (Kinderlehrer 
and Stampacchia, 1980; Tarzia, 1981): 
 

( ) ( )
2

0, , ,g H

g

a u v g v qvd v V

u K

γ
Γ

⎧ = − ∀ ∈⎪
⎨
⎪ ∈⎩

∫
   (4) 

y cuyo correspondiente estado adjunto gp V∈ está definido por la ecuación variacional: 
 

( ) ( ) 0, , ,g g d

g o

a p v u z v v V

p V

⎧ = − ∀ ∈⎪
⎨

∈⎪⎩
     (5) 

 
donde: 

{ } { }1
0 1 1 0( ), , / 0 , , / ,V H V v V v K v V v b v V= Ω = ∈ Γ = = ∈ Γ = = +  (6) 

( )2 ( ), , . , ( , )H L a u v u vdx u v uv dx
Ω Ω

= Ω = ∇ ∇ =∫ ∫ .                (7) 

 
El objetivo del presente trabajo es el de realizar el análisis numérico del problema de 

control óptimo (2) y su correspondiente convergencia usando el método de los elementos 
finitos con triángulos de Lagrange de tipo 1 constituido por elementos finitos de clase 

0C siendo h  el parámetro que tiende a cero. Se discretizan las ecuaciones variacionales 
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elípticas que definen el estado del sistema (4) y el estado adjunto (5) y además el funcional de 
costo (3). Se demuestra que existen únicos control 

ophg , sistema 
hophgu y estado adjunto 

hophgp óptimos discretos y se obtienen las correspondientes convergencias cuando 0h →  y se 

dan los órdenes de convergencia, en función de h , dz H∀ ∈  y para adecuados valores de 
M (Casas and Mateos, 2002; Casas and Raymond, 2006) 

En general, la solución de problemas elípticos con condiciones mixtas se encuentra en 
( )rH Ω  con 31 ( 0)2r ε ε< ≤ − >  pero existen numerosos ejemplos para los cuales las 

soluciones están en ( )rH Ω  con 2 r≤  que es lo que se supone en el presente trabajo (Azzam 
and Kreyszig, 1982 ; Lanzani, Capogna and Brown, 2008; Shamir, 1968). 
 

2 DISCRETIZACIÓN DEL PROBLEMA DE CONTROL ÓPTIMO 

Se considera la siguiente discretización (Brenner and Scott, 1994; Ciarlet, 1978) 
1

0

: dominio poligonal acotado ;  Const.>0 sobre ,
: triangulación regular de tipo no negativa constituida por elementos finitos,

      afines equivalentes de clase C ,    
0 : parámetro de la aprox

n

h

b

h

τ
Ω ⊂ = Γ

> imación de elementos finitos que tiende a cero,
lado mayor de todos los triángulos .hh T τ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪

= ∈⎪⎩

 

Se aproximan  0, yV V K  por: 
 

( ) ( ){ }
{ }

0
1

0 1 0

/ ,

/ 0 ;

h h h h

h h h h h h

V v C v T P T T

V v V v K b V

τ⎧ = ∈ Ω ∈ ∀ ∈⎪
⎨

= ∈ Γ = = +⎪⎩
           (8) 

 
donde 1P  es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1. Se considera 

:h hV Vπ →   el operador de interpolación lineal que posee las siguientes propiedades: 0 0c∃ >  
de manera que (Brenner and Scott, 1994): 
 

( ) ( )
( ) ( )

0

1
0

) , , 1

) , , 1

r r
h rH

r r
h rV

a v v c h v v H r

b v v c h v v H r

π

π −

⎧ − ≤ ∀ ∈ Ω >⎪
⎨

− ≤ ∀ ∈ Ω >⎪⎩
.  (9) 

 
El funcional de costo discreto 0:hJ H +→  se define por la expresión siguiente: 
 

( ) 2 21
2 2h hg d HH

MJ g u z g= − +      (10) 

 
donde hgu es el estado del sistema discreto definido como la solución de la ecuación 
variacional discreta siguiente (Kinderlehrer and Stampacchia, 1980; Tarzia, 1996; Tarzia, 
1999): 
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( ) ( )
2

0, , ,hg h h h h hH

hg h

a u v g v qv d v V

u K

γ
Γ

⎧ = − ∀ ∈⎪
⎨
⎪ ∈⎩

∫
  (11) 

 
y su correspondiente estado adjunto discreto hgp se define como la solución de la siguiente 
ecuación variacional discreta: 
 

( ) ( ) 0

0

, , ,

.
hg h hg d h h h

hg h

a p v u z v v V

p V

⎧ = − ∀ ∈⎪
⎨

∈⎪⎩
   (12) 

 
Se define 0hu  como la solución particular de la ecuación variacional discreta (11) para el caso 

0g = , es decir: 
 

( )
2

0 0

0

, ,

.

h h h h h

h h

a u v qv d v V

u K

γ
Γ

⎧ = − ∀ ∈⎪
⎨
⎪ ∈⎩

∫
                                  (13) 

 
El correspondiente problema de control óptimo discreto consiste en hallar 

ophg H∈ de 
manera que: 

( ) ( )
oph h hg H

J g Min J g
∈

= .     (14) 

 
Lema 1  
(i) Existen únicos hg hu K∈ , 0h hu K∈ y 0hg hp V∈  soluciones de las ecuaciones variacionales 

(11), (13) y (12) respectivamente ( )2
2 1, , 0  g H q L b sobre∀ ∈ ∀ ∈ Γ > Γ . 

(ii) El operador hgg H u V∈ → ∈  es Lipschitziano,i.e.  
 

2 1 2 1 1 2
1 , , , 0hg hg Hv

u u g g g g H h
λ

− ≤ − ∀ ∈ ∀ > ,                            (15)             

 
donde  0λ >  es la constante de coercividad de la forma bilineal, simétrica y continua a, es 
decir: 

2 ( , ),
V

v a v v v Vλ ≤ ∀ ∈     (16) 
 
 (iii) El operador 0:h hC H V→  definido por: 
 

( ) 0h hg hC g u u= −        (17) 
 
es lineal y  continuo, es decir: 

( ) 0
1        g  ,h hg h HV H

C u u g g H
λ

= − ≤ ∀ ∈  ;           (18) 
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además es Lipschitziano en H y satisface la siguiente propiedad: 
 

( )( ) ( )( ) ( ), , , , ,hg h hg d h hgH H
a p C f u z C f f p g f H= − = ∀ ∈ .  (19) 

 
(iv) Se tiene la siguiente propiedad: 

 
( )

1 1 2 2 1 2( ) 1 2 1 2 0, 1 2 1 21 , , , , 0h c g c g hg hg hu c u c u c c u c c g g H h+ = + + − − ∀ ∈ ∀ ∈ ∀ >  .            (20) 

    
(v) El operador :hG H H× →  definido por: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ), , ,h h h HH
G g f C g C f M g f= +                             (21) 

 
es bilineal, simétrico, continuo y coercivo en H, i.e.  
 

( ) ( ) 22 2, , , 0h hH HH
M g G g g c g M g g H h≤ = + ∀ ∈ ∀ > .                                    (22) 

 
(vi) El funcional :hL H →  definido por: 
 

( ) ( )( )0,h h d h H
L g C g z u= −                                                   (23) 

es lineal y continuo en H. 
 
(vii) Se tiene la siguiente propiedad: 

 ( )2
2

0
1 ., 0hg H LV

u b g q Const hγ
λ Γ
⎡ ⎤− ≤ + = ∀ >⎣ ⎦                        (24) 

 
donde ( )1 2

0 1:V Hγ → Γ  es el operador traza . 
(viii) El operador 0hg gg H p V∈ → ∈   es Lipschitziano y estrictamente monótono ,i.e. 
 

( ) ( )
( )

2 1 2 1

2 1 2 1

2

2 1 1 2

2 1 1 22

, 0, , , 0                                 (25)

1 1 , , , 0                           (26)

hg hg hg hg HH

hg hg hg hgV V

a p p g g u u g g H h

b p p u u g g g g H h
λ λ

⎧ − − = − ≥ ∀ ∈ ∀ >
⎪
⎨
⎪ − ≤ − ≤ − ∀ ∈ ∀ >
⎩

 
Demostración Se utilizan el Teorema de Lax-Milgram, las definiciones (17), (21) y (22), las 
ecuaciones variacionales (11), (12) y (13), la coercividad (16) siguiendo las ideas 
desarrolladas en Gariboldi and Tarzia, 2003 y Lions, 1968. 
 
Teorema 2  
(i) El funcional de costo discreto  (10) puede expresarse como: 
  

( ) ( ) ( ) 2
0

1 1, ,
2 2h h h h d H

J g G g g L g u z g H= − + − ∀ ∈  .                                         (27)                
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(ii) Se tiene que  hJ es una aplicación H - elíptica y por ende estrictamente convexa, es 
decir: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 1

2 2
2 1 1 2 2 1

1 1
1- 1

2 2h h h hg hg HH

t t t t
t J g tJ g J tg t g u u M g g

− −
+ − + − = − + −       

        ≥   
( ) [ ]2

2 1 1, 2

1
, , 0,1

2 H

t t
M g g g g H t

−
− ∀ ∈ ∀ ∈ .      (28) 

   
(iii) Existe un único control óptimo 

ophg H∈ que satisface el problema de optimización (14). 
(iv) Se tiene que: 
 

( ) ( ) , , , 0,hg hh g tfu u t C f g f H h t+ = + ∀ ∈ ∀ > ∀ ∈  .                                           (29) 
 
(v) hJ es una aplicación diferenciable según Gateaux y su derivada hJ ′  está dada por la 
siguiente expresión: 
 

( ) , , 0h hgJ g Mg p g H h′ = + ∀ ∈ ∀ > .                    (30) 
 
(vi) La condición de optimalidad está dada por:  
 

( ) 1 0
op op hoph h h hgJ g g p

M
′ = ⇔ = − .                            (31) 

 
(vii) hJ ′  es un operador Lipschitziano y estrictamente monótono, i.e. 
 

( ) ( )2 1 2 1 1 22

1) , , , 0h h HH
a J g J g M g g g g H h

λ
⎛ ⎞′ ′− ≤ + − ∀ ∈ ∀ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                     (32) 

 

( ) ( )
2 1

2 2
2 1 2 1 2 1) ,h h hg hg HH

b J g J g g g u u M g g′ ′− − = − + −                                                         
 

        ≥
2

2 1 1 2, , , 0
H

M g g g g H h− ∀ ∈ ∀ >       (33) 

 
Demostración Se utilizan las definiciones (10), (17), (21) y (23), las ecuaciones variacionales 
(11) y (12), la coercividad (16) siguiendo las ideas desarrolladas en Gariboldi and Tarzia, 
2003. Además, el funcional  es una aplicación diferenciable Gâteaux, i.e.hJ  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )h
0

J , lim , , ,h h
h h

t

J g tf J g
g f G g f L f g f H

t+→

+ −
′ = = − ∀ ∈ .     (34) 

 
 

Se define el operador  

( )0 0
1: /h h h hgW H V V W g p
M

→ ⊂ = − .      (35) 

D.A. TARZIA1154

Copyright © 2009 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Teorema 3 Se tiene que: 
(i) hW  es un operador Lipschitziano, es decir: 
 

( ) ( )2 1 2 1 1 22

1 , , , 0h h HV
W g W g g g g g H h

Mλ
− ≤ − ∀ ∈ ∀ > .   (36) 

 
(ii) hW  es un operador de contracción si y sólo si  

2

1M>
λ

.                                                                (37) 

 
(iii) Si M verifica la desigualdad (37) entonces el control óptimo discreto 

ophg H∈  puede ser 

obtenido como el único punto fijo del operador hW , es decir: 
 

( )1
op h op opoph hg h h hg p W g g

M
= − ⇔ =                  (38) 

 
Demostración Se utiliza la definición (35) y las propiedades (25) y (31). 
 

3 ESTIMACIONES DE ERROR 

Se obtienen las siguientes estimaciones de error entre las soluciones continuas y discretas. 
 
Teorema 4 g H∀ ∈  (fijo)     se tienen las siguientes propiedades : 
(i) Se tiene:            
 

( ) 0, 0,g hg h h ha u u v v V− = ∀ ∈                                                         (39) 

 

( ) ( ), , ,g hg g hg g h g h h ha u u u u a u v u v v K− − ≤ − − ∀ ∈                                  (40) 
 

1 Inf
h h

g hg g hV Vv K
u u u v

λ ∈
− ≤ −      .                                                (41) 

(ii) Si el estado del sistema continuo tiene la regularidad ( ) ( )1r
gu H r∈ Ω >   entonces se 

obtiene 
 

10 , , 0r
g hg gV r

cu u u h g H h
λ

−− ≤ ∀ ∈ >  .                                    (42)     

 
(iii) Se tiene la siguiente convergencia 
 

0
lim 0,g hg Vh

u u g H
+→

− = ∀ ∈  .                                                      (43) 
 
Demostración Se utilizan las ecuaciones variacionales (4) y (11), ( )h h gv uπ=  en la ecuación 
variacional (11), la coercividad (16) y las estimaciones (9). 
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Teorema 5  ( )g H fijo∀ ∈  se tienen las siguientes propiedades: 
 
(i) ( )( ) ( )( ), ,g hg h g hg g hg h g hga p p p p u u p pπ π− − = − −                                                                   (44) 

 
(ii) Si el estado del sitema y el estado adjunto continuos tienen las regularidades siguientes 

( ) ( ) ( ), 1r r
g gu H p H r∈ Ω ∈ Ω >  entonces se obtiene la estimación: 

 

 
2 1 2 1

1 2
r r

g hg g hgV
p p c p p h c h− −− ≤ − +                                                           (45)                             

                            
con 

0
1

g r
g r

ucc p
λ λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥⎣ ⎦

, 
2

0
2 3/ 2 g gr r

cc u p
λ

=                                                        (46)      

y  
( ) 1

3
r

g hg V
p p c h h −− ≤                                                                                     (47) 

con 
 

( ) 2 2
3 1 2 3 1 22 2 , 1c h c c h c c c h= + ≤ = + ∀ ≤  .                                                (48) 

 
(iii) Se tiene la siguiente convergencia: 
  

0
lim 0,g hg Vh

p p g H
+→

− = ∀ ∈  .                                                                  (49) 

 
Demostración Se utilizan las ecuaciones variacionales (3) y (12), ( )h h gv pπ=  en la ecuación 
variacional (12), la coercividad (16) y las estimaciones (9). 
 
 
Teorema 6   
(i) Si el estado del sistema y el estado adjunto continuos tienen las regularidades 

( ), ( 1)
op op

r
g gu p H r∈ Ω > y la constante M verifica la desigualdad (37) entonces se tienen las 

siguientes estimaciones de error: 
 

1 1 13
4 52 , ,

1op op h h opop op op

r r r
h hg g hg gV V V

cg g h u u c h p p c h
Mλ

− − −− ≤ − ≤ − ≤
−

               (50) 

 
donde 3 4,c c  y 5c  son constantes independientes de h . 
 
(ii) Se obtienen los siguientes límites: 
 

0 0 0
lim 0, lim 0, lim 0

op op h hop op op oph hg g hg gVh h hV V
g g u u p p

+ + +→ → →
− = − = − = .    (51) 

 
Demostración  Se siguen los siguientes pasos: 
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(i) 0,h∀ >  se tiene: 
 

( )2
2

0
0 0) , 0  y ,h hV L V

a u b q h u Const
γ
λ Γ

− ≤ ∀ > ≤  

 
2 2 2

0
1 1) ,
2 2 2h opophg d h h dHH

Mb u z g u z Const− + ≤ − ≤  

 
con lo cual  

, , 0
h opophg h HH

u Const g Const h≤ ≤ ∀ > . 

 
(ii) Se tiene: 

( )2
2

0
1 , 0

h opophg h LHV
u b g q Const hγ

λ Γ
⎡ ⎤− ≤ + ≤ ∀ >
⎣ ⎦

. 

 
(iii) Se tiene: 

1 , 0
h hop ophg hg d

V H
p u z Const h

λ
≤ − ≤ ∀ > . 

 
(iv) De las acotaciones anteriores se deduce que: 
 

) / convergencia débil en  cuando 0

) / convergencia débil en  (fuerte en ) cuando 0

) / convergencia débil en  (fuerte en )

 

 cuando 0

op

hop

hop

h

hg

hg

a f H g f H h

b V u V H h

c V p V H h

η η

ξ ξ

+

+

+

⎧ ∃ ∈ → →⎪
⎪ ∃ ∈ → →⎨
⎪

∃ ∈ → →⎪⎩

 

 
(v) Utilizando las tres convergencias anteriores se puede pasar al límite cuando 0h +→ , 
obteniéndose por unicidad de las inecuaciones variacionales (11) y (12) que:  
 

) fa uη =  

) fb pξ =  

) opc f g=  

 
(vi)  Por otro lado se tienen: 

( ) ( ) ( )
2

2
) , , 0,

h op op h op h op hop op op ophg g op g hg h op hg g hg
V H H

a u u g u u g g u b q u u dλ γ
Γ

− ≤ − + − − − − →∫  

cuando 0h +→  y  por lo tanto se deduce que: 
 

0
lim 0

h opophg g
h V

u u
+→

− = ; 

 

( ) ( )2
) , , 0,

h op h op h op h opop op op ophg g hg g hg g hg g
V H

b p p u u p a p p pλ − ≤ − − − →  cuando 0h +→  y  por 

lo tanto se obtiene: 
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0
lim 0

h opophg g
h V

p p
+→

− = . 

 
(vii) Utilizando la definición (10) se puede pasar al límite cuando 0h +→  y se deduce que:  
 

0
lim

oph op HHh
g g

+→
= . 

 
(viii) De la convergencia débil (iv) y de la propiedad (vii) se deduce que: 
 

0
lim 0

oph oph H
g g

→
− = , 

 
con lo cual la prueba queda completada. 

 
 

Lema 7  Si M verifica la desigualdad (37) se puede obtener otra prueba de: 
 

.opf g=  

 
Demostración Utilizando la caracterización de punto fijo (38), se tiene: 
 

1
op hoph hgg p

M
= −  

 
     en H débil           en H fuerte 
 

1 1
ff p

M M
ξ− = −  

 

y por ende 1
ff p

M
= − . Por unicidad del control óptimo opg H∈  se deduce que opf g= . 

 

Teorema 8  (Estimaciones explícitas del error cuando 2

1M
λ

> ) Si M verifica la desigualdad 

(37) y las soluciones de los problemas continuos verifican las propiedades de regularidad: 
 

( ) ( ) ( ), , 1
op op

r r
g gu H p H r∈ Ω ∈ Ω >  

 
entonces se tienen las siguientes propiedades: 
 

1 1 1, ,
op op h h opop op op

r r r
h hg g hg gV V V

g g Ch u u Ch p p Ch− − −− ≤ − ≤ − ≤                (52) 

 
donde C representan constantes independientes de h. 
 
Demostración  Se siguen los siguientes pasos: 
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2) , 1
1op

r
h op H

ci g g h h
M
λ
λ

−− ≤ ∀ ≤
−

. 

 

( ) ( ) 0) , , ,
h op opophg g h h op h h hH

ii a u u v g g v v V− = − ∀ ∈ . 

 
2

1 2 1
4 5)

h op h opop op

r r
hg g hg g

V V
iii u u c u u h c h− −− ≤ − +  donde 

 

 3 0 3
4 5 02 2,

1 1op opg gr r

c c cc u c c u
M M

λ λ
λ λ λ

= + =
− −

 . 

 
1

6) , 1
h opop

r
hg g

V
iv u u c h h−− ≤ ∀ ≤   con 2

6 4 52c c c= + . 

 

( ) ( ) 0) , , ,
h op h opop ophg g h hg g h h h

H
v a p p v u u v v V− = − ∀ ∈ . 

 

( ) 0) Si se toma  - ,  se tiene :
op hoph h g hg hvi v p p Vπ= ∈  

 
2

-1 2 -1
7 8- - , 1

h op h opop op

r r
hg g hg g

V
p p c p p h c h h≤ + ∀ ≤  

 
con 

6 0 0 6
7 8,op

op

g r
g r

c c p c cc c p
λ λ

+
= = . 

 
1

9) , 1
h opop

r
hg g

V
vii p p c h h−− ≤ ∀ ≤  con 2

9 7 82c c c= + , 

 
con lo cual la prueba queda completada. 
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