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Resumen. Sea un dominio acotado Q de R" con una frontera I' =T, UT, regular compuesta de
dos porciones de frontera I', y I', con med(I",) > 0. En C.M. Gariboldi — D.A. Tarzia, Appl. Math.

Optim., 47 (2003), 213-230 (ver también MAT - Serie A, 7 (2004), 31-42), se considera el siguiente
problema de control 6ptimo distribuido para un sistema que puede representar el caso estacionario del

problema de Stefan: hallar el min J (g) donde la funcion costo J viene dada por
9el’ (@)

) con M>0, z,eH=L(Q) dado y Uges el estado del

2
L*(Q

M
w519
sistema definido por la Unica solucién de la siguiente ecuacidon variacional que corresponde a un
problema eliptico con condiciones de contorno mixtas:

ueK: a(u,v):(g,v)—J.qv ds, VveV,

Iy

2@ =, -2

L2

donde g es la energia internaen Q, b la temperatura sobre I', y q el flujo de calor sobre I', con:

Vo={veH'(Q), v/T, =0}, K=V,+b, a(u,v):jVqudx, (u,v):juvdx
Q Q

Se prueba que existe un Unico control optimo g € H y la condicion de optimalidad se expresa por

g=-p, /M en Q, donde P, es el estado adjunto del sistema, definido en funcion del U, . Por otro lado, se

prueba una condicion suficiente para que el operador W : H — H ' definido por W(g) =—p, /M tenga un

unico punto fijo. El objetivo del presente trabajo es el de realizar el analisis numérico del problema de
control 6ptimo y su correspondiente convergencia usando el método de los elementos finitos con triangulos

de Lagrange de tipo 1 constituido por elementos finitos de clase C”siendo h el parametro que tiende a cero.

Se discretizan las ecuaciones variacionales elipticas que definen el estado del sistema y de su estado adjunto

y ademads la funcion de costo. Se demuestra que existen Unicos control g, . sistema Upg, Y estado adjunto
o P

phgm optimos discretos. Ademas, se demuestran los siguientes limites cuando h — 0 :
P

=0

H

=lim
v h—0

lim Upg, —U

=lim —
h—0 g hop g op

phgrbp B pg‘)p Vi h—0

Yop

y se dan los drdenes de convergencia, en funcion de h, Vz, € H y para adecuados valores de M .
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1 INTRODUCCION

Sea un dominio acotado Q — R" con una frontera I'=0Q =T, UT", regular compuesta
por dos porciones de frontera I', y I', con med(I",) > 0. Se considera el siguiente problema
eliptico con condiciones de frontera mixtas dado por:

—Au=Qg enQ; u=b sobrel ; —g—lrjl:q sobre T, (1)

donde g es la energia interna en Q, b es la temperatura sobre I',, q es el flujo de calor
sobre I',. En Gariboldi and Tarzia (2003; 2004) se considera el siguiente problema continuo

de control 6ptimo distribuido para el sistema (1) que puede representar el caso estacionario
del problema de Stefan (Tabacman and Tarzia, 1989; Tarzia, 1988): hallar el control dptimo
g, € H de manera que:

J(9,,)=minJ(g) )

geH

donde el funcional de costo J:H — R viene dado por la siguiente expresion (Bergounioux,
1997; Lions, 1968)

3@ =3, -2 [, +> 1ol 3

con M >0y z; e H dados, u, € Kes el estado del sistema definido por el problema eliptico

(1) cuya formulacion variacional estd dada por la siguiente ecuacion variacional (Kinderlehrer
and Stampacchia, 1980; Tarzia, 1981):

a(u,,v)=(9.v), —qudy, eV, "
I

ugeK

y cuyo correspondiente estado adjunto p, €V esta definido por la ecuacion variacional:

{a(pg,v)(ug—zd,v), vveV, 5)

P, €V,

donde:
V = HI(Q),VO ={V eV, v/T, :O}, K :{V eV, Vv/T, Zb} =V+V,, (6)

H=1(Q), a(u,v):IVu.Vvdx, (u,v):juvdx. (7)

El objetivo del presente trabajo es el de realizar el andlisis numérico del problema de
control 6ptimo (2) y su correspondiente convergencia usando el método de los elementos
finitos con triangulos de Lagrange de tipo 1 constituido por elementos finitos de clase

C’siendo h el parametro que tiende a cero. Se discretizan las ecuaciones variacionales
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elipticas que definen el estado del sistema (4) y el estado adjunto (5) y ademas el funcional de
costo (3). Se demuestra que existen Unicos control g, , sistema U, y estado adjunto
0 op

Prg, Optimos discretos y se obtienen las correspondientes convergencias cuando h— 0 y se
P

dan los o6rdenes de convergencia, en funcion de h, Vz, e H y para adecuados valores de

M (Casas and Mateos, 2002; Casas and Raymond, 2006)
En general, la soluciéon de problemas elipticos con condiciones mixtas se encuentra en

HV(Q) con I<r< %—3(5>0) pero existen numerosos ejemplos para los cuales las

soluciones estan en H' (Q) con 2<r que es lo que se supone en el presente trabajo (Azzam

and Kreyszig, 1982 ; Lanzani, Capogna and Brown, 2008; Shamir, 1968).

2 DISCRETIZACION DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Se considera la siguiente discretizacion (Brenner and Scott, 1994; Ciarlet, 1978)

Q c R" : dominio poligonal acotado ; b = Const.>0 sobre I',,

7, : triangulacion regular de tipo no negativa constituida por elementos finitos,
afines equivalentes de clase C°,

h > 0: parametro de la aproximacion de elementos finitos que tiende a cero,

h =lado mayor de todos los triangulos T € 7,,.

Se aproximan V,V, y K por:

V, :{vh eC’(Q)/v,/T eR(T). VT erh}
Voo ={Vy €V, /v, /T, =0}; K, =b+V,,

®)

donde P es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1. Se considera
7, :V =V, el operador de interpolacion lineal que posee las siguientes propiedades: 3¢, >0
de manera que (Brenner and Scott, 1994):

a)|v—, (V)] <ch"|v

L, WeH'(Q), r>1

- : : ©)
b |[v—7, (V)HV <ch ™|V, WeH'(Q), r>1
El funcional de costo discreto J, : H — R se define por la expresion siguiente:
1 M
3,(0) =l =2afl, + Ml (10)

donde u, es el estado del sistema discreto definido como la solucion de la ecuacion

variacional discreta siguiente (Kinderlehrer and Stampacchia, 1980; Tarzia, 1996; Tarzia,
1999):
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a(uhg’vh):(g’vh)H _quhd% Vv, €V,
r, (11)
Uy, € Ky,

y su correspondiente estado adjunto discreto p,,se define como la solucion de la siguiente

ecuacion variacional discreta:

{a(phg,vh)—(uhg “Z%). Wy €V, (12)

Prg € Von-

Se define u,, como la solucion particular de la ecuacion variacional discreta (11) para el caso
g =0, es decir:

a(uho,vh)z—quhdy, v, eV, o)
Iy

Uy, €K,.

El correspondiente problema de control éptimo discreto consiste en hallar Oy, € H de

mancra que:
3n(9n, )= Min 3, (9). (14)

geH

Lemal
(i) Existen Unicos u,, e K, , u,, €K, y p,, €V, soluciones de las ecuaciones variacionales

(11), (13) y (12) respectivamente Vg e H,vqe L*(T',),b>0 sobre T,.
(ii) El operador ge H —u,, €V es Lipschitziano,i.e.

vg,,0,€H,vh>0, (15)

Huhgz _uhgl v H?

<Lig,- g
A

donde 4>0 es la constante de coercividad de la forma bilineal, simétrica y continua a, es
decir:
AV; <av,v), wvev (16)
(iii) El operador C, : H —V,, definido por:
Ch(g):uhg_uho (17)

es lineal y continuo, es decir:

e (@), = vl < Mol vacHs as)

H b
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ademas es Lipschitziano en H y satisface la siguiente propiedad:
a( Py Cy ()= (U —zd,Ch(f))H =(f, phg)H, vy, feH.
(iv) Se tiene la siguiente propiedad:

uh(clgl +C,0,)

(v) El operador G, : HxH — R definido por:
G, (9, f):(Ch(g),Ch(f))H +M (g, 1),
es bilineal, simétrico, continuo y coercivo en H, i.e.

2
', VgeH,vh>0.

M gl}, <G (9.9) =[c, (a)[}, +M g

(vi) El funcional L, : H — R definido por:

L, (g) :(Ch (g)azd _uhO)H
es lineal y continuo en H.

(vii) Se tiene la siguiente propiedad:

Ju., o], <=l +la

;/0||J =Const., Vh>0

(1)

donde y, :V — H"*(T,) es el operador traza .

(viii) El operadorg e H — p,, €V, es Lipschitziano y estrictamente mon6tono ,i.e.

2

(a) (Prg, = Prg92=91),, =g, Ui |, 20, V9,0, €H,vh>0

(b) H Phg, — Phg, H\, S%Huhgz —Upg, HV S%ng -0, Vv9,,9,€H,vh>0

=C Uy, +CyUy +(1-C —C, )y, VC,,C, €R,Vg,,0,€H,Vh>0.

1153

(19)

(20)

€2y

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

Demostracion Se utilizan el Teorema de Lax-Milgram, las definiciones (17), (21) y (22), las
ecuaciones variacionales (11), (12) y (13), la coercividad (16) siguiendo las ideas

desarrolladas en Gariboldi and Tarzia, 2003 y Lions, 1968.

Teorema 2
(1) El funcional de costo discreto (10) puede expresarse como:

2
L. VgeH .

1 1
‘]h(g)ZEGh(gag)_Lh(g)+5”uh0 _Zd|
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(if) Se tiene que J, es una aplicacion H - eliptica y por ende estrictamente convexa, es
decir:

t(1-t t(1-t
1-03,(0.)+8,(0) -3, (18, +(1-0.) =, [ om CYyg, g
t(1-t
]

S, Vg.9,eH,vte[0,1]. (28)

(iii) Existe un anico control éptimo 9y, € H que satisface el problema de optimizacion (14).
(iv) Se tiene que:

Uy =u, +tC,(f), Vvg,feH,vh>0,vVteR. (29)

g+tf)

(v) J,es una aplicacion diferenciable segin Gateaux y su derivada J, esta dada por la
siguiente expresion:

Ji(9)=Mg+p,, VgeH, vh>0. (30)
(vi) La condicion de optimalidad esta dada por:

, 1
J (ghop ) =0& O, :_M phghop . (€29)

(vii) J; esun operador Lipschitziano y estrictamente mondtono, i.e.

vg,,9, € H,vh>0 (32)

H b

a) [:(g.)-3(a), S(M +%]II92—91|

b) (3:(9,)=3:(9)): 0> =9 =[ung, ~ i [/, +M g, -0,

S, ¥9,0,eH,vh>0 (33)

>M ”gz - gl|
Demostracion Se utilizan las definiciones (10), (17), (21) y (23), las ecuaciones variacionales

(11) y (12), la coercividad (16) siguiendo las ideas desarrolladas en Gariboldi and Tarzia,
2003. Ademas, el funcional J, es una aplicacion diferenciable Gateaux, i.e.

Jo(g+tf)-J,(9)

(1. (9). f)=lim t =G,(9,f)-L,(f), Vg, feH. (34)
Se define el operador
1
W, : H —)VOthO/Wh(g)=—M Prg - (35)
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Teorema 3 Se tiene que:
(i) W, es un operador Lipschitziano, es decir:

W, (9,)-W, (g,), éﬁllgz ~ 9|

vQ,,0,€H, vh>0. (36)

H 2

(if) W, es un operador de contraccion si y sélo si

1
M>— (37)

(iii) Si M verifica la desigualdad (37) entonces el control 6ptimo discreto 9y, € H puede ser
obtenido como el dnico punto fijo del operador W, , es decir:

1
ghgp :_M phgrbp <:>Wh(gh0p):gh0p (38)

Demostracion Se utiliza la definicion (35) y las propiedades (25) y (31).

3 ESTIMACIONES DE ERROR

Se obtienen las siguientes estimaciones de error entre las soluciones continuas y discretas.

Teorema 4 Vg e H (fijo) se tienen las siguientes propiedades:
(i) Se tiene:

a(Uy — Uy, v, ) =0, WV, €V, (39)

a(uy —Uyg,uy —uy ) <a(u, —v,,u -V, ), W, €K, (40)

Jug =i s%&fﬁ u v, (41)

(ii) Si el estado del sistema continuo tiene la regularidad u, e H" (©) (r>1) entonces se
obtiene

c -
Hug—uthVST;Hug h ', YgeH,h>0. (42)
(iii) Se tiene la siguiente convergencia
lim u, ~u,, |, =0, vgeH . (43)

Demostracion Se utilizan las ecuaciones variacionales (4) y (11), v, =7, (u ) en la ecuacion

g
variacional (11), la coercividad (16) y las estimaciones (9).
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Teorema 5 Vg € H (fijo) se tienen las siguientes propiedades:

(i) A( Py = Prg 74 (Py )= Prg ) = (Ug —Ung> 7 (P )~ Prg ) (44)

(ii) Si el estado del sitema y el estado adjunto continuos tienen las regularidades siguientes
u,eH(Q), p,eH"(Q) (r>1) entonces se obtiene la estimacion:

[Py = Pug | <[Py = P17 + 07" (45)
con
CO Hug r Co
q:ju%r*jf’%szMrpw (46)
y
[Py = P, <c.(h)n™ @7)
con

c,(h)=4/c; +2c,h <c, =/c} +2¢,, Vh<I1. (48)

(iii) Se tiene la siguiente convergencia:

lim

h—0*

P, — Prg HV =0, VgeH . (49)

Demostracion Se utilizan las ecuaciones variacionales (3) y (12), v, =7, ( pg) en la ecuacion

variacional (12), la coercividad (16) y las estimaciones (9).

Teorema 6
(i) Si el estado del sistema y el estado adjunto continuos tienen las regularidades

U > Py € H' (Q)(r >1)y la constante M verifica la desigualdad (37) entonces se tienen las

siguientes estimaciones de error:

G

r-1 r-1 r-1
thop 9,0, = Miz—lh > Yo, ~Ya,, || <G Phg, Py, ' <ch (50)
donde c,,c, y c, son constantes independientes de h.
(ii) Se obtienen los siguientes limites:
o =0, =0 Jim e, —va, |, =0 fimPha, =P, |, =0 Y

Demostracion Se siguen los siguientes pasos:
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(i) Yh >0, se tiene:

vh>0 y |u,|, <Const,

L*(ry)

) u,-ol, <2l

1 2 M 2 1 5
b) 7 |ray,, 2], +7thop ] £5||uho — 2z, <Const,
con lo cual
Ung, ] < Const, thop HH <Const, Vh>0.

(i) Se tiene:

1
Ung,,, —b‘L SZ[HQ% ] +alz e, }/0||} <Const, Vh>0.
(ii1) Se tiene:
1
‘ Pra,, y Sz Ung,, ~Zd ] <Const, Vvh>0.

(iv) De las acotaciones anteriores se deduce que:

a) dfeH/ 9y, = f convergencia débil en H cuando h — 0"

by dneV/ Upg, =77 convergencia débil en V (fuerte en H) cuando h — 0°

c) IceV/ Prg,, — & convergencia débil en V (fuerte en H) cuando h — 0”

(v) Utilizando las tres convergencias anteriores se puede pasar al limite cuando h — 0",
obteniéndose por unicidad de las inecuaciones variacionales (11) y (12) que:

a) n=u
b) é::pf
c) f=g,

(vi) Por otro lado se tienen:

a) 4

Upg, —U

9op
2

cuando h— 0" y por lo tanto se deduce que:

-0:

i

lim
h—0*

uhghop o ugop

2
phgrbp - pgDp

b) 1‘

\Y
lo tanto se obtiene:
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2
L/ = (gOp’ug"" _uhg%p )H -i-(gh"p _QOP’uhghop _b)H B J. Q(Ugop _uhg%p )d?/ —)0’

S (uhghop - ugop s phghop )H - a( pgop s phgh‘)p - pgop ) e 0, CuandO h —> 0Jr y por
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=0.

\

lim

h—0*

phghop - pgop
(vii) Utilizando la definicion (10) se puede pasar al limite cuando h — 0" y se deduce que:

lim
h—0*

H

ghOp gop H'

(viii) De la convergencia débil (iv) y de la propiedad (vii) se deduce que:

lim
h—0

-0,

H

ghOp - gop
con lo cual la prueba queda completada.
Lema 7 Si M verifica la desigualdad (37) se puede obtener otra prueba de:

f =04

Demostracion Utilizando la caracterizacion de punto fijo (38), se tiene:

1
ghop = _M phghop
en H débil en H fuerte
1 1
f —_f=—
M 4 v P

yporende f = —ﬁ P . Por unicidad del control 6ptimo g,, € H se deduce que f =g, .

Teorema 8 (Estimaciones explicitas del error cuando M > %) Si M verifica la desigualdad

(37) y las soluciones de los problemas continuos verifican las propiedades de regularidad:

U, €H'(Q), b, eH(Q), (r>1)

9op

entonces se tienen las siguientes propiedades:

<Ch"',

Yon v

L <Ch"",

L <ch™ (52)

thﬂp B gop uhg“op -u

op phghop - pgop

donde C representan constantes independientes de h.

Demostracion Se siguen los siguientes pasos:
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< A’c,
Ho MA* -1

h™, Vvh<l1.

) [on, - 9.

1)) a(uhg%p —ugop,vh)=(ghop —gop,vh)H , YV, eVy.

2
iii) Ung,  —Ug,, ' < Cy|Ung, — Uy, ' h"! +c.h® " donde
C,A c c,A
C,=—72 = , Co=—2—Cyllu, | -
MA?—1 A%l MAZ—1 1%l
iv) Upg, —Ug,, ‘V <c,h™, Wh<I1 conc, =4/c] +2c, .

V) a(phgth - pgop,vh):(uhghop —ugop,vh)H . VYV, eV,.

vi) Sisetoma Vv, =7, ( pgop)— Prg,, eV,,, setiene:

2
r-1 2r-1
‘ phghop - pgop v < C7 phgrhp - pgOp h +Cgh ) vh<1
con
Cs +C, pgOp ) C,Ce
C7 = s C8 -, pg .
/I /1 op ||y
vii) ‘ Pra,, ~ P, |, SN, Vh<lcong, =\c+2¢,,

con lo cual la prueba queda completada.
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