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Resumen.
En este trabajo se presenta una nueva técnica adaptiva para un método sin malla aplicada a la resolución

de ecuaciones diferenciales parciales en todo ámbito de la ingeniería. El método propuesto combina el uso de
técnicas de optimización y búsqueda basadas en Algoritmos Genéticos, las características propias del método
sin malla de Puntos Finitos y una estrategia de corrección de la ubicación de los nodos de la discretización. El
proceso señalado permite mejorar una solución inicial obtenida a partir de una discretización de puntos realizada
en forma aleatoria. Los resultados de los diferentes test desarrollados muestran un correcto comportamiento de
la solución numérica al implementar la técnica propuesta en el presente trabajo.
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1 INTRODUCCIÓN
Los métodos sin malla o libres de malla comprenden un conjunto de nuevas técnicas numéricas

que, a diferencia de los métodos tradicionales como el de Elementos Finitos (MEF)Zienkiewicz and
Taylor (2000), no requieren de una subdivisión del dominio en una malla. Estas técnicas han sido
utilizadas ampliamente para resolver ecuaciones diferenciales parciales a partir de distribuciones de
puntos regulares o irregulares.
Aspectos generales, clasificación, ventajas y desventajas de estos métodos pueden encontrarse en las
referencias Duarte and Oden (1996); Belytschko et al. (1996); Oñate et al. (1996b); Fries and Matthies
(2003); Liu (2002); Li and Liu (2004); Gu (2005); Chen et al. (2006).
Con el propósito de obtener soluciones numéricas eficientes y de alta precisión y por otro lado, dis-
tribuir adecuadamente los puntos en las regiones importantes del problema, se han creado proced-
imientos adaptivos de resolución tanto para métodos con malla Park et al. (2003); Dwyer et al. (1980);
Liou (1993), como sin malla Duarte and Oden (1996); Atluri and Kim (2000); Liu and Tu (2002); Ma
and Chen (2005); Rabczuk and Belytschko (2005); Perazzo et al. (2007); Angulo et al. (2009); ans
R.L. Wang and Lin (2006).
La mayoría de los trabajos señalados, consideran la inclusión de nuevos puntos en el dominio con
el consiguiente aumento del costo computacional debido a la generación de nuevos subdominios de
interpolación. El cálculo de magnitudes basadas en gradientes y las sucesivas revisiones del error, o
de algún estimador de este, en cada punto del dominio, también provocan dicho aumento.
En este trabajo se presenta una nueva técnica adaptiva para un método sin malla aplicada a la res-
olución de ecuaciones diferenciales parciales usando el Método de Puntos Finitos (MPF) Oñate et al.
(1996a,b). La metodología propuesto combina el uso de técnicas de optimización y búsqueda basadas
en Algoritmos Genéticos (AG) Goldberg (1989); Holland; Haupt and Haupt (2004), las características
propias del MPF y una estrategia de corrección de la ubicación de los nodos de la discretización.

2 EL MÉTODO DE PUNTOS FINITOS
El MPF fue propuesto por Oñate et al. (1996a,b) inicialmente con el propósito de resolver proble-

mas de transporte convectivo y fluidos. Posteriormente su aplicación se extendió a transporte difusivo
advectivo Oñate and Idelsohn (1998) y fluidos incompresibles Oñate et al. (2000). En el contexto
de la mecánica de sólidos el MPF ha sido aplicado exitosamente en problemas de elasticidad Oñate
et al. (2001), Perazzo (2002), Perazzo et al. (2006), Martin (2006), dinámica de sólidos Perazzo et al.
(2004), refinamiento adaptivo Perazzo et al. (2007); Angulo et al. (2009) y recientemente en compor-
tamiento no-lineal de materiales Pérez-Pozo and Perazzo (2007); Pérez-Pozo et al. (2009).

En el MPF, la aproximación local de la función incógnita u(x) en el subdominio o nube ΩI se
construye de la siguiente forma

u(x) ∼= û(x) =
m∑
i=1

pi(x)αi = pT (x)α ∀xI ∈ Ω, ∀x ∈ ΩI (1)

siendo αT= [α1 α2........αm] un vector de parámetros constantes, es decir, válidos únicamente en la
respectiva nube ΩI y que no dependen de las coordenadas espaciales x, y pT (x) la base de interpo-
lación que contiene típicamente monomios. Tal como en una interpolación por mínimos cuadrados, la
condición de que el número de puntos n en la nube sea mayor que el número de términosm de la base
de interpolación, impide que la aproximación û(x) se ajuste a todos los valores nodales u(xj) = uhj
con j = 1, ...., n. Para solventar esto se recurre a la minimización de la suma del error en cada punto,
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ponderado por una función fija como

JI =
n∑
j=1

w(xI − xj)
(
uhj − pT (xj)α

)2
(2)

cuya forma compacta matricial es

JI =
(
uh−P(xI)α

)T
WI

(
uh−P(xI)α

)
(3)

donde
uh =

[
uh1 u

h
2 ........u

h
n

]T
,∈ V ec(n)

P(xI) =


p1(x1) p2(x1) · · · pm(x1)
p1(x2) p2(x2) · · · pm(x2)
...

... . . . ...
p1(xn) p2(xn) · · · pm(xn)

 , ∈Mat(n×m) (4)

WI =


w(xI − x1) 0 · · · 0

0 w(xI − x2) · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · w(xI − xn)

 , ∈Mat(n× n) (5)

siendo w(xI − xj) la función de ponderación fija de Gauss Oñate et al. (1996a,b); Oñate (1996)
dada por

w(xI − xj) =


exp(−(dj/c))− exp(−(r/c))

(1− exp(−(r/c))
si dj ≤ r

0 si dj > r
(6)

con dj =‖ xI − xj ‖, r = q maxxj∈ΩI
‖ xI − xj ‖ y c = βr. El soporte de esta función es

isotropico, circular y esférico en dos y tres dimensiones respectivamente. Una descripción detallada
de los efectos de los parámetros q y β junto con algunos comentarios para su elección se presenta en
Ortega et al. (2007).

La minimización estándar del funcional Ec. 2 respecto del vector α permite obtener

α =C−1
I uh , con C−1

I = A−1
I BI (7)

con AI = A (xI) (matriz de momentos), y BI = B (xI) respectivamente

AI = PT (xI)WIP(xI) (8)

[AI ]ij =
n∑
k=1

pi(xk)w(xI − xk)pj(xk) i, j = 1, ....,m (9)

BI = PT (xI)WI (10)

[BI ]ij = pi(xj)w(xI − xj) i = 1, ...,m j = 1, ..., n (11)

La aproximación final en el MPF se consigue reemplazando la expresión Ec. 7 en 1, con lo que se
obtiene
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u(x) ∼= û(x) = pT (x)C−1
I uh

=
n∑
i=1

m∑
j=1

m∑
k=1

pk(x) [AI ]
−1
kj [BI ]ji u

h
i ∀x ∈ ΩI (12)

siendo las funciones de forma

φiI(x) = pT (x)C−1
I = pT (x)A−1

I BI

=
m∑
j=1

m∑
k=1

pk(x) [AI ]
−1
kj [BI ]ji , i = 1, ...n (13)

Si en Ec. 2 se elige una función de ponderación igual a la unidad, se obtiene una aproximación por
mínimos cuadrados estándar. Se debe notar, de acuerdo con la expresión Ec. 1, que la aproximación
se define para cada subdominio de interpolación ΩI . En consecuencia, un punto i que pertenezca a dos
nubes ΩI y ΩJ respectivamente, y entre las cuales exista cierto traslape, tendrá asociadas diferentes
funciones de forma según si se adscribe a una u otra nube, lo que significa φiI(x) 6= φiJ(x). La
interpolación resulta ahora multievaluada en i, por lo que es preciso tomar alguna decisión que limite
la elección a un único valor. En el MPF, por ejemplo, esta disyuntiva se resuelve utilizando un
procedimiento de colocación puntual Oñate et al. (1996a,b); Oñate (1996).

Un estudio más extenso de esta técnica, sus propiedades y características respecto de las aproxi-
maciones utilizadas en otros métodos sin malla, ha sido desarrollada en Oñate et al. (1996a,b); Oñate
(1996); Perazzo (2002).

3 ALGORITMOS GENÉTICOS
Un Algoritmo Genético, es una técnica de la Inteligencia Artificial que imita a la evolución bi-

ológica como estrategia para resolver problemas Goldberg (1989); Holland; Haupt and Haupt (2004).
Ellos forman parte de los llamados Algoritmos Evolutivos (AE). Dado un problema específico a re-
solver, la entrada del AG es un conjunto de soluciones potenciales a ese problema, codificadas de
alguna manera, y que permite evaluar cuantitativamente a cada opción. Luego el AG evalúa cada
candidata de acuerdo con la función de aptitud (fitness). En un conjunto de candidatas generadas
aleatoriamente, algunas no funcionarán en absoluto, y serán eliminadas, pero habrá otras que pueden
ser prometedoras hacia la solución del problema. Estas candidatas prometedoras se conservan real-
izándose múltiples copias de ellas. Dichas copias no perfectas, debido a que se introducen cambios
aleatorios (operaciones de cruzamiento y mutación) durante el proceso, formando un nuevo con-
junto de soluciones candidatas, siendo sometidas a una nueva ronda de evaluación de aptitud. Las
candidatas que han empeorado o no han mejorado con los cambios en su código son eliminadas;
pero, el subconjunto de la población que vio mejorada su aptitud es considerado como el de mejores
soluciones del problema, más completas o más eficientes. De nuevo, se seleccionan y copian estos
individuos vencedores hacia la siguiente generación con cambios aleatorios y el proceso se repite
hasta que una cierta condición de término se alcance.

4 IMPLEMENTACIÓN DE LA METODOLOGÍA PROPUESTA
Se presentan a continuación los tópicos principales de la técnica propuesta en este trabajo.
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4.1 Selección de puntos a reubicar

Con el propósito de presentar la metodología propuesta, en este trabajo se utiliza el error relativo
er como indicador de la calidad de la posición del punto.

er =
|uTI − ûI |

uTI
(14)

siendo uTI , ûI , la solución teórica y numérica en el punto I de la partición del dominio, el cual se
ha discretizado mediante un número finito de N puntos.

Se eligen los Nreub puntos con mayor error relativo, Fig. 1 -a). y se inician las operaciones
evolutivas del AG. Estas operaciones se repiten un número de Ngen veces hasta que se realiza una
nueva revisión de puntos a reubicar, repitiendóse nuevamente el proceso.

4.2 Creación de población inicial

Una vez identificados los puntos a reubicar, se genera una población inicial de Nind individuos que
representan las posibles nuevas coordenadas de dichos puntos. Se define la posible nueva posición
del punto I dentro de una banda circular de ancho aleatorio tI , Fig. 1- b), teniendo como límites
las distancias máximas y mínimas de la correspondiente nube de puntos. La elección de esta banda
produce correcciones graduales de la posición de los puntos y a su vez permite optimizar la generación
de nubes en la próxima generación.

4.3 Función de aptitud

Con el objetivo de controlar en forma simultanea tanto el error global como el relativo, se ha
definido una función de aptitud, Fig. 1- c), que considera ambos indicadores

FAptitud = eg· ‖ er ‖ (15)

siendo el error global

eg =

√∑N
I=1 (uTI − ûI)

2∑N
I=1 (uTI )

2 (16)

4.4 Selección de individuos

En este trabajo se utiliza un proceso de selección de individuos mediante Elitismo y Torneos, Fig.
1- c). El Elitismo garantiza la selección de los miembros más aptos de cada generación. Por otro
lado, en los Torneos se enfrentan aleatoriamente una pareja de soluciones, pasando a la siguiente
etapa, aquel individuo mejor adaptado, en este caso, con un valor menor de FAptitud.

4.5 Codificación

Se utiliza una codificación discreta decimal. Por tanto, en un caso 2-D para un largo del gen lgen =
2, las coordenadas del punto a reubicar (fenotipo) [0, 56 0.31] se codifican como [5631] (genotipo).

4.6 Operadores genéticos

En este trabajo se consideran los siguientes operadores genéticos, Fig. 1- c):

Cruzamiento , con 1 o 2 puntos de cruce escogidos en forma aleatoria.

Mutación , con lo que se escoge al azar un lugar del cromosoma, reemplazando aleatoriamanente el
valor de este.
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4.7 Decodificación

En este proceso se obtienen las coordenadas de los puntos a reubicar a partir de las operaciones
genéticas previas. Estos coordenadas deben ser revisadas para asegurar valores dentro del rango de
estudio.
La Fig. 1 muestra un esquema de la presente metodología.

Figure 1: Esquema de la metodología propuesta.

La referencia Haupt and Haupt (2004) entrega caracteristicas mas detalladas de los AG así como
diferentes aplicaciones prácticas de estos.
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5 EJEMPLOS NUMÉRICOS

Se presentan a continuación dos ejemplos numéricos que permiten comprobar el buen funcionamiento
de la metodología propuesta.

5.1 Ecuación de Poisson 1-D

Este problema fue extraído de la referencia Park et al. (2003). Se resuelve la ecuación diferencial

−uxx = f(x) x ∈ [−1, 1] (17)

con las condiciones de equilibrio esenciales

u(−1) = 2 + e−100 , u(1) = e−100 (18)

cuya solución teórica es

uT (x) = 1− x3 − e−100x2

(19)

la cual cambia abruptamente en la vecindad de x = 0.

A modo de ejemplo, para N = 15 puntos, Fig. 2 a), la discretización uniforme alcanza un valor de
F inicial

Aptitud = 7.1392 y F final
Aptitud = 0.01268 cuando se corrige la posición de los puntos. Por otro lado, con

N = 21 puntos, Fig. 2 b), se obtiene F inicial
Aptitud = 0.0105 y F final

Aptitud = 0.00243.
En la Fig. 2 se observa como la reubicación de puntos ajusta en mejor forma la aproximación con

la solución teórica buscada.
Los parámetros utilizados en la resolución por MPF y en el AG, luego de un análisis exploratorio

para el algoritmo programado, se muestran en la tabla 1.

Tabla 1: Parámetros MPF + AG, Ecuación de Poisson 1-D

MPF
Puntos discretización N 15,21

Puntos nube n 5
Polinomio base de interpolación m 3

Parámetros función de ponderación q , β 1.1 y 0.25
Puntos a reubicar Nreub 3

AG
Individuos Nind 100
Revisiones Nrev 5

Generaciones de evolución Ngen 5
Probabilidad cruzamiento Pcru 0.9

Probabilidad mutación Pmut 0.25
Largo gen lgen 2

5.2 Ecuación de Laplace 2-D

Se resuelve la ecuación diferencial parcial

uxx + uyy = 0 x ∈ [0, 1] , y ∈ [0, 1] (20)
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a) b)

Figure 2: Ecuación de Poisson 1-D, MPF con discretización uniforme v/s MPF+AG : a) N = 15 puntos, b) N = 21
puntos.

con las condiciones de equilibrio esenciales

u(x, 0) = 0 , u(x, 1) = sin (2πx) 0 ≤ x ≤ 1
u(0, y) = 0 , u(1, y) = sin (2πy) 0 ≤ y ≤ 1

(21)

cuya solución teórica es

uT (x, y) = sin (2πx)
e2πy − e−2πy

e2π − e−2π
+ sin (2πy)

e2πx − e−2πx

e2π − e−2π
(22)

5.2.1 Test con discretización inicial fija

Un primer test consiste en generar y luego mantener fija una discretización inicial aleatoria de N
nodos, Fig. 3. Se aplica la metodología propuesta variando el número de puntos a reubicar Nreub y
los individuos de la población Nind.
El valor de aptitud inicial para la discretización usada es F inicial

Aptitud = 11.29. Los resultados del presente
test se entregan en la tabla 2.

Figure 3: Discretización inicial aleatoria de N = 36 puntos.
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Tabla 2: Resultados test con discretización inicial fija, F inicial
Aptitud = 11.29.

Nind Nreub = 3 Nreub = 4 Nreub = 5
F final

Aptitud

25 0.1839 0.1495 0.1806
50 0.0787 0.1122 0.1336
100 0.0546 0.0807 0.1079
150 0.0345 0.0792 0.0512
200 0.0208 0.0681 0.0430

5.2.2 Test con discretización inicial libre

En este test se genera una discretización inicial aleatoria de N nodos en cada ejecución del al-
goritmo. Se aplica la metodología propuesta variando el número de puntos a reubicar Nreub y los
individuos de la población Nind. Los resultados de este test se entregan en la tabla 3.

Tabla 3: Resultados test con discretización inicial libre.

Nreub = 3 Nreub = 4 Nreub = 5
Nind F inicial

Aptitud F final
Aptitud F inicial

Aptitud F final
Aptitud F inicial

Aptitud F final
Aptitud

25 9.9481 0.1314 50.15 0.1141 266.4089 0.1488
50 2.1897 0.0506 7.1882 0.1702 2.1300 0.0526

100 5.1132 0.0621 3.9658 0.0830 6.6594 0.0535
150 13.5283 0.0272 5.1110 0.0586 4.7612 0.0648
200 59.7744 0.0831 13.4076 0.0412 0.4036 0.0448

Los parámetros utilizados en ambos tests, tanto en la resolución por MPF como en el AG se han
escogido luego de un análisis exploratorio para el algoritmo programado, tabla 4.

6 CONCLUSIONES
Se ha presentado una nueva técnica adaptiva para un método sin malla aplicada a la resolución de

ecuaciones diferenciales parciales.
A través de la corrección de la ubicación de los nodos de la discretización, se ha permitido posicionar
puntos en las regiones importantes del problema.
La presente metodología no considera la inclusión de nuevos puntos en el dominio, permitiendo even-
tualmente optimizar la generación de subdominios de interpolación en la próxima generación, con la
consiguiente disminución del costo computacional.
La técnica señalada sólo actuá sobre un número reducido de puntos a reubicar (Nreub), lo cual también
disminuye el costo computacional asociado a la resolución de problema.
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Tabla 4: Parámetros MPF+AG, Ecuación de Laplace 2-D

MPF
Puntos discretización N 36

Puntos nube n 9
Polinomio base de interpolación m 6

Parámetros función de ponderación q , β 1.1 y 0.25
AG

Puntos a reubicar Nreub 3,4,5
Individuos Nind 25,50,100,150,200
Revisiones Nrev 5

Generaciones de evolución Ngen 5
Probabilidad cruzamiento Pcru 0.9

Probabilidad mutación Pmut 0.25
Largo gen lgen 2
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