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Resumen. En trabajos anteriores hemos definido y utilizado los conceptos de “ cascara afin”,
“normal unimodular afin” y “ geometria afin de superficies’. Se establecieron, entre otros
conceptos, las condiciones de compatibilidad afin, con fundamento en las condiciones de
integrabilidad de la geometria unimodular afin de superficies. También, las ecuaciones de
equilibrio de una cascara solida en € sentido afin, reduciendo luego estas ecuaciones
tridimensionales a las correspondientes ecuaciones bidimensionales en la superficie media,
en términos de |os invariantes geométricos, unimodul ares afines de tal superficie.

El aumento en € orden de diferenciacion y en e nimero de invariantes proporciona un
beneficio que aparece en estas relaciones y que quedara claramente establecido, a posteriori,
en los métodos computacionales a desarrollar en un futuro proximo.

En e presente trabajo, expresando la superficie media afin en la forma de Monge se
plantearan las relaciones adecuadas para acotar las variables fundamentales en un dominio
de trabajo alejado de los bordes y sus influencias.
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1INTRODUCCION

Como esta publicacion resultd muy extensa se consideré conveniente dividirla en etapas de
acuerdo a desarrollo de lamisma. En esta presentacién solo se publica la primera etapa.

En & desarrollo de la teoria clasica, euclidiana, de cascaras las Desigualdades Basicas
constituyen un tépico de fundamental importancia. Ha sido tratado por diversos autores, y bajo
diferentes hipotesis de trabajo, en numerosos libros y articulos (ver, por gemplo, [vi], [vii],
[viii], [ix], [x], [xi])-

En nuestro articulo, referente a las Condiciones de Compatibilidad para Céscaras Afines
[iv] introdujimos €l concepto de Céscara Afin y demostramos, en tales objetos fisico-
geométricos, las condiciones de compatibilidad en el sentido de la Geometria Afin que, como
estableciéramos entonces, esta basada en la consideracion de los invariantes geomeétricos bajo
laaccion del grupo unimodular afin ASL(3,R) .

En otro articulo previo, referente a las Ecuaciones de equilibrio en Cascaras Afines [v],
establecimos la relacion entre tenson y deformacion desarrollando las ecuaciones,
tridimensionalesy bidimensionales, desde € punto de vista afin.

Es €l objetivo del presente trabgjo presentar una primera etapa con € desarrollo de las
Desigualdades Béasicas para Cascaras Afines. Previamente, como referencia histérica, y
también para que sirva de comparacion, estableceremos las Desigualdades Bésicas para
Céscaras Euclidianas.

2 RESUMEN NOTACIONAL: SUPERFICIE MEDIA EN LA FORMA DE MONGE

Haremos uso extensivo de nuestra propia notacion, desarrollada en los articulos [i], [ii],
[iii], [iv], [v], a cuyo contenido nos remitimos brevitatis causae. En € presente articulo
supondremos que la superficie media M, es expresada en la forma de Monge, i.e., como una

inmersion grafica definida en términos de coordenadas afines del espacio ambiente
(X, %,, %) por x, = f (x,,x,). Asi, la primera, segunda y tercera formas

fundamentales afines de M, quedan expresadas por las ecuaciones que se muestran a

continuacion.
Entonces, la primera forma fundamental afin de M, :

Iua = é. gab dua dub (1)

a,b

|, =F%q 1, f dwdu® )

a,b

con F ::‘det(‘ﬂab f )‘ la segunda forma fundamental afin de M, , queda:
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= @ GapgduP du® dus ?3)
es decir,
o =F " Q hypgdu du®du (4)
donde
1
Nung = Mg - Z(‘ﬂab £9, (logF)+1,, £ 1, (logF )+ 1, f 1, (logF)) (5)

la terceraforma fundamental afin de M, nos queda:
I, =4 B,du*du® (6)
a,b

con

By = oo (109 F) + 31, (109 F)1, (1ogF)- a 1 Mas 19, (100 F @

e %]

donde, por definicion, (fab) representa a la matriz inversa de 1, f , i.e.,, se cumple que
2 cal a

afof,f=d; .

|

3 FUNDAMENTO DE LASDESIGUALDADESBASICAS

Consideramos una céscara que, en € estado no-deformado, tiene espesor afin constante y
esta congtituida por un materia perfectamente elastico, homogéneo e isotropico. Si la cascara
es sometida a fuerzas a lo largo de su borde, mientras que sus caras estén libres de traccién, se
deformay llega a una posicion de equilibrio, satisfaciendo en ese estado apropiadas ecuaciones
no lineales de equilibrio.

Nos proponemos en este trabgjo considerar exclusivamente el comportamiento de la cascara
en d interior, “lgos’ de la influencia de los bordes, en € sentido de la distancia afin. Mas
precisamente, las estimativas a priori se realizardn con fundamento en e desarrollo tedrico de
las Ecuaciones Diferenciales no lineades de tipo Monge-Ampere. En este sentido, la reduccién
de los objetos geométricos y fisicos tridimensionales inherentes ala cascara ¢ , en términos de
la descripcion bidimensional de la superficie media M, , dependera de la acotacion de un Unico

parametro
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ah h 6
q mang,R,era 8
donde e eslamaxima deformacion en la cascara, 2h es €l espesor afin delacascara, D esla
distancia afin a borde, y R esta asociado a la cota superior dd radio afin de curvatura
generalizado de la superficie media, através de la hipétesis basica que supondremos se cumple
y que representaremos por la condicién de que, para cualquier eleccion gque se tome para €
origen R, del sistema afin de coordenadas, en las que se referencia a la superficie media M,

se satisfagan las desigualdades:

s | £ R 2

Taog T \ £R? (9)

3
.

T 1|2 (R %)

para el nimero de derivadas de orden superior que sea necesario. Dicho nimero dependera del
orden de las derivadas, ordinarias y covariantes, de los tensores de deformacion y tensén que
uno quiera estimar.

Entonces, los términos de eror, que involucran a todos los demés objetos fisico-
geométricos que intervienen en € problema, son estimados en términos de potencias de q 'y
son validos para valores de @ menores que un cierto valor g, “constante universal”, que

depende sblo del material considerado.

4 PRIMERA ETAPA: DESARROLLO EUCLIDEANO

Dada la superficie mediade lacascara M, vamosa

suponer que la superficie media esta representa en la forma o
de Monge, i.e., como un grafico definido por unafuncion P e "
x, = f (x,, x,) suficientemente diferenciable, y con T !
(x,, x, ) Vvariando sobre un cierto dominio. Més ain, v a
siempre podemos suponer, por medio de un movimiento TR e TR
euclidiano s fuera necesario, que el origen de coordenadas

01 M ,,quee plano (x,, x,) esexactamente el plano tangentea M,,, en ese punto y que
el tercer ge, x, , tienelamismadireccion de lanormal euclidiana. Por 1o tanto tenemos,

ademas, que lafuncion y sus primeras derivadas se anulan en dicho punto, i.e.,

f(0,0)=1, f(0,0)=0,a=1,2. (10)
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Introducimos a seguir un vaor rea que denominaremos R y que estd definido por €
requerimiento de que, para todos los puntos (X, x,) en € dominio de definicionde f ,y para
cualquiera que sea la escogencia del origen de coordenadas, |as desigual dades:

1 1
‘ﬂabgf‘EE, ﬂabmf‘EE, (11)

ﬂabf‘E%’

sean satisfechas para derivadas de orden superior segin se necesite en € desarrollo que sigue
(tal nUmero depende del orden de la derivada de la deformacion y la tensién que uno quiera
estimar). Como se vera més adelante, & valor + esta intimamente relacionado con & limite

superior paralas curvaturas principales euclidianas de la superficie M, .

Esta claro que, s la superficie media M, es representada en la forma de Monge,
x, = f (x,,x, ), con respecto alos parametros curvilineos especiales u, = x, Y U, =X,
se tiene que las componentes de la primera 'y segunda formas fundamentales euclidianas vienen
expresadas por las dos siguientes ecuaciones

B 0o +1, F T, (12)

L = (L+(T, )7 + (1, F)2) "0, f (13)
Sea | un nimero positivo con | <R. Entonces, fijado un origen de coordenadas, para

puntos de M, situados dentro del disco definido por g (ua)2 <|?, de las relaciones

a

anteriores obtenemos las siguientes desigual dades:

J21

R ’

21 2

1
1. £ £ Lole= a9

‘aab - dab

En efecto, puesto que habiamos supuesto que f (0,0) = 7, f (0,0) = 0 cona =12.
Entonces tendremos para cada a , por €l Teoremadel Vaor Medio:

flo £ (H)- 1. £ (O) £[N(T. £)]AH] (15)

Ademés, de

RO )= (1) + (T ) (16)

IN(T. )] £ 2max (1, )’ <ﬁ% (17)

obtenemos
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asi que tomando |H||<! resulta

9, f|£ %| (18)
Similarmente, de la ecuacion (12):
&p - Oop =T FT, f (19)
resulta
e, - | €11, |1, 1| (20)
finamente
| 2
‘aab B dab £ 2? (21)
Por otro lado se cumple que,
vt (1, £+ (1, )£ 2 (1. 1)+ (1. 1) (22
asi que de la expresién (13):
1Tab f
L, = (23)
D (L) (1)
resulta
T
Lo | = Z‘ = £T f| (24)
\/1+(|‘ﬂa f|) +(“|Ib fD
y, entonces
L2 5 25

Otras desigual dades basicas euclidianas pueden ser obtenidas en forma similar. Por giemplo,
de

&y = + LT, T, (26)
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derivando seguin laregla de Leibnitz,

1Tgaab :ﬂagfﬂbf -'-ﬂafﬂbgf (27)
que en términos de las desigual dades, nos queda:
Ty | £[Tag F[|, |+, | Toq f| (28)
ﬁ!
1V2, 22
“ﬂgadb‘EZE?I <= (29)

paravaloresde | talesque | <R.

Vamos amostrar también la acotacion parala siguiente derivada: “ﬂgnaab ‘ : Partiendo de

Toap =T f1, f +9, f9,, f y, derivando otra vez, obtenemos:

ﬂgnaab :ﬂagnfﬂbf +ﬂagfﬂbmf -'-ﬂamfﬂbg‘r +ﬂa 1:ﬂbgnf ’ (30)
que, en términos de desigual dades, nos queda:

Ty | €[ Tagn T Mo |+ (Mg T Mo |+ [T F Mo [ [T, F T f | (31)

1J_ L1111 V21

es decir que, £— ——+——+—1 =.

a ‘ﬂg“a"‘b‘ R "RR'RR' R R

O seq,

2 &/2

‘ﬂgnaab‘ﬁ éil +1— (32)
@

Pero, como estamos suponiendo tomar 0<| <R, entonces lﬁ <1, yresulta

6
oo | £ = (33

Similarmente, para la siguiente derivada se puede verificar que

T 2 | £ 5

(34)

Con respecto a las componentes de la segunda forma fundamental euclidiana, de la ecuacion
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(23), derivando tenemos:
Mg FALH (T )+ (T 1) - T (L (T6)+ (9, )2)'%(ﬂlfﬂlgf +1,19,, 1)
ﬂg(Lab)_ 1+(9,£)° +(1,f)° (35)
que desarrollando

Taog f (L (T )+ (T F)7)- T £ (119, F 49,71, 1)

1 = (36)
g('-db) (1+('|T1f)2+(‘ﬂ2f)2)%
de la que obtenemos ahora las desigual dades.
19, (Lo )| £ [T 2+ (T £)7 + (0 €)M £ 5T |19, 7[5 7 (37)
y, reemplazando por las acotaciones ya efectuadas
®2 0 1,42, 1
‘ (Lab)‘ 1+2g—| = E _R _R
£%(1+4)+2£ (38)
iz(s+2f 2)
lo que finamente resulta,
1, (Lo )| £ % (39)
Derivando otravez laexpresion
Mo (1 (T )+ (1)) T £ (TF T f 40,79, ) o
Ty (L) = . = (40)
(14 (1 6)"+ (1))
obtenemos
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T (L (1) (19)°) (1 (0.0 + (1))

Tt )= (14 (e + (1.1 )) '
+‘ﬂabgf2(‘ﬂ1f‘ﬂ1mf +ﬂ2fﬂ2mf)(1+('n1f ) +(ﬂ2f)z)% _
(14 (1) +(1,1)°)
ToomF (T T f +‘|T2fﬂ2gf)(1+(‘ﬂ1f ) +('n2f)2)% (41)
(1+ (16 +(1,0)°)
Too © (Mo F T 4T, F g F 49, T, f +'|12f'ﬂzgﬂf)(1+(ﬂ1f)2+(ﬂ2f)2)%
- (1+ (1) +(1,1)°) -
_sﬂabgf(1+(mf)2+(ﬂzf)2)(1+(ﬂ1 ) ( ) (i +9,19,0)
[t (5.0 (1))
+3'|Tabf(1+(ﬂlf)2+('ﬂz )2) (‘ﬂlf‘ﬂlgf+'ﬂzfﬂzgf)('ﬂlfﬂ1mf+ﬂ2fﬂ2mf)

[+ (10 +(1.0))

lo que nos da las desigual dades,

T (14 (5 £ (9,6 (L (1 (0, )+

+ﬂabgf2(ﬂlfﬂ1@lf +ﬂ2fﬂzgf)(l+(ﬂ1 ) (ﬂz ) )%

n (Lo )| £

+ Mo f (ﬂlfﬂlgf +ﬂ2fﬂzgf)(1+(ﬂlf)2+(ﬂ2f)2)% +

(42)

2 2 %
T T (T T T+ g+ T F 9 £ #9750 ) (14 (1,5)7 +(1,6)°) |+

+ Sﬂabgf (1+(ﬂ1f)2 +(ﬂ2f )2)(1+(u”1f )2 +(ﬂ2f)2)% (‘Hlfﬂlmf +ﬂ2fﬂ2mf) +

+[3r, f (1+(ﬂlf)2+(ﬂ2f)2)%(ﬂlfﬂlgf 0,0, ) (1 F T f +1, 79,

nos queda:
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® i0ee g6
(L ) £€ 1<;1+2@| 97+3i2g 52, 10,1, g */_| i_-gl B2, 00,
5; RER R R R 5% 55
® 20 oy
+<;i91+2aa/—3| 9_ %2£| 1-3r;1 zg/_ : 2%| ;
8 9
&b 8 6 o) 4
£ 57 _3>6Y
SR R R3 8R2 2 5 (43)
52_35%+£§5%
R
£223:6%EL 0
R g
es decir, tendremos
444
‘ﬂgn (L )‘ E? (44)

Analizando ahora, parala cascara (el volumen) y recordando las ecuaciones (7) de [iv] que

=8 A.du'du® (45)
i k
siendo
Ay =8y, - 2l L L As=0, Ay =1 (46)
entonces
eA, A, Ou
Ac=gA A. O (47)
g0 0 1§
ahora tenemos que acotar la expresion:
h,=A.-d, (48)

paralo cual comenzamos acotando
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A - day = (2 -, )- 2L, +7L,,L9 (49)
luego, haciendo
A - Ay =(ay, - dyy )- 2L, +t2L,,80 L, (50)
que, nos fornece |as desigual dades
A - oo £ (36 - dao )|+ 21t |Lus +|t|2\|_agHag\ L,

2 2 (51)
g2l 4 22 h, h 43?[+ 2
R?
y, COmo estamos suponiendo que | <R, nos queda:
an o
A - d, ¢R (52)
Ro

A partir de todas las desigualdades basicas, establecidas para los objetos geométricos
euclidianos de la superficie media, detalladas en esta seccion, se pueden establecer estimativas
para las derivadas covariantes de cualquier orden, tanto para las componentes del tensor de
deformacidn como paralas del tensor de tension. Ver, por ggemplo, € articulo de F. John, [vii].

5 SEGUNDA ETAPA: DESARROLLO AFIN
El resumen notacional introducido en la seccién 2 implica, en particular, que lafuncion f
satisface la siguiente ecuacion diferencia de tipo Monge-Ampere:

det(1,, f) ==F (53)

y para ta tipo de ecuaciones, con condiciones de contorno como es el presente caso, valen
acotaciones paralafuncién f y sus derivadas. También, puesto que a su vez lafuncion F es

estrictamente positiva en todo e dominio donde esta definida la funcién f existen cotas
inferioresy superioresparala F .

En consecuencia, y afin de facilitar la presente exposicién, podemos también suponer que
estén acotados: las derivadas segundas de la funcion f, i.e, las componentes de la matriz

Hessiana (‘Hab f), las componentes de la matriz inversa de la anterior, que denotaremos
(f"’Ib ) y los coeficientes del tensor pseudo-métrico, tanto covariantes como contravariantes,

i.e, g, Y g%, hechos que expresaremos por las siguientes inecuaciones: ﬂabf‘<K,

649



S. Gigena, D. Abud, M. Binia

fAl< K, <K, |[g*®|<K.

gab g

Ademas, como también estan acotadas las derivadas de orden superior, y para unificar la
notacién, supondremos que existe un radio de curvatura afin méximo generalizado que estara
intimamente relacionado con € limite superior de las curvaturas principales afines de la
superficie media M, que denotaremos también R y que, para € presente caso afin, queda

especificado por las condiciones de que:

(54)

y paralas derivadas sucesivas,

oo | ER™
(55)

3

Vo f\£(R'%) ,

para un orden tal de derivacion que resulte suficiente para e desarrollo de estimativas que se
juzguen Utilesa desarrollo de la presente teoria.

Usando estas hipdtesis se obtiene la correspondiente acotacién para las componentes del
tensor de la tercera forma fundamental:

1l 1 R 0
B,y =~ ¢l (109 F) + 21, (10gF) 1, (10gF) - & f* Tlys 1, (I0gF)=, (56)
e sl (4]
S tenemos en cuenta, ademés, |as dos siguientes, bien conocidas identidades:
1TalogF:é.frsﬂarsf’
| (57)
1Tab |OgF = é. erT[abrs f- é. fr ftsﬂqta fﬂrsbf J
con lo cual resulta:
11 1
B,|£==(4K +32K?)=(K +8K?)=
™ g R( ) ( ) R (58)
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A seguir, calculamos las derivadas parciales de esas componentes

a[ frtﬂabrt f +frtﬂabrtg (ﬂ frhﬂhrraf)(f ﬂbrt f) O
1-[gBab: _g (frhﬂhmagf)(f 1-[brtf) (frhﬂhr‘raf)(ﬂf 1Tbrt )_ T+

(70 (™0 ) ;

1 aéﬂ frt ﬂtra f)(fsl ﬂbs| f)+(f rt ﬂtrag f)(fsl ﬂbsl f)+0 (59)
IO ), oy 1) (1 T N M, )
1%ﬂgf8| TIabs f)(frtﬂlrt f)+(f5| ﬂabsgf)(frtﬂlrt f)+9
B+ (F s 1T, e )+ (£ Ts DY g ) 5
Entonces, usando laidentidad
a f'°",f=d, (60)
[
de lacual se obtiene que
ﬂafsg:'éflgfnsﬂalmf, (61)
[
encontramos por caculo directo la siguiente estimativa
|ﬂgBab E%(K +19K2+24K3)_ (62)
=%

Con lo expuesto hasta ahora, se pueden también conseguir estimativas para las
componentes del tensor (pseudo)-Riemanniano G =G, du'du’ de la céscara sin deformar C

(ver [iv], ecuacion (58) y siguientes), y sus derivadas sucesivas, tanto parciales como
covariantes.

Por gemplo, del trabgjo citado sabemos que
Gy 1= Gy - 2B, +°A BB, (63)
|

con lo cua obtenemos, primeramente, que
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Gab =0 - 2tBab +tzé. glmBamel , (64)

| ,m

Yy, en consecuencia

.2
£K+2K (1+8K)%+4K2(1+8K)g%2 .
2

Gab

(65)

En forma similar se pueden realizar otras estimativas de derivadas de orden superior. Todas
estas estimativas son utilizadas en la obtencion del objetivo final, a ser presentado en trabajos
posteriores, que es la acotacion de las derivadas covariantes, de orden superior, para las
componentes de los tensores de deformacion y tension.
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