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Abstract. En el presente trabajo se presenta el análisis anaĺıtico y geoḿetrico de localizacíon
de deformaciones plásticas en modelos de plasticidad regularizada mediante teorı́a de gra-
dientes. A partir del ḿetodo geoḿetrico de localizacíon, basado en la solución anaĺıtica de
la singularidad del tensor de localización, se determinan los parámetros cŕıticos de falla dis-
continua para diferentes estados tensionales. Se aplica al modelo material de von Mises. La
representacíon geoḿetrica de la condicíon de localizacíon en las coordenadas de tensiones de
Mohr, demuestra claramente las ventajas de la formulación de gradientes en lo que respecta a
su capacidad regularizante.
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1 INTRODUCCI ÓN

Expresando la singularidad del tensor de localización en funcíon de las coordenadas de Mohr,
tensiones normales y tangenciales al plano crı́tico de falla, es posible hallar la ecuación de una
elipse que en el punto de tangencia con el cı́rculo de Mohr da información sobre los parámetros
cŕıticos al comienzo de la bifurcación y sobre el tipo de falla (Pijaudier-Cabot and Benallal,
19931 ; Benallal and Comi, 19932 ; Rizzi et al. 19953 ; Iordache and Willam, 19984). Este
método analı́tico/geoḿetrico se aplica a modelos elasto-plásticos regularizados mediante teorı́a
de gradientes, formulados a partir de las leyes de la Termodinámica [Svedberg and Runesson
(1998)5 ; Svedberg (1999)6].

2 FORMULACI ÓN DE PLASTICIDAD DE GRADIENTES TERMODIN ÁMICAMENTE
CONSISTENTE

La enerǵıa libre totalΨ puede expresarse como la adición de la enerǵıa libre eĺasticaΨe y de
la enerǵıa debida a las contribuciones locales y de gradientes causadas por las deformaciones
aneĺasticasΨp,l y Ψp,g respectivamente, expresadas en términos de la variable de endureci-
miento/ablandamientoκ

Ψ(εe, κ, ∇κ) = Ψe(εe) + Ψp,loc(κ) + Ψp,g(∇κ) (1)

A los fines de lograr mayor simplicidad se adopta paraκ una cantidad escalar. Los efectos de
gradientes quedan restringidos al endurecimiento/ablandamiento mediante la inclusión de∇κ.

Para el caso de endurecimiento/ablandamiento isotrópico y considerando la densidad del ma-
terial ρ, se adoptan las expresiones de densidad de energı́a aneĺastica propuestas por Svedberg
(1999)6

ρΨe =
1

2
εe : Ee : εe , ρΨp,loc =

1

2
Hκ2 , ρΨp,g =

1

2
l2∇κ ·Hg ·∇κ (2)

en las que se distinguen dos tipos de parámetros de estado:

· el módulo de endurecimiento/ablandamientolocal H

· el tensor de gradientesno localHg

definidos como

H = ρ
∂2Ψp,loc

(∂κ)2
y Hg = ρ

1

l2
∂2Ψp,g

∂(∇κ)⊗ ∂(∇κ)
con det(Hg) ≥ 0 (3)

Como fuera sẽnalado por Svedberg y Runesson (1998)5 , hay tres posibles interpretaciones
para la longitud internal en la ecuacíon (3-b):

· paŕametro dimensional que hace queH y Hg posean la misma dimensión

· entidad f́ısica que determina la medida caracterı́stica de la micro-estructura

· paŕametro que estabiliza numéricamente a la teorı́a constitutiva local
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2.1 Relaciones Constitutivas

Las ecuaciones constitutivas derivan de las relaciones de Coleman. A partir de las expresiones
2, es posible determinar el tensor de tensiones totales

σ = ρ
∂Ψ

∂ε
, σ = Ee : εe (4)

y las tensiones disipativas en las que intervienen tanto las contribuciones locales como las de
los gradientes originados por las deformaciones anelásticas

K = K loc + Kg (5)

con

K loc = −ρ
∂Ψp,loc

∂κ
= −Hκ , Kg = ∇ · ρ ∂Ψp,g

∂(∇κ)
= l2∇ · (Hg ·∇κ) (6)

De la ecuacíon (6-b) se obtienen las tensiones disipativas en el borde∂Ω,

K(g,b) = −m · ρ ∂Ψp,g

∂(∇κ)
(7)

con el vectorm normal a∂Ω.

2.2 Teoŕıa Material J2 de gradientes

Se expresan a continuación la funcíon de fluencia y leyes de evolución del flujo pĺastico para
el modelo materialJ2 sobre el que se aplicará luego el ḿetodo geoḿetrico/anaĺıtico de locali-
zacíon.

Se considera la expresión del criterio de fluencia de von Mises

Φ = σe − ft −K con σe =
√

3J2 , J2 =
1

2
s : s (8)

siendoJ2 el segundo invariante del tensor deviatórico de tensioness. De las ecuaciones 5 y 6
surge la tensión disipativa total

K = −Hκ + l2∇ · (Hg ·∇κ) (9)

En el caso general de flujo plástico no asociado, el potencial disipativoΦ
′
puede incluir t́erminos

no lineales, ver Svedberg (1998)5

Φ
′
= Φ +

1

2
gkK

2 (10)

siendogk un constante positiva. La leyes de evolución del flujo pĺastico est́an dadas por

ε̇p = λ̇
∂Φ

′

∂σ
= λ̇

3

2

s

σe

y κ̇ = λ̇
∂Φ

′

∂K
= −λ̇ (11)

siendoλ̇ la tasa del paŕametro pĺastico.
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3 SOLUCIÓN ANAL ÍTICA DE LOCALIZACI ÓN

La formacíon de bandas de localización en el continuo, estrechamente ligada a la bifurcación del
equilibrio, conduce a la ṕerdida de la elipticidad de las ecuaciones que gobiernan el problema
del equilibro. La discontinuidad del campo de deformaciones anelásticas se identifica por la
condicíon de singularidad del tensor acústico o de localización, ver Ottosen y Runesson (1991)7

, Etse and Willam (1990)8 , Etse, Willam et al. (1994)9 .
De la expresíon del tensor aćustico elasto-pĺastico de gradientes, definido por Vrech, Etse

and Dvorkin (2004)10 se obtiene su solución de autovalores en términos del autovalor menor

λ(1) = 1− a(nl) · [Qe(nl)]
−1 · a∗(nl)

h + hg
= 0 (12)

siendonl la direccíon normal a la superficie de discontinuidad, el tensor acústico eĺastico

Qe = nl ·Ee · nl (13)

los módulos pĺasticos generalizadoslocal y no-local

h =
∂Φ

∂σ
: Ee :

∂Φ∗

∂σ
+ H̄ , hg = nl · H̄g · nl(

2πl

δ
)2 (14)

y los vectoresa∗ y a definidos como

a∗ =
∂Φ∗

∂σ
: Ee · nl , a =

∂Φ

∂σ
: Ee · nl (15)

A partir de la ecuación 12 se deriva la forma explı́cita deH̄g, que satisface la condición de
localizacíon (ver Vrech et al.(2004)10)

H̄g(
2πl

δ
)2 = H̄ − a · [Qe]−1 · a∗ +

∂Φ

∂σ
: Ee :

∂Φ∗

∂σ
(16)

4 SOLUCIÓN GEOMÉTRICA DE LOCALIZACI ÓN

En esta sección se presenta el análisis geoḿetrico de la condicíon de falla localizada en términos
del módulo cŕıtico de endurecimiento/ablandamiento para la formulación elasto-pĺastica cĺasica,
realizado previamente por Benallal (1992)11 , Pijaudier-Cabot and Benallal (1993)1 , Liebe and
Willam (2001)12 y Liebe (1998)13 , entre otros.

De la condicíon de localizacíon, ecuacíon 12, se obtiene la dirección cŕıtica de localizacíon
nl y el paŕametro ḿaximo (cŕıtico) de endurecimiento/ablandamientoH̄c(nl) = max[H̄(nl)],
cuya expresíon define una elipse en las coordenadas de Mohrσ − τ

σ = σ · nl · σ , s = nl · s · nl (17)

τ = (nl · s) · (nl · s)− (nl · s · nl)
2 (18)
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ft = 1200 kg
cm2

E = 2100000 kg
cm2

ν = 0.2
H̄
ft

= 0
H̄g

ft
= 50

Table 1: Propiedades Material de von Mises

siendonl la direccíon normal al plano donde se evaluan dichas coordenadas. La dirección
cŕıtica de fallanl y el paŕametro ḿaximo de endurecimiento/ablandamientoH̄c quedan defini-
dos por los puntos de contacto entre el cı́rculo de tensiones de Mohr,ver Willam et al. (1994).9

La elipse de localización resulta

(σ − σ0)
2

A2
− τ 2

B2
= 1 (19)

siendoσ1 y σ3, las tensiones principales mayor y menor respectivamente, y

σ0 =
1

3
I1 − 1 + ν

2(1− 2ν)
(µf + µq) (20)

A2 = 2
1− ν

1− 2ν
B2 (21)

B2 =
H̄c

4G
+ J2 +

1(1 + ν)2(µf + µq)
2

8(1− 2ν)(1− ν)
+

1 + ν

1− ν
µfµq (22)

Las expresiones 19 a 22 fueron extendidas para el caso de plasticidad de gradientes por Vrech
et al. (2004)10 . Sus predicciones son analizadas en la próxima secccíon.

5 ANÁLISIS NUM ÉRICO

Se analizan en esta sección los indicadores de falla localizada para modelos materialeslocales
y no localesde gradientes, que responden al criterio de fluencia de von Mises.

Los datos materiales utilizados en ambos se presentan en la Tabla 1.
Los ejemplos tratados en esta sección corresponden al estado plano de deformaciones y al

caso especialσz = ν(σx + σy).
Se pone especialénfasis al estado tensional para el que se produzca la localización de las

deformaciones.

5.1 Modelo material de von Mises

En la Figura 1, a partir de la curva que representa la función de fluencia para carga lı́mite en el
espacio de tensiones principalesσI/σII , se grafican los indicadores de falladet(Qep) y det(Qg)
correspondientes a elasto-plasticidad clásica y regularizada mediante teorı́a de gradientes res-
pectivamente.
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Figure 1: Indicadores de falla localizada - Criterio de von Mises

Se observa falla localizada en los puntos correspondientes a estados de corte puro| σI |=
− | σII |, donde se obtienen valores nulos del indicador elasto-plásticolocal de falla locali-
zadadet(Qep). Por el contrario, los valores del indicador elasto-plásticono localde gradientes
det(Qg) se mantienen positivos.

Mediante el ańalisis geoḿetrico de localizacíon del estado de corte puro, resultan las elipses
de la Figura 2. La correspondiente a plasticidadlocal presenta puntos de contacto con el cı́rculo
el Mohr, mientras que la correspondiente a plasticidad regularizada con teorı́a de gradientes
evidencia la supresión de la condicíon de localizaćon al carecer de puntos de tangencia.

Los valores cŕıticos Hc

E
= 0 y θ = 45.0◦ deducidos a partir de la Figura 2 se verifican

mediante el ḿetodo analı́tico en la Figura 3.

6 CONCLUSIONES

En el presente trabajo se llevó a cabo el ańalisis preliminar nuḿerico y geoḿetrico, de la va-
riación del indicador de falla localizada en el modelo elasto-plástico regularizado mediante
teoŕıa de gradientes. Dicho estudio, aplicado al criterio de fluencia de von Mises demuestra la
capacidad regularizante de la teorı́a de gradientes. Si bien se mantiene la dirección cŕıtica de
falla, la condicíon de bifurcacíon del equilibrio y a su vez de falla localizada, queda suprimida
al implementar la formulación de gradientes en el caso analizado.
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