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Resumen. La geometría fractal permite el estudio de objetos fragmentados que presentan invarianza 

respecto al cambio de escala, pues permite describir matemáticamente objetos que se consideran 

demasiado complejos.  

En los fractales se puede observar la propiedad de auto-similitud. En principio esta auto-similitud es 

infinita, pero sólo en el caso de  los fractales matemáticos. Los fractales naturales sólo presentan un 

número finito de “niveles”  auto-similares. Además, aunque parecidos, no poseen una semejanza 

totalmente exacta. A esta propiedad de invarianza estadística del escalado se le denomina auto-

similitud estadística.  

Ciertos objetos naturales poseen un número finito de grados de auto-similitud, y pueden ser 

considerados como fractales naturales.  

Se ha diseñado software que procesa, analiza y extrae características de imágenes, a partir de las 

cuales se determina la dimensión fractal del objeto usando el método de conteo de cajas. Se han 

realizado aplicaciones tomando datos de fenómenos naturales tales como el crecimiento de colonias 

de microorganismos y el crecimiento  de granos en metales, obtenidos mediante simulaciones y 

determinación de características de hojas vegetales adquiridos mediante digitalización. 
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1 INTRODUCCIÓN 
Los fractales, inicialmente desarrollados por Mandelbrot (1977, 1982) son conjuntos 

matemáticos con un alto gr ado de complejidad que puede n modelar muchos fenómenos 
naturales. Desde hace un tiempo el modelado de fractales y  sus conceptos asociado s se 
han convertido en im portantes herramientas en diversas áreas de las ciencias naturales, 
principalmente debido a que el modelado de fractales no supone que los objetos  
estudiados tienen buenas propiedades de continuidad y “suavi dad”. Una  de  la s 
características más importantes de la geometría fractal es que permite la caracterización 
de irregularidades que no pue den tratars e m ediante la geom etría euclidean a. Como 
resultado, se definen varias características fractales, entre las cuales la dimensión fractal 
es una de las m ás i mportantes. Se han desa rrollado diversos m étodos para estim ar la  
dimensión fractal en el análisis de im ágenes. Pentland (1984) propuso un m étodo para 
estimar la dim ensión fractal usando la tran sformación de Fourier  aplicada al esp ectro 
de potencia de la superficie de intensidad de la im agen suponiendo que eran modeladas 
como superficies de movimiento browniano fractal. Peleg et al. (1984) adoptaron la idea 
de Mandelbrot del método ε-blanket y la extendieron al cálculo de superficie de un área. 
Clarke (1986) calculó la dim ensión fract al de superficies t opográficas usando el 
concepto de un área de superficie for mada por prism as triangulares. El m étodo de  
conteo de cajas fue desarrollado por Gangepain y Roques-Carm es (1986)  y m ejorado 
posteriormente por Voss (1986) al incorporar la teoría de la probabilidad. Más tarde, en 
1989, Keller et al . contribuyeron con un refinam iento por m edio de la interpolación 
lineal. Sarkar y Chaudhuri (1992, 1994) propusieron el método diferencial de conteo de 
cajas para calcular la dim ensión fractal ad emás de com parar diferentes m étodos. En 
1995, Jin et al. proponen una mejora a los trabajos de Sarkar y Chaudhuri y lo aplican al 
análisis de imágenes digitales.  

Los fractales aleato rios pueden usarse para describir muchos objetos irregulares del 
mundo real. Otras aplicaciones incluyen la clasificación de muestras histopatológicas, el 
estudio del paisaje y de la complejidad de las costas, enzimología (cinética de Michelis-
Menten) ( Kopelman, 1988 ; Savageau, 1995 ), la generación de nueva m úsica, la 
compresión de señales e imágenes, la generación de diversas formas de arte, la creación 
de am pliaciones de fotografías dig itales, sismología, m ecánica de suelos, creación  de 
video juegos (en particular, gráficos de ento rnos biológicos), técn icas de análisis  de 
series de precios (Wilkin, 2006; Sornette et al., 1996). 

En este trabajo se muestra la ap licación de algo ritmos para d eterminar la dimensión 
fractal de imágenes tomando datos de fenómenos naturales tales como el crecimiento de 
colonias de microorganismos y el crecimiento de granos en metales, obtenidos mediante 
simulaciones y determinación de características  de hojas vegetales adquiridos mediante 
digitalización. 

2 GEOMETRÍA DE FRACTALES 
Mandelbrot desarrolló una nueva  geom etría que perm ite el estudio de las form as 

naturales, identificando una fa milia de for mas demasiado irregulares para ser descritas  
mediante la geometría euclidiana, a la que llam ó fractales. El término proviene del latín 
fractus, el correspondiente verbo es frangere y significa “rom per, c rear fragm entos 
irregulares”. El término fractal transmite la idea de que un objeto es irregular, se puede 
descomponer en fragmentos que son parecidos al todo y de dimensión fraccionaria. 

La geometría euclidiana describe por medio de fórmulas, asigna dimensiones enteras 
a los objetos y es adecuada para describir objet os hechos por el hombre. En contraparte, 
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la geom etría fractal d escribe m ediante al goritmos dim ensiones fraccionarias y es  
adecuada para describir formas naturales. 

En general, podría decirse que  los fractales son objetos ir regulares, rugosos, porosos 
o fragmentados y que, además, presentan estas propiedades al mismo grado en todas las 
escalas, es decir que estos objetos presentan la m isma forma si son vistos de lejos o de  
cerca. Matemáticamente un fractal es subconjunto de un espacio métrico para el cual su 
dimensión de Hausdorff-Besicovitch, D H-B es es trictamente m ayor que su dim ensión 
topológica D T. La di mensión de Hausdorff-Besicov itch no está restringida a tom ar 
valores enteros. Esta definición, sin e mbargo, excluye algunos conjuntos que son 
considerados fractales. No existe una definició n de los fractales que sea plenam ente 
satisfactoria. 

Los fractales generalm ente poseen algún tipo de autos imilitud, pued e decirs e que 
están form ados por partes pequeñas  que se pa recen al tod o. Esta sim ilitud pu ede ser 
geométricamente estricta o bien p uede ser solamente aproxim ada o estadística. Por  
ejemplo, el conjunto de Cantor ( Figura 1 ) está for mado por dos copias estrictamente 
similares de sí m ismo, mientras que la curva de von Koch ( Figura 2) está formada por 
cuatro réplicas. Un fractal natural, como un árbol está formado por múltiples copias, que 
son las ramas, aproximadamente similares al todo. A su vez, las ramas contienen copias 
de sí mismas. En este e jemplo, la similitud es sólo aproximada o es tadística y recibe el 
nombre de autoafinidad. 

 

Figura 1. Conjunto de Cantor en 3 iteraciones 

 
Figura 2. Las primeras tres iteraciones de la curva de Koch 
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3 CARACTERÍSTICAS DE LOS FRACTALES 

3.1 Autosimilitud  
Según B. Mandelbrot, un objeto es autosimilar o autosemejante si sus partes tienen la 

misma forma o estructura que  el todo, aunque pueden presen tarse a diferente escala y 
pueden estar ligeramente deformadas. (Mandelbrot, 1993) 

Los fractales pueden presentar tres tipos de autosimilitud: 
Autosimilitud exacta.  este es el tipo m ás restr ictivo de autosim ilitud: exige que el 

fractal parezca idéntico  a d iferentes esca las. A m enudo la encontramos en fractales 
definidos por sistemas de funciones iteradas (IFS). Figura 3. 

Cuasiautosimilitud: ex ige que el fractal parezca aprox imadamente idéntico a 
diferentes escalas. Los fractales de este ti po contienen copias m enores y distorsionadas 
de sí m ismos. Matem áticamente D. Sulliv an (1987)  definió el concepto de conjunto 
cuasiauto-similar a partir del conc epto de cuasi-isometría. Los fractales definidos por 
relaciones de recurrencia son normalmente de este tipo. Figura 4. 

Autosimilitud estadística . Es el tipo m ás débil de autos imilitud: se exige que e l 
fractal tenga medidas numéricas o estadísticas que se preserven con el cambio de escala. 
Los fractales aleatorios son ejemplos de fractales de este tipo. Figura 5. 

 

Figura 3. Autosimilitud exacta del copo de nieve de Koch 

 
Figura 4. Cuasiautosimilitud en el conjunto de Mandelbrot: al variar la escala obtenemos copias del 

conjunto con pequeñas diferencias. 

 
 

Figura 5. Autosimilitud estadística de un fractal generado por el proceso de agregación limitada por 
difusión  
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El principio básico para estim ar la dim ensión fractal se basa en el concepto de 
autosimilitud. La dim ensión f ractal D de un conjunto cerrado A en un espacio 
euclideano n dimensional se define como (ecuación 1):  

 
)/1log(
)log(lim

0 r
ND r

r→
=  (1) 

donde Nr es el núm ero m ás pequeño de copias diferentes de A en la escala r. La 
unión de Nr copias diferentes debe cubrir completamente el conjunto A. 

El método de conteo de cajas es uno de lo s más utilizados para obtener la dimensión 
fractal de un objeto. Consiste en cubrir una figura con cajas y determ inar cómo varía el 
número de cajas que se necesitan para cubr ir la figura con respec to al tam año de las 
cajas. Al disminuir el tamaño de las cajas, se  necesitará un mayor número de éstas para 
cubrir el objeto. 

Se toma la estruc tura de inte rés y s e coloca en una caja de lado L, sobre la que se 
construye una red regular en la que cada segmento tiene una longitud l. Se cuenta el 
número de cajas que contiene n alguna parte de la estr uctura, lo que da un núm ero N. 
Ahora se repite el procedim iento utilizando redes cada vez m ás finas ( l más pequeña) 
registrando en cada caso el valor N correspondiente. Al realizar esto sobre una figura es 
posible construir una tabla, en la que se registra el número de cajas que caben a lo largo 
del segm ento L (L/l) y,  del tota l d e cajas en toda la red, sólo cuántas  de ellas ( N) 
atraviesan la figura. 

Si se tom a el log aritmo de am bas cantidades y se grafica log ( N) vs log( L/l), es  
posible ajustar sobre lo s datos una línea recta cuya pendi ente es la d imensión fractal dc 
de la figura. Esto indica que existe una relación entre las dos variables del tipo 
(ecuación 2):  

 ( )dclLN /=  (2) 

El proceso ignora las irregul aridades de m enor tam año y estudia cómo varía el 
número de celdas  que cubre el ob jeto cu ando l tiende a cer o y ofrece un camino 
sistemático aplicable a una gran diversidad de formas naturales.  

Se han realizado aplicaciones tom ando datos de fenómenos naturales tales com o el  
crecimiento de colonias de m icroorganismos y el crecim iento de gran os en m etales, 
obtenidos mediante simulaciones y determ inación de caracterís ticas de hojas vegetales 
adquiridos mediante digitalización. 

4 FRACTALES EN LA NATURALEZA 
La naturaleza es pród iga en ejem plos de auto-similitud. Estos objeto s muestran un a 

estructura similar a lo largo de un rango extenso aunque, sin e mbargo, finito. Algunos  
ejemplos incluyen a las nubes, los cristales, la superficie de m ontañas, los relám pagos, 
el brócoli o coliflor y sistem as de va sos sanguíneos y pulmonares. En 1999 algunas 
formas fractales similares demostraron tener la propiedad de “invarianza de frecuencia” 
de las ecuaciones de Maxwell (la mismas propiedades electromagnéticas sin importar la 
frecuencia). 

4.1 Dimensión fractal del crecimiento de colonias de microorganismos obtenido 
mediante simulación 

Se realiza la determ inación de la dim ensión fr actal correspondiente a las im ágenes 
obtenidas de las sim ulaciones de crecimiento bacteriano bajo diferentes condiciones de 
movimiento (estático, m ovimiento brow niano y agitado) obtenidas m ediante 
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simulaciones de crecim iento bacteriano con au tómata celular (AC) ( Cattaneo et a l., 
2008; Larcher et al., 2008).  

La matriz de trabajo contiene valores 0 ó 1, indicando la presenci a de una bacteria o 
un lugar disponible para el de sarrollo. Esto puede tom arse como una im agen binaria. 
Por cada una de las condiciones de movimiento se tomaron 7 “imágenes” guardando los 
valores generados en la sim ulación en tiempos diferentes. Las simul aciones se 
realizaron usando una matriz de 120x120, con tiempos de duplicación (td) 1, 3, 5 y 7. 

Luego, se aplica el método de conteo de cajas tomando en cuenta sólo las cuadrículas 
ocupadas por una bacteria, para obtener la  dim ensión fractal de la colonia en 
crecimiento. 

En la Figura 6 se m uestran 4 etapas de crecim iento con  su s resp ectivas curv as de 
determinación de dim ensión fractal para el ca so de crecim iento estático con tiem po de 
duplicación = 1. 
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t = 50  
dimensión fractal 1,55 ± 0,07 

t = 60  
dimensión fractal 1,70 ± 0,03 

t = 70  
dimensión fractal 1,80 ± 0,02 

Figura 6. Crecimiento de colonia de microorganismos sin movimiento y curvas de determinación de 
dimensión fractal considerando td=1 

En la Figura 7  pueden observarse cuatro etapas de crecim iento bajo m ovimiento 
browniano, así com o las curvas de determ inación de dim ensión fractal con tiem po de 
duplicación = 1. 
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t=50 
dimensión fractal 1,76 ± 0,02 

t=60 
dimensión fractal 1,82 ± 0,02 

t=70 
dimensión fractal 1,85 ± 0,01 

Figura 7. Crecimiento de colonia de microorganismos con movimiento browniano y curvas de 
determinación de dimensión fractal considerando td=1 

La Figura 8  m uestra cu atro etap as de crecim iento en  cond iciones de  agitado  y las  
correspondientes curvas de determ inación de dim ensión fractal con tiem po de 
duplicación = 1. 
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dimensión fractal 1,70 ± 0,08 

t=20 
dimensión fractal 1,85 ± 0,06 

t=21 
dimensión fractal 1,93 ± 0,03 

Figura 8. Crecimiento de colonia de microorganismos con movimiento de tipo agitado y curvas de 
determinación de dimensión fractal considerando td=1 

En las Figuras 6 , 7 y 8 puede observarse que las distintas colonias según los 
diferentes tipos de m ovimiento tienen una estr uctura geométrica fractal com o se ve en 
las correspondientes curvas de regresión.  

Con el objeto de estudiar la d imensión fractal corres pondiente a cada tipo de 
movimiento manteniendo constante el tiempo de duplicación, se construyeron las curvas 
de la Figura 9, que muestra cómo varía la dimensión fractal en función del tiem po para 
los 3 tipos de m ovimiento considerando los siguientes tiem pos de duplicación: 1, 3 y 7. 
Puede observarse que en el caso de creci miento con agitado tienen una dim ensión 
fractal m ayor que los otros tipos de crecim iento m ientras que los crecim ientos con 
movimiento de tipo browniano tienen, en ge neral, una dim ensión fractal m ayor que el 
crecimiento estático. 

La Figura 10  perm ite com parar cóm o varía la dimensión fractal en función del 
tiempo y del tiem po de duplicación para cad a tipo de crecim iento. Pue de observarse  
que, en el caso de crecim iento estático, tom a valores ce rcanos a 1,6 para todos los  
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tiempos de duplicación, m ientras que para lo s otros tipos de movi miento la dim ensión 
fractal es mayor a tiempos de duplicación menores para iguales tiempos de crecimiento. 
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Figura 9. Variación de la dimensión fractal en función del tiempo para los 3 tipos de movimiento 
considerando td = 1, 3 y 7 
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Figura 10. Variación de la dimensión fractal en función del tiempo y del tiempo de duplicación para cada 
tipo de crecimiento 

4.2 Determinación de la dimensión fractal en el crecimiento de granos en aluminio 
La m icroestructura de un m etal puede definirse por el tam año, cantidad y 

distribución de defectos puntuale s, lineales superficiales y vo lumétricos presentes en el 
material (Colás, 2001). La ocurrencia de estos defectos puede ser caracterizada por una  
serie de parámetros. Por ejemplo, el tamaño promedio de los granos en un policristal.  

Una característica d e la m icroestructura en  materiales comunes es la irregularidad . 
La práctica normal en a nálisis estereológico es asumir que la m icroestructura sigue un 
patrón repetitivo. E l uso de geom etría fractal ( Mandelbrot, 1982 ; Mandelbrot et a l., 
1984; Barnslay, 1988 ; Schmittbuhl et al. , 1995 ) en el análisis  d e caracterís ticas 
irregulares que ocurran en la  naturaleza ha sido de gran ayuda para obtener una m ejor 
comprensión de las relaciones entre diferentes campos del conocimiento. 

Se han realizado análisis m ediante ge ometría fractal sobre características  
microestructurales tales  co mo los bordes de grano ( Hornbogen, 1987a ; Hornbogen, 
1987b; Hornbogen, 1989; Tanaka, 1993; Streitenberger, 1995), martensita (Hornbogen, 
1989; Su y Yan, 1992 ), graf ito ( Lu y Hellawell, 1994 ) y estructuras dendríticas 
(Hornbogen, 1989). El objetivo de este trabajo es presentar los resultados del análisis de 
dimensión fractal correspondiente a las im ágenes obtenidas de las simulaciones de 
crecimiento de grano de aluminio monofásico obtenidas mediante simulaciones con AC  
bidimensional (Cattaneo y Silvetti, 2008).  

Las im ágenes utilizadas tienen una dim ensión de 298x298 pixels. Esta m atriz de  
trabajo puede tom ar n valores posible co rrespondiente a las n orien taciones 
cristalográficas consideradas, por  lo tanto e stas imágenes tiene n colores de acuerd o a 
un  mapeo de colores indexados. Se realiza un pre-procesamiento a la imagen resultante 
para convertirla a valores binarios; se ut iliza el m étodo de Sobel que encuentra los 
bordes usando la aproxim ación Sobel de las derivadas y devuelve bordes en aquellos 
puntos donde el gradiente de gr  es m áximo y s e aplica un umbral con valor 0,1 para 
ignorar los bordes menos intensos.  

Luego se aplica el método de conteo de cajas  para obtener la dimensión fractal de la 
microestructura de la imagen. 

Se analizarán dos tipos de m icroestructuras de alum inio, una con 20 y otra con 100 
orientaciones a las siguientes tem peraturas de crecim iento de grano: 573, 673, 773 y 
873°K.  

En la Figura 11  se m uestra la m icroestructura obtenida para el alum inio con 100 
orientaciones a una temperatura de 773 K y un tiempo de simulación de 3000 pasos, así 
como la imagen binaria correspondiente; m ientras que la Figura 12 muestra la curva de 
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regresión correspondient e a la obtención de la dim ensión fractal; en la m isma puede 
observarse  que corresponde con una estructura de tipo fractal. 
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Figura 11. Microestructura de aluminio con 100 orientaciones  
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Figura 12. Curva de regresión correspondiente a la obtención de la dimensión fractal para la 

microestructura mencionada. 

En la Figura 13 se muestra cómo varía el tam año de grano y la dim ensión fractal de 
la m icroestructura con el tiem po de sim ulación para las diferent es tem peraturas de 
ensayo. Puede observarse que mientras aumenta el tamaño de grano la dimensión fractal 
disminuye. 
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Figura 13. Variación del tamaño de grano y la dimensión fractal de la microestructura con el tiempo de 

simulación para diferentes temperaturas de ensayo. Aluminio 100 orientaciones 

En la Figura 14 se grafican la dim ensión fractal en función de  la inversa del tamaño 
de grano, observándose que todos los puntos se alinean sobre la m isma recta cuya 
ordenada al origen es 0,888 ± 0,005 y pendiente 6,79 ± 0,09.  
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Figura 14. Dimensión fractal en función de la inversa del tamaño de grano para diferentes temperatura de 

ensayo 

En la Figura 15 se muestra cómo varía el tam año de grano y la dim ensión fractal de 
la microestructura de alum inio con 20 orientaciones con el tiem po de si mulación para 
las diferentes temperaturas de ensayo. Nuevamente puede notarse que mientras aumenta 
el tamaño de grano la dimensión fractal disminuye. 
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En la Figura 16 se grafican la dim ensión fractal en función de  la inversa del tamaño 
de grano para alum inio con 20 orientac iones, observándose que todos los puntos se 
alinean sobre la m isma recta con ordenada al origen es 0,910 ± 0,003 y pendiente        
6,1 ± 0,1.  
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Figura 16. Dimensión fractal en función de la inversa del tamaño de grano para aluminio con 20 

orientaciones 

4.3 Determinación de la dimensión fractal de hojas vegetales adquiridas mediante 
digitalización. 

Son numerosos aunque no abundantes los trabaj os que utilizan a los fractales y su 
geometría para describir y sim ular comportamientos naturales aparen temente caóticos. 
Solé y Manrubia (1995)  describen el com portamiento de  los claros en  am bientes de 
bosque tropical a través de un m odelo autómata celular simple al que lla man “El juego 
del bosque”. Pastor y Broschart (1990)  utilizan el an álisis fr actal para exam inar la 
distribución espacial de varias especies latifoliadas en rod ales de Min nesota. Milne 
(1992) enfoca el estudio de la fragm entación del paisaje desde el punto de vista de las 
distribuciones fractales. 

La inm ensa variedad de plantas y su s numerosas características taxonóm icas 
plantean la identificación de especies vege tales como un de safío tanto científico co mo 
tecnológico. La diversid ad de esp ecies ve getales hacen qu e las técn icas tradicionales 
sean difíciles, lentas, altamente especializadas ya que la mayoría son manuales y, por lo 
tanto, incapaces de mantenerse el ritmo de las necesidades de investigación y registro de 
la flora ( Judd et al. , 1999 ; Kurmann y He msley, 1999 ) con lo que se evidencia l a 
necesidad d e sistem as y herram ientas para id entificar y clasifica r esp ecies v egetales 
(Martínez Bruno et al., 2008).  

La identificación de es pecies vegetales puede ser realizada de dos m aneras: (a) 
usando información relativa al ADN o (b) m ediante el reconocimiento de patrones que 
proporcionan inform ación visual, por ejem plo, m ediante anális is biom étrico y 
morfológico. Generalm ente la clasificación de  plantas invo lucra el análisis de varias 
partes del espécimen, como flores, semillas, hojas, aunque conlleva la dificultad de q ue 
semillas y flores son difíciles de encontrar pues son estacionales y dependen tanto de la 
edad com o del entorno de la planta. Sin e mbargo, las hojas son fáciles de encontrar, 
recolectar y guardar como imágenes digitales, simplificando así la adquisición de datos. 
Tales im ágenes proporcionan gran cantidad de inform ación visual y sus atributos 
(forma, color, textura, distribución de las ne rvaduras) se pueden usar para caracterizar a 
una especie. En este trabajo se us aron lo s contornos y áreas co mo car acterísticas 
principales y se consid eraron ho jas de plantas de tres f amilias d istintas, Leguminosas 
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(Bahuinia candicans  - Pezuña de vaca),  Malv áceas ( Hibiscus rosa -sinensis - Ro sa 
china) y Ru táceas ( Citrus aurantium  - Naranjo agrio). En todos  los casos se trata de 
hojas simples de formas diferentes: bilobulada en el caso de B. candicans, dentadas para 
H. rosa-sinensis y elípticas con el pecíolo alado para C. aurantium. (Figura 17) 

 

   
Figura 17. Bahuinia candicans, Hibiscus rosa-sinensis, Citrus aurantium 

4.3.1 Procesamiento de las imágenes 
Se analiza el procesamiento para una de las especies, H. rosa-sinensis o rosa china, y 

para cuatro tam años de hoja diferentes ( Figura 18). Las imágenes fueron digitaliza das 
en escala d e gris es co n la m isma resolu ción m ediante de un s canner flatbed Visio 
OneTouch. Los archivo s fueron alm acenados con for mato TIFF (Tagged Im age File 
Format) ya que permite almacenar 48 bits de color incluyendo capas y canales alfa.  

En el tratam iento de las im ágenes se buscaba poder expresar las im ágenes com o 
matrices de ceros y unos, ya que de esa m anera simplificaría el con teo de cajas para 
distintas particiones. 

 
Figura 18. Los cuatro tamaños de hojas de H. rosa-sinensis considerados 

Las imágenes digitalizadas inicialmente tenían una dimensión de 300x300 pixels. S e 
realizó un pre procesamiento usando una ap licación pa ra tratam iento de im ágenes a 
efectos de eliminar el ruido; además se generaron figuras de 1000 x 1000 ya que de esta 
manera se facilitaría realizar las particione s para trabajar con el  método de las cajas. A 
partir de las  im ágenes tratad as se generaron nuevos archiv os extrayen do partes d e la 
hoja para su posterior tratamiento y evaluación como se observa en la Figura 19. 
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Figura 19. Pre-procesamiento para eliminar partes de la hoja, sin considerar pecíolo, y tomando media 

hoja. 

Se programó usando Matlab aplicando alguna s funciones propias del lenguaje de  
programación y, en ciertos casos, se generaron programas específicos.  

A partir d e las im ágenes digitaliza das se  generaron m atrices que, por tratarse de 
imágenes en escala d e g rises, contenían valores entre 0 y 255 ( Figura 20 ). T omando 
como umbral el valor 200 fueron convertidas a 0 y 1 para obtener una imagen en blanco 
y negro con las que trabajó en adelante (Figura 21).  
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Figura 20. Imagen de la matriz generada mediante MATLAB y sin pre-procesamiento 

A continuación se gene ró la m atriz perímetro de la im agen, como se muestra en la  
Figura 21. 

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

 
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

 

C.A. CATTANEO, E.M. BIASONI, L.I. LARCHER, A.I. RUGGERI, A.O. GOMEZ KHAIRALLAH2034

Copyright © 2009 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

 
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

100

200

300

400

500

600

700

800

900

1000

 
Figura 21. Imágenes de matrices definitivas, ceros (azul) y unos (rojo), de áreas y perímetros para una de 

las familias consideradas. 

Para obtener el borde exterior del perímetro de media hoja se generó un archivo TIFF 
desde la imagen en blanco y negro, se eliminó la línea de perím etro interno de la media 
hoja mediante una aplicación de procesamiento de imágenes. 

Luego se aplica el m étodo de conteo de cajas  para obtener la dim ensión fractal de la 
cada im agen. Para calcular parám etros com o valores del área o de los perím etros de  
cualquier im agen que se convirtió en m atriz, se supone que el área o perím etro es  
directamente proporcional al núm ero de pixels  de valor 1 o, lo que es lo m ismo, s e 
realiza la sum a de todos los elem entos de la m atriz, y este resultado está relacionado 
directamente con el área o perímetro. 

4.3.2 Resultados 
Se analizarán en las  tres especies  de plantas cóm o varía la dim ensión fractal 

considerando las áreas y los perím etros de las imágenes por el método de las cajas. Los  
cuatro tamaños de las hojas se los representa en forma creciente con las letras S, M, XL 
y XXL.  

En la Figura 22  se m uestra la dim ensión fractal para el cas o de H. rosa- sinensis y 
considerando diferentes porciones de la hoja. 
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Dimensión fractal de H. rosa-sinensis - sin tallo, 

considerando el perímetro 
Dimensión fractal H. rosa-sinensis - medio borde, 

sin pecíolo 

Figura 22.  

Nomenclatura: 
Df/Area/CT Áreas de hoja entera con pecíolo 
Df/Area/ST Áreas de hoja entera sin pecíolo 
Df/Peri /CT Perímetro de hoja entera con pecíolo 
Df/Peri /ST Perímetro de hoja entera sin pecíolo 

Df/borde/MH/ST Borde de media hoja sin pecíolo 
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Los valores de las distintas dim ensiones fractales obtenidas por este m étodo, se 

determinaron con un error del 99 %. 
En las Tablas 1, 2 y 3 se muestran los valores que se obtuvieron para cada familia y 

para los distintos tamaños considerados. 
 

Tamaño S M XL XXL 
Df/Area/CT 1,77836 1,50519 1,94729 1,95268 
Df/Area/ST 1,55432 1.52194 1.51317 1.51171 
Df/Peri /CT 1,17438 1,16165 1,14915 1,14572 
Df/Peri /ST 0.89658 0.871 0.89607 0.88412 

Df/borde/MH/ST 1,07536 1,10554 0,99737 1,12347 
Tabla 1. B. candicans 

 
Tamaño S M XL XXL 

Df/Area/CT 1,69558 1,85861 1,91437 1,90326 
Df/Area/ST 1,70168 1,92041 1,8684 1,92265 
Df/Peri/CT 1,12431 1,15247 1,19116 1,15974 
Df/Peri/ST 0,91431 0,88432 0,88304 0,88052 

Df/borde/MH/ST 1,00859 1,08687 1,08554 1,09432 

Tabla 2. H. rosa-sinensis 

Tamaño S M XL XXL 
Df/Area/CT 1,78251 1,8708 1,88853 1,90544 
Df/Area/ST - - - - 
Df/Peri /CT 1,20361 1,15541 1,11987 1.11652 
Df/Peri /ST 0,84551 0,86938 0,90203 0,89833 

Df/borde/MH/ST 1,09203 1,15575 1,08798 1,06706 

Tabla 3. Citrus aurantium 

5 CONCLUSIONES 
Todos los casos estudiados (c recimiento de bacterias en  un entorno fijo y bajo 

diferentes condiciones de m ovimiento obten ido m ediante sim ulación, crecim iento de 
granos en aluminio obtenido mediante simulación y hojas vegetales obtenidas m ediante 
digitalización) presenta n una estructura del tipo fractal y, a partir del estudio de la 
dimensión fractal correspondiente, podemos concluir lo siguiente: 

Para el crecimiento de bacterias la dimensión fractal de las colonias con movimiento 
de tipo agitado siem pre es m ayor que la dimensión fractal de las colonias con 
movimiento de tipo browniano o estáticas, pa ra iguales tiempos de simulación. Además 
la dimensión fractal para colonias con movimiento browniano es mayor que las colonias 
con crecimiento estático para tiempos de simulación largos. 

Para el crecim iento anorm al de granos se  obtiene que la dim ensión fractal de la 
microestructura resulta pr oporcional a la inversa de l tam año de grano de la 
microestructura (Figuras 14 y 16) 

C.A. CATTANEO, E.M. BIASONI, L.I. LARCHER, A.I. RUGGERI, A.O. GOMEZ KHAIRALLAH2036

Copyright © 2009 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Al estudiar las im ágenes de hojas, se obt uvo que para todas las especies y en las 
diferentes p artes analizadas  tienen  estructu ra fractal ( Figura 22 ), aunque el estudio 
realizado no permite deducir una regla para la identificación de la especie. 

Se generó software que perm ite convertir imágenes obtenidas por diferentes m edios 
de digitalización en imágenes binarias para su posterior tratamiento. 
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