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Resumen. En el presente trabajo se emplea la solución numérica de la ecuación de Korterweg DeVries 
 (KdV) para estudiar la interacción de soluciones tipo solitón bajo la perspectiva del análisis de onditas 
o wavelets. Entre las principales características de los solitones se encuentra su posibilidad de 
propagarse como ondas de gran amplitud sin dispersión e interactuar entre ellas de forma tal que luego 
de la interacción cada onda recupera totalmente sus características previas a la interacción  tal como si 
se hubiera tratado de partículas. 
La ecuación KdV se resolvió numéricamente empleando un método pseudoespectral en el espacio y un 
esquema de Runge y Kutta en el tiempo, para estudiar la propagación de ondas no lineales.  
Los solitones son incorporados a la integración numérica de la ecuación KdV a través de las 
condiciones iniciales de forma tal de garantizar la propagación de tales ondas desde el inicio del 
estudio. 
Los resultados de la integración numérica se validaron mediante la comparación con parámetros  
analíticos de tal manera de asegurar de que se dispuso de un buen laboratorio computacional para el 
estudio de la propagación de estas ondas.  
Además se realizaron estudios numéricos accesorios para ajustar al máximo la performance de la 
integración de la ecuación KdV con referencia a la parte espectral. 
La interacción entre dichos solitones fue caracterizada en base a un análisis wavelet de los mismos que 
resulta ser una metodología que no ha sido hallada en la literatura disponible. 
Como uno de los resultados más destacados del trabajo se puede mencionar el hecho de que las ondas 
solitónicas presentaron una estructura multiescala, que caracteriza matemáticamente a  los conjuntos 
fractales, que acompañó al proceso de interacción de los solitones durante todo el lapso de integración 
computacional. 
Los resultados obtenidos han mostrado ser independientes del número de solitones  como así también 
de su amplitud o su secuencia de interacción. 
Con esta  propuesta se espera contribuir de una forma novedosa a lograr un entendimiento más 
profundo de las soluciones de la ecuación KdV en si misma y en la naturaleza de los mecanismos que 
se desarrollan durante la interacción de los solitones. 
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1 INTRODUCTION 

La formalización de la ecuación KdV se debe precisamente a los científicos holandeses 
Korteweg y DeVries quienes en 1895 derivaron la ecuación que describía la propagación de 
ondas en la superficie de un canal de aguas poco profundas (Kortwerg y DeVries, 1895). Con 
este trabajo venían a formalizar un hecho que se había puesto de manifiesto algunos años 
antes en un canal de Escocia por John Scott Russell (Russell, 1844); este último solo había 
logrado inferir la expresión de forma de la onda sin llegar a la ecuación matemática que 
modelaba el fenómeno. 

La teoría de los solitones fue desarrollada a posteriori que  Gradner, Greene, Kruskal y 
Miura (Gardner et al., 1967) descubrieran el método de la transformada de scattering inverso 
para la resolución de la ecuación KdV. Estos autores arribaron a este método a partir del 
trabajo previo de Kruskal y Zabusky (Zabusky and Kruskal, 1965) quienes a su vez habían 
estado estudiando el problema de Fermi, Pasta y Ulam sobre la propagación de oscilaciones 
en redes anarmónicas superficiales en una dimensión (Gallavotti, 2008).  

Posteriormente Zakharov y Shabat  mostraron como el método de la transformada de 
scattering inverso se podía aplicar a otras ecuaciones diferenciales no lineales como ser la 
ecuación no lineal de Schödinger (NLS) (Zakharov and Shabat, 1971). 

Recientemente se ha planteado la forma de arribar desde la ecuación de KdV a la NLS  
(Özer and Tascan, 2009) lo que muestra la vinculación entre diferentes ecuaciones 
diferenciales no lineales, que se aplican en campos muy disímiles pero que aparentan tener 
una relación profunda en la estructura matemática que representan sus soluciones. 

Si bien hay varias ecuaciones que admiten como solución ondas solitarias, no todas ellas 
son  lo que usualmente se define como solitones. Por ejemplo las soluciones de tipo onda 
solitaria de un campo escalar elevado a la cuarta potencia (en la teoría de campos 
lagrangianos) no constituye lo que se denomina un solitón (el cual será precisado más 
adelante) (ver una discusión sobre este particular en (Fordy y Woods, 1994). 

Otra característica destacable de la ecuación KdV es que a partir de evidencia numérica 
Kruskal y colaboradores comenzaron en Princeton a buscar leyes de conservación local que se 
deriven a partir de la misma.  La primera ley de conservación que se puede derivar es la 
ecuación KdV en si misma, las demás se pueden deducir a partir del cálculo directo y se ha 
investigado sobre su interpretación física. Miura conjeturó que en realidad existen infinitas 
leyes de conservación que se derivan de la ecuación KdV (Miura, 1976), aunque solo pudo 
hallar cinco, posteriormente se llego a nueve, y algunos han anunciado que llegaron a derivar 
diez ecuaciones de conservación a partir de la KdV pero algunas de esas derivaciones se 
hallan aún bajo análisis (Fordy y Woods, 1994). 

Una metodología para hallar la forma de las ecuaciones de conservación que se derivan de 
la ecuación KdV radica en considerar a la misma como un campo hamiltoniano (Jorge y  
Saletan, 1998), pero no es evidente que sea un hamiltoniano en si mismo. En dinámica de 
partículas el formalismo de trabajo  de un sistema hamiltoniano comienza con construcción de 
la función hamiltoniana de tal manera que las ecuaciones de movimiento se derivan a partir de 
ella. En el caso de la ecuación KdV se cuenta primero con la ecuación de movimiento y  la 
labor se concentra en mostrar que puede ser expresada en la forma canónica de la formulación 
hamiltoniana (para un completo desarrollo de este punto en particular se puede ver (Jorge y 
Saletan, 1998)). 

 Vinculada estrechamente con las ecuaciones de conservación esta la característica de que 
en física clásica los sistemas con cantidades conservadas son denominados integrables, en tal 
sentido (Gardner, 1971) fue el primero en notar que la ecuación KdV podía ser escrita en el 
marco conceptual de la formulación hamiltoniana, más tarde Zakahrov y Faddeev (Zakahrov 
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y Faddeev, 1971) mostraron como podía ser interpretada como un sistema hamiltoniano 
completamente integrable (Faddeev y Takhtajan, 1986), (Dickey, 1991). 

Los solitones tienen como principales características que los definen: son ondas de gran 
amplitud cuya velocidad de propagación depende de la amplitud de su amplitud en 
contraposición a las ondas lineales, son dispersivas pero a su vez preservan su forma, son 
ondas de tipo onda solitaria, interactúan entre si o con obstáculos finitos de tal manera que 
luego de la interacción recuperan totalmente sus propiedades previas a la interacción salvo 
cambios de fase (Newell, 1985). 

La presencia de soluciones tipo soliton en la ecuación de KdV se puede interpretar como el 
balance entre la contribución del término no lineal de la misma y el correspondiente al efecto 
disipativo, de tal manera que entre ellos se establece un balance que da a lugar a estructuras 
de marcada persistencia que son precisamente dicho tipo de soluciones (Infeld y Rowlands, 
1990). 

La interación entre dos solitones fue explorada en un paper de una forma muy elegante por 
Lax (Lax, 1968) introduciendo de esta manera lo que hoy se denominan los pares de Lax. 

La ecuación KdV admite soluciones multisolitónicas que pueden ser halladas teóricamente 
mediante la transformación de Bäcklund (Eisenhart, 1960) constituyéndose así esta 
transformación una metodología alternativa para su estudio. 

Recientemente Zang y Tam publicaron un trabajo que relaciona  las transformaciones 
espaciales y los sistemas integrables (Zhang y Tam, 2009).  

Claramente desde el punto de vista de la física teórica el estudio de las soluciones 
solitónicas de la ecuación KdV reviste un enorme interés sin descuidar que todo avance en el 
conocimiento profundo del comportamiento de las ondas no lineales se desprenden 
aplicaciones tecnológicas de avanzada (Kengne y Villancourt, 2009), (Helal y Mehanna, 
2008), (Soomere y Engelbrecht, 2005), (Akhmediev y Ankiewicz, 2008). 

El plan del presente trabajo se halla planteado como una revisión de la evolución de los 
conceptos involucrados tanto en la ecuación KdV como en la teoría de los solitones, que 
forma parte de la presente introducción, en la sección 2 se hace una muy breve descripción 
matemática de la ecuación KdV, en la sección 3 se describe la metodología de resolución 
numérica de la misma, el análisis aplicado a los resultados mediante la transformada de ondita 
se muestra en la sección 4,  para finalizar se exponen las conclusiones a las que se arribo y las 
referencias bibliográficas. 

 
 

2 ECUACIÓN  DE KORTEWEG DEVRIES 

La ecuación KdV es una ecuación en derivadas parciales no lineal cuya forma más general 
en una dimensión espacial y dependiente del tiempo es la siguiente: 
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siendo u(x,t) la amplitud de la onda, x la variable espacial, t es el tiempo, λ y δ son dos 
constantes que usualmente se fijan como λ = 1 y  δ = 6 por razones que se mostrarán más 
adelante. 
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La ecuación (1) es una ecuación de ondas no lineal en donde el segundo término aporta la 
no linealidad y el tercero el carácter dispersivo. Es importante destacar que el 
comportamiento dispersivo debe estar provisto por una derivada de orden impar o por medio 
de una combinación de funciones que posea simetría impar (Drazin y Johnson, 1989).  

Estos dos términos y los valores de ambas constantes son muy importantes al momento de 
comprender como es que la expresión en estudio puede propagar ciertos perfiles de onda sin 
la menor distorsión. 

En la Figura 1 se muestra la propagación de un perfil de onda tipo solitónico cuya 
expresión es: 

 

),)(
2

(sec
2

),( 2 cvtxvhvtxu +−=    c ∈ ℜ, v∈ℜ > 0, x ∈ℜ, t ≥ 0. 
(2)

 
La expresión (2) no es otra cosa que la solución soliton de la ecuación KdV para λ = 1 y   

δ = 6 con la condición de borde periódica que estaría sustituyendo la condición de borde usual 
para la resolución que es de tipo asintótico dada por 
 

lim(u(x,t)) 0→  cuando x ∞→ , (3)
 
con el objeto de evitar cualquier efecto de borde no deseado en la propagación de las ondas en 
estudio. 
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Figura 1 

Propagación de ondas solitónicas para λ = 1.2 y  δ = 6. 
La línea de trazos y puntos (rojo) corresponde a la condición inicial, y la continua (azul) a la 

onda propagada 
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La expresión (2) se puede obtener por  resolución analítica  mediante el  denominado 
método directo (ver por ejemplo (Evans, 1997), (Strauss, 1992). 
    En el caso de las Figuras 1, 2 y 3 se resolvió numéricamente la expresión (1) empleando un 
método pseudoespectral en el dominio espacial y un esquema de Runge y Kutta en la 
integración temporal que serán descriptos con mayor detalle en la sección siguiente. 
   El mecanismo por el cual la forma de la onda se propaga sin dispersión a pesar de contener 
un término de tipo dispersivo es que dicho efecto queda compensado por el efecto 
amplificador de la componente no lineal. 
   Este resultado se puede apreciar en las Figuras 2 y 3. En la primera la amplificación no 
lineal es mayor que el efecto disipativo; en la segunda el efecto disipativo es mayor que la 
contribución no lineal.  
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Figura 2 
Propagación de ondas no lineales para λ = 0.75 y  δ = 6. 

La línea de trazos y puntos (rojo) corresponde a la condición inicial, y la continua (azul) a la 
onda propagada 

 
   Para lograr el equilibrio entre la dispersión y la amplificación no lineal se seleccionan los 
valores de λ y δ iguales a  1 y 6 respectivamente para lograr mantener equilibrados ambos 
efectos y así dar lugar a la propagación de perfiles como los expuestos en la expresión (2) que 
dan lugar a soluciones del tipo d e  onda solitaria cuya forma se propaga sin modificaciones, 
dando lugar a una de las características que distinguen a los solitones. 
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Figura 3 
Propagación de ondas no lineales para λ = 1.2 y  δ = 6. 

La línea de trazos y puntos (rojo) corresponde a la condición inicial, y la continua (azul) a la 
onda propagada 

 
Por otro lado la expresión (1) es invariante ante algunas transformaciones  de variables que 

vienen a ser un grupo continuo o transformaciones de Lie, de esta manera se sugiere la 
existencia de propiedades invariantes de la solución (Drazin y Johnson, 1989). 

 

3 INTEGRACIÓN NUMÉRICA DE LA ECUACIÓN KDV 

La solución de la ecuación (1) sujeta a condiciones de borde periódicas conduce a 
expresiones del tipo de (2) en donde como se indicó previamente la velocidad de propagación 
de dichas ondas es función de la amplitud en contraposición a lo que sucede con las ondas 
lineales.  

Sus características fueron expuestas en la introducción constituyendo una temática de 
estudio de la matemática aplicada durante las décadas del ’70, ‘80 y ’90 (Drazin y Jonson, 
1989), (Whitham, 1974).  

La resolución numérica de la expresión (1) constituye una de las aplicaciones por 
excelencia de los métodos espectrales desde la década del ’70  cuando se comenzó a estudiar 
numéricamente la mecánica de la interacción entre solitones (Fornberg y Whitham, 1978). 

Si bien los métodos espectrales no son los únicos (Haq et al., 2009) que se emplean,  
presentan una serie de conveniencias computacionales para la resolución de un problema no 
lineal que los hacen especialmente aptos para su utilización (Trefethen, 2000). 

 En el presente trabajo se ha empleado un método pseudoespectral en base a desarrollos de 
Fourier sobre el intervalo [-L,L] con condiciones de contorno periódicas de tal manera de 
evitar los efectos de los bordes en la propagación de los solitones. Dado que (1) es una 
ecuación no lineal se debe prestar especial atención a la integración temporal, pues cualquier 
esquema de tipo explícito podría conducir a inestabilidades numéricas que compliquen la 
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elección del paso temporal (Trefethen, 2000), (Canuto et al., 2007), por ello se ha elegido 
para la integración temporal un esquema de Runge y Kutta de cuarto orden cuya descripción 
se puede hallar en numerosos textos de métodos numéricos elementales. 
    Para dicha integración se emplearon 1024 nodos para el cálculo de la transformada de 
Fourier, con un paso temporal  Δt = C*(L/N)3, donde L es la longitud del dominio espacial, N 
es el número de nodos para el cálculo de la transformada de Fourier, y C es un coeficiente que 
asegura la estabilidad numérica del esquema (Trefethen, 2000). 

Existen variantes del esquema aquí empleado que aceleran los tiempos de cálculo como lo 
es el del factor integrante (Chan y Kerkhoven, 1985) pero no se han aplicado en el caso 
presente dado que computacionalmente se privilegió la sencillez del código para asegurar la 
calidad de los resultados dado que era imprescindible contar con soluciones numéricas de 
muy buena calidad para luego analizarlas con la transformada de ondita. 

La condición inicial incorpora dos solitones separados por una distancia tal que se hallen 
lo suficientemente separados para poder individualizar a cada uno de ellos, ambos se 
propagan en la misma dirección, o sea su velocidad de propagación posee igual dirección y 
sentido (de derecha  a izquierda en el gráfico) pero diferente módulo, más precisamente un 
soliton es más veloz que otro. Como la velocidad de los solitones depende de su amplitud, 
esto implica que ambos poseen necesariamente diferentes  amplitudes. 

La condición inicial del experimento se puede apreciar en la Figura 4a). Dado que las 
unidades de la amplitud del soliton son arbitrarias la longitud espacial se ha normalizado con 
L = 1 y los gráficos se representan solo en el intervalo [0,1]. 

 

Figura 4 
Interacción entre dos solitones 

a) Condición inicial. b) Comienzo de la interacción. c) El segundo soliton más veloz atraviesa 
el más lento. d) El soliton más veloz se aleja del más lento finalizando la interacción. 

 
En la Figura 4 se puede apreciar un ejemplo del resultado del modelo cuya condición 

inicial como se indicó previamente se representa en la Figura 4 a) y en las Figuras 4 b) y c) se 
puede observar la interacción, la cual va finalizando en la Figura 4 d) cuando el soliton más 
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veloz termina de atravesar al soliton más lento que en la condición inicial estaba por delante 
para tenerlo finalmente por detrás. Es importante destacar que en las Figuras 4a) y 4d) queda 
mostrado como luego de la interacción entre ambos solitones cada uno de ellos va 
recuperando  su forma  tal y cual la poseía en el instante inicial y en los previos a la 
interacción. 

Según se indicó previamente a partir de la ecuación (1) se deducen una gran cantidad de 
leyes de conservación (Strauss, 1992), algunas de ellas se han empleado a modo de validación 
de la integración numérica de la misma, obteniéndose para las cantidades conservadas una 
verificación con seis decimales de aproximación, siendo las empleadas  las siguientes: 
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4 ANÁLISIS DE ONDITAS 

En la Figura 6 se muestra el resultado del análisis de onditas de la forma de onda de la 
propagación de solitones. Se ha empleado una base de onditas de Daubechies de orden 4 
(Mallat, 1999).  

 
Desde un punto de vista intuitivo, la representación de formas de onda en bases de  onditas 

consiste en calcular el índice de resemblanza entre la señal y la ondita; cuando este índice es 
grande la similitud entre la ondita y la señal es elevado, en caso contrario significa que se 
parecen poco. Si una señal  se parece a sí misma en diferentes escalas, el coeficiente de su 
respectivo desarrollo de onditas deberá ser similar en diferentes escalas. Si luego se grafica en 
un gráfico donde el eje vertical sean las escalas del desarrollo en onditas y el horizontal sea el 
tiempo de la forma de onda, la autosimilaridad deberá producir un patrón vertical 
característico de conjuntos con igual intensidad (Meyer, 1993). 

 
En la serie de gráficos 5a), 5b) y 5c) se muestra en la parte superior la forma de onda 

surgida de la integración numérica de la ecuación KdV con la condición inicial indicada en la 
Figura 2. Debajo de cada una de ellas se halla representada la línea de máximos coeficientes 
del análisis de ondita. En el caso de 5a) claramente existen cuatro series de puntos verticales 
debajo de ambos solitones. En el caso de la Figura 5b) hay solo tres, en esta es precisamente 
en donde se establece fuertemente la interacción entre ambos solitones. En la Figura 5c) 
reaparecen nuevamente cuatro grupos de coeficientes máximos de onditas. 
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a) 
 

 

b) 
 

c) 
 

 

Figura 5 
Análisis de ondita de la interacción 
solitonica. En todos los casos la curva 
azul es la solución numérica de la 
ecuación (1), los puntos en cyan debajo 
del gráfico de los solitones representan la 
línea de coeficientes wavelet máximos de 
la descomposición en onditas de la forma 
de onda de las figuras superiores 
correspondientes. a) Condición inicial. b) 
Instante de interacción. c) Momento final 
 acabada la interacción. 
 

 
 
 
La cantidad de niveles de ondita se fijo a partir del criterio del máximo nivel de 

descomposición calculado a partir de la longitud de la señal y del tipo de base de ondita 
utilizada (Daubechies, 1992), (Mallat, 1989). 

 
Se pueden destacar a partir de la Figura 5 dos interesantes características: 
 
a) Se hace manifiesta una estructura que posee un máximo de intensidad de los 

coeficientes de ondita para todos los niveles de descomposición. 
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b) Para el caso del período de interacción una serie de máximos desaparece durante la 
misma para reaparecer la finalizar. 

 
Otra característica importante de la caracterización por onditas de la interacción wavelet es 

que se conservo la entropía wavelet (Ben Naim, 2008) durante toda la integración numérica 
de la ecuación (1) registrándose una disminución de la misma durante el lapso de interacción 
que luego recupero su valor inicial. Para la implementación computacional del cálculo de la 
entropía de ondita se empleo el criterio de Shannon en base a lo propuesto por (Coifman y 
Wickerhauser, 1992) y (Donoho y Johnstone, 1994). Los resultados se pueden observar en la 
Tabla 1. 

 
Entropía de ondita Valor Diferencia porcentual respecto de la inicial 

Entropía inicial -302.14 0 
Entropía durante la interacción -273.46 9.49 

Entropía final -301.87 0.09 
 

 Tabla 1 
Valores de Entropía de la forma de onda de los solitones 

 
 Cabe resaltar el hecho de que los resultados de la Figura 5 al igual que los de la Tabla 1  

son independientes de la elección de la base de onditas seleccionada para el análisis. 
 
 
 

5 CONCLUSIONES 

A partir de los resultados numéricos del presente trabajo ha quedado mostrado como un 
adecuado análisis de onditas puede contribuir a la caracterización de la interacción entre 
solitones que se propagan a partir de la integración de la ecuación KdV. 

Surgen así dos elementos que caracterizan la interacción solitónica: la presencia de una 
estructura autosimilar y conservación de la entropía wavelet. 

Por un lado la estructura que se muestra en la Figura 5, obtenida a partir de la propagación 
de solitones, es una evidencia de estructura autosimilar, usualmente vinculada con la 
presencia de conjuntos fractales. 

No se ha hallado en la literatura disponible ningún antecedentes del cálculo del valor de la 
entropía de los solitones interactuantes, la cual ha mostrado ser un importante indicador de la 
interacción dado que se conserva con  gran grado de precisión antes y después de la 
interacción y que durante la misma tiende a exhibir un desordenamiento, debido a que se 
incrementa en alrededor del 9.50 %. Este resultado se obtuvo de forma independiente a la 
base de onditas seleccionada y a la amplitud de los solitones. En todos los experimentos 
computacionales realizados el valor dela entropía durante la interacción tendía a aumentar en 
valor relativo en montos según se detalla en la Tabla 1. 

Si bien se ha hallado en la revisión de la literatura un antecedente semejante al del presente 
trabajo en (Fonseca y Francisco, 2009) la metodología y los resultados son totalmente 
diferentes, ya que estos autores se enfocaron directamente en la caracterización mediane 
parámetros de los solitones como conjunto caótico. A su vez la vinculación entre caos y 
solitones ya ha sido explorada por (Blyuss, 2000). 
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El hecho de que coincidiendo con la variación de entropía durante la interacción haya 
desaparecido una de las estructuras verticales presente en la propagación de solitones antes de 
que interactuaran o posterior a la misma, induciría a suponer que en la misma interacción 
estaría presente la conservación de magnitudes que hasta el momento no fueron sometidas a 
consideración. 

Para dar solidez y continuidad a este trabajo resta un gran esfuerzo por validar analítica y 
teóricamente la conservación de la entropía en la propagación de solitones como así también 
describir la naturaleza de la estructura autosimilar que aquí se hizo presente. 
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