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Abstract. Mediante técnicas electro-Opticas es posible estudiar las propiedades eléctricas, Opticas e
hidrodinamicas de moléculas de ADN en solucidn. A tales efectos es necesario conocer el grado de
orientacion que adquieren las moléculas al aplicar sobre la solucion un campo eléctrico externo.

Para describir adecuadamente la orientacion de moléculas de ADN con longitudes de cadena mayores
a 500 A es necesario incluir el acoplamiento entre los movimientos de traslaciéon y rotacion de las
moléculas. Este acoplamiento se debe a que las moléculas de ADN con las dimensiones antes dichas
deben ser descriptas con modelos que tengan en cuenta la curvatura de la molécula. En tales casos, la
funcién de distribucion orientacional no es Boltzmanniana y se debe obtener resolviendo la ecuacion
de Fokker-Planck del sistema. Hasta la actualidad las soluciones obtenidas utilizando métodos
analiticos son validas solamente si el campo eléctrico aplicado es de baja intensidad.

En este trabajo resolvemos la ecuacién de Fokker-Planck empleando el método numérico de
diferencias finitas a fin de obtener la funcion de distribucion orientacional de estado estacionario de
moléculas de ADN en un campo eléctrico de intensidad arbitraria.
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1 INTRODUCTION

Las técnicas electro-Opticas constituyen una herramienta util para determinar propiedades
eléctricas, oOpticas e hidrodinamicas de moléculas en solucion. Basicamente, éstas técnicas
consisten en estudiar la anisotropia Optica que se induce en la solucion al aplicar sobre ella un
campo eléctrico externo. Este ultimo tiene por efecto orientar las moléculas en solucién hacia
una direccion preferencial en el espacio. Las teorias electro-Opticas, tales como las teorias para
la birrefringencia o el dicroismo eléctricos, requieren conocer la funcion de distribucion
orientacional de las moléculas en presencia del campo eléctrico externo (Fredericq y Houssier,
1973)

En el caso de fragmentos de ADN con longitudes de hasta 500 A las propiedades
moleculares pueden describirse adecuadamente en base a modelos con simetria cilindrica,
como por ejemplo el modelo de varilla recta. Los fragmentos con estas longitudes se orientan
preferencialmente en el espacio debido a la interaccion entre su momento dipolar eléctrico
inducido y el campo eléctrico aplicado. En esta circunstancia la funcion de distribucion para el
estado estacionario se sabe es Boltzmanniana. Para fragmentos de ADN con longitudes
mayores a 500 A el problema es mas complejo debido a que la curvatura de los fragmentos
debe ser un factor a considerar. Surgen asi otros modelos moleculares como, por ejemplo, el
macroion tipo arco (MTA). Al utilizar modelos curvos es necesario considerar el
acoplamiento entre los movimientos de traslacion y rotacion que tiene lugar durante la
migracion electroforética. El proceso de acoplamiento es un fendmeno disipativo y, por lo
tanto, la funcidn de distribucion debe calcularse a través de la ecuacion de Fokker-Planck del
sistema.

La ecuacion de Fokker-Planck para el MTA polarizable, no polar, con carga eléctrica neta,
ha sido resuelta en forma analitica por Bertolotto et. al (2004) utilizando un método de
perturbacion (MP). La solucion que obtienen es adecuada para describir la orientacion de
fragmentos inducida por campos eléctricos de intensidades menores a 2KV/cm,
aproximadamente. Considerando que en un experimento de electro-optica tipico el rango de
valores para la intensidad del campo eléctrico es de hasta 20KV /cm aproximadamente,
resulta de interés resolver la ecuacion de Fokker-Planck para intensidades mayores al limite de
2KV /cm que exige el usar el MP.

En general, la resolucion analitica de la ecuacion de Fokker-Planck para un problema dado
es de dificil realizacion. Alternativamente, es posible implementar métodos de resolucion
numéricos como el método de diferencias finitas (MDF). Un estudio sobre la implementacion
del MDF para resolver la ecuacion de Fokker-Planck ha sido realizado por Chang y Cooper
(1970).

En este trabajo calculamos la funcién de distribucion orientacional de moléculas de ADN
en presencia de un campo eléctrico de intensidad arbitraria en el estado estacionario. Las
moléculas son descriptas mediante el modelo MTA y el acoplamiento entre los movimientos
de traslacion y rotacion es incluido. Para determinar la funcion de distribucion resolvemos la
ecuacion de Fokker-Planck utilizando el método numeérico de diferencias finitas (MDF). Los
resultados obtenidos numéricamente se comparan con la solucién analitica obtenida por
Bertolotto et. al (2004) con el MP. Ademas, para estimar el error cometido con el MDF se
analizan casos particulares para los que la funcion de distribucion se conoce con exactitud.

2 TEORIA

El sistema a estudiar es una solucion diluida de fragmentos de ADN que se describen con
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el modelo MTA. Desde un punto de vista geométrico cada MTA se caracteriza por el arco de
circunferencia de longitud L y su radio r. La suposicion de solucion diluida permite omitir
toda clase de interaccion entre los fragmentos de ADN.

En este trabajo las propiedades fisicas de interés del MTA son sus propiedades eléctricas e
hidrodinamicas, caracterizadas por su carga eléctrica neta ¢, su tensor polarizabilidad

eléctrica [a”], su tensor de difusion rotacional [R] y su tensor de difusion de acoplamiento
traslacion rotacion [ P].

El sistema de coordenadas molecular OXYZ se define de manera que el MTA se ubica en
el plano X —Z en dicho sistema y su centro de masa coincide con el origen de coordenadas.
La posicion y orientacion del sistema de coordenadas molecular respecto del sistema de
coordenadas del laboratorio O'X'Y'Z' se determinan mediante las coordenadas x',y',z"' del
origen O y los tres angulos de Euler ¢, 6 y y, respectivamente. La direccion del eje Z' del
sistema de coordenadas del laboratorio coincide con la direccion en que se aplica el campo
eléctrico externo, de intensidad E, que induce una direccion preferencial en el espacio para la
orientacion de los fragmentos de ADN.

Sea f (Q,t), donde Q= <x', Vv, z', ¢, 0,1//>, la densidad de probabilidad de encontrar una
molécula con coordenadas entre Q@ y Q+dQ en el instante ¢ respecto del sistema del
laboratorio. Para determinar f(€2,7) debemos resolver la ecuacion de Fokker-Planck del
sistema. La misma viene dada por (Bertolotto, 2007)

of 1 o 1 .
Frinimo-l [le zsenH[Mz]Vf) (1)

donde V =(8/éx',8/dy',0/0z',0/0¢,0/00,0/dy) y M, y [M,] son los momentos de

deriva y difusion, respectivamente.

Debido a que estamos interesados en la orientacion de las moléculas una vez alcanzado el
estado estacionario omitiremos la dependencia de f con el tiempo. Por otro lado, no
incluiremos la dependencia de f con las coordenadas x',y',z' porque suponemos que el

movimiento electroforético no alcanza a modificar apreciablemente la concentracion espacial
de moléculas en el tiempo en que se alcanza el equilibrio orientacional. Bajo estas
consideraciones Bertolotto et. al. (2004) desarrollan la ecuacion de Fokker-Planck para el
estado estacionario en el caso de moléculas polarizables, no polares, con carga eléctrica neta,
en presencia de un campo eléctrico externo. La deduccion es algo extensa y aqui simplemente
presentaremos el resultado final

o o ol 0 0
D‘%W—FD‘W/ ayjz +DI//H al//ae'i‘Dg%'f‘Dwﬁ'FDoo f=0 (2)

donde
D,, = (R11 cos’y + R, senzl//)

D, = (R11 sen’y cot’ @+ R,, cos’ y cot” 6 + R33)

7%

D,

7

=2(R,, - R,, )seny cosy cotd
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2
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Lq
+EP23 cos@seny

- 29 ﬁsenzesen v [R33 (azz - an)Senze"‘ R,, (a33 —a, )COS2 0+R, (azz - 033)COSZ 6?]
sen

"4

_cosy {Ez

+ %sené’(PB cos’ - P, sen29)+ (R, —R,,)seny (0052 0+ 1)}

2 2

1 | Eq E E
D, = _senﬁ{ﬁ(PB -P, )S€nl//5€n29+ﬁR33 (a,, —a,, )sen39(200s2 z//—l)JrﬁR11

2
(a,, —6133)S€}’l9(0082 0 —sen’Ocos’ 1//)+ ﬁRzz (ay —all)sene(senzesenzt// —cos’ 49)

k es la constante de Boltzmann, 7' la temperatura absoluta, a, con i =1,2,3 los elementos
del tensor polarizabilidad eléctrica, R, con i=1,2,3 los elementos del tensor de difusion
rotacional y P,, y P, los elementos no nulos del tensor de difusion de acoplamiento

traslacion rotacion (Garcia de la Torre y Bloomfield, 1981; Brenner, 1964).
A partir de la Ec.(2) podemos ver que la funcion de distribucion orientacional es
independiente del angulo ¢. Esto se debe a que el campo eléctrico induce una simetria

cilindrica en el sistema.
Sea f° la funcién de distribucién orientacional en ausencia de campo eléctrico aplicado.

Sabemos que tal funcion de distribucion es constante porque al no haber direccion
preferencial en el espacio todas las orientaciones son igualmente probables. Al aplicar un

campo eléctrico sobre la solucion la funcién de distribucion cambia respecto del valor £°. En
este trabajo supondremos que dicho cambio puede describirse adecuadamente adicionando a
f° un término f* (9,1//) que representa las modificaciones ocasionadas por el campo
eléctrico, es decir

fOw)=r1"+1"0.y) (3)
Reemplazando la Ec.(3) en la Ec.(2) se obtiene
0’ 0’ 0’ 0 0
(DHBW"‘DWa_l//z—"DWW"‘Da%"'Dw%"'Doo]fE Z_Doofo 4)

Para determinar la funcion de distribucion debemos basicamente resolver la Ec.(4) para
f¥. A tal fin, en el presente trabajo utilizamos el MDF (Collatz, 1966). Empezamos
discretizando el dominio de las variables independientes € y w, es decir, construimos una
grilla de puntos discretos igualmente espaciados 6,, y, sobre el rango 0<6<7 vy
0<y <27z.Si denominamos n, y n, al nimero de puntos discretos de la grilla segtin las

direcciones @ y w respectivamente, cada punto interior de la grilla es generado por las
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relaciones
6,=6,_,+A0 [=12,..,n,-2
v, =V, tAy m=12,..,n,-2
con §,=0, y,=0,6, =7y W 1 = 2 7. Los espaciamientos entre puntos adyacentes de

la grilla son A6 = 7z/(n(9 —1) y Ay = 27[/(11,/, —1)

Las derivadas de la funcion f* presentes en la Ec.(4) se reemplazan por expresiones

aproximadas que se obtienen desarrollando la funcién en series de Taylor. Utilizando Ila
aproximacion de diferencia central se obtienen las siguientes aproximaciones para las
derivadas de f*

afE| ~ flfl,m _fH,m
00 | 2A0

I,m

A N
a!//|/,m ZAV/

asz| ~ f‘lfl,m _2f‘lfn +f‘l€1,m
06° | AG?

I,m

asz| ~ f;fnJrl - 2ﬁf¢1 + f;fnfl
al/lz |l,m Al/jz
offl 1

5(//59|/ . ~ ZAGAI// (f;fl,mﬂ + f}lfl,mfl + 2ﬁf71 - f}fl,m - f}ljl,m - f}fnJrl - f}fnfl)

donde los subindices i, j, con i=1,l+1y j=m,m*1, que acompafian a f* significan que
la funcion debe evaluarse en el punto 6,y ;. Emplearemos esta nomenclatura en el resto del

trabajo.
Utilizando estas aproximaciones para las derivadas, la Ec.(4) resulta

Hl f/flm + Hz f/Em + H3 f/flm + H4 ﬁfn+l + Hs f/fn—l + H6 ﬁfl,m+l + H7 f/fl,m—l = Hs fo (5)
donde

_Daa_ DW Da |

1 2 +
AG* 2M0Ay  2A6)|,

2p,, 2D,, D

0
wy vo 4

TA0Y Aul  AGA
7% v

2 DOO
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TUAG* 200Ay 2A6),,

D, D, D,

vy 44 v

- Ay’ - 2A0Ay  2Ay
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D, D, D,

wy wo v

T Ay’ 200Ay  2Ap

5
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Hy=—"—
© 2A0Ay|,
H,=H,

Hy = _D00|l,m

Al variar / desde uno hasta n, -2 y m desde uno hasta n, —2, la Ec.(5) genera un
conjunto de (n, —2)><(nw —2) ecuaciones lineales para los n, xn, valores que adopta la

<y E . . .
funcién f~ en los puntos de la grilla. El resto de las ecuaciones necesarias para tener un

sistema constituido por igual numero de ecuaciones que incognitas se generan por las
condiciones de contorno.

Observemos que la Ec.(1) es una ecuacion de continuidad para la densidad de probabilidad.
La expresion entre paréntesis presente en esta ecuacion representa el vector corriente de
probabilidad J, en funcién del cual estableceremos parcialmente las condiciones de contorno.
Realizando el calculo correspondiente se puede demostrar que las componentes de J segin
las direcciones @ y i vienen dadas, respectivamente, por

J9(¢9,1//)=%sené’cosé’f5{(az2 —ay,)E R, cos’y senf + seny |- Py q +(a,, —ay, )ER,,

o 2 »
sen@ sen l//]}+ send| (R, —Rzz)cosz,//cot@sem,//a——(R11 cos y + R,, sen l//) Y,
7

J, (6?,1//)=k£Tsen0cosy/fE{— P, gcos@cotl —E [(a,, —ay, )R, +(as; —a,, )Ry, Jcos” 6

seny +sen0[P, q+(a, —a,, )E R sen@ sen v] = sené?(R33 +R,, cos’ ycot’ @
E E

+R,, cot’ Hsenzl//)gf +(R,, = R,, )cos @ cosy seny g
7

00

Las condiciones de contorno en & estan determinadas por la nulidad de la componente del
vector corriente de probabilidad seglin esta misma direccion, es decir J 67(¢9=0,1//)= 0y
J, (6’ = 7Z',l//)= 0. Empleando la aproximacién de diferencia central para discretizar el flujo

J, estas condiciones implican que
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foim _f()l,;m—l =0 m=0,12,..,n, -1 (®)
E E _ —
f;1g—l,m+l - f;m—l,m—l =0 m = 0,1,2,...,”1'// -1 (9)

Observemos que en las dos Gltimas ecuaciones variamos m desde cero hasta n, —1. Esto

significa que hemos de introducir puntos de la grilla que son ficticios, en el sentido que no
pertenecen al dominio del problema. Los puntos ficticios corresponden a ensanchamientos de
la grilla hacia puntos con coordenadas y =y, -Ay y v = W, 1 TAY donde la funcion

E E .. E - . , .
adopta valores f,", y f,, . Estos valores ficticios de f" introducen 2n, incognitas
: .y

adicionales a nuestro problema que seran descartadas luego de resolver el sistema de
ecuaciones porque no tienen significado fisico alguno.
Por otro lado, para la variable y tenemos condiciones de contorno periddicas debido a que

los momentos M, y [M 2] son funciones periodicas en  con periodo 2z (Risken, 1989)
Esto implica que f*(0,y =0)=f"(O.w=2x) y J,(0.y =0)=J,(0,y =27) Dichas
condiciones también pueden entenderse considerando que los angulos =0 y w =27
corresponden a la misma orientacion en el espacio. Aplicando la aproximacion de diferencia
central la periodicidad de f* implica que

f,’EO—J’,’E”leo [=0,1,2,...,n, -1 (10)
Mientras que la periodicidad de J,, conduce a
1
4y [Rzz + Ry + (Rzz - Ry )COS (29)](fz€1 - flbi - ﬁ,nv,—Z + fziw ) 11
E
+—q(— P, cos* 0+ P, senZH)sene(f,f) —f,iw_l )z 0 [=0,1,2,..,n, -1

kT
Notemos que al expandir la grilla e incorporar los puntos ficticios, la Ec.(5) aporta ahora
(ng —2)>< n, ecuaciones que se generan haciendo /=1,2,..,n,-2 y m=0,1,2,...n, —1.

Nuestro problema se reduce entonces a resolver el conjunto de n, x (nv, + 2) ecuaciones
generadas por las Ec.(5) y Ec.(8-11) con n, x (nw + 2) incognitas constituidas por los valores
f,Em que adopta la funcion en los puntos de la grilla (incluidos los puntos ficticios).

Finalmente, la funcion de distribucion orientacional que se obtiene debe normalizarse para
que la probabilidad de encontrar una particula en cualquier orientacion sea igual a uno; es
decir

[+ 6w)
27zj02”j0”(f° +£5) sen0dOdy

fv(O.y)= (12)

donde f) (6?, 1//) representa la funcion de distribucion orientacional normalizada.

La integral presente en la Ec.(12) se resuelve numéricamente utilizando la regla del
trapecio.
Dado que el valor de f° esta definido a excepcion de una constante de normalizacion, al

momento de realizar los calculos elegimos arbitrariamente f° =1.
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3 RESULTADOS

Todos los célculos se realizaron empleando el software MATLAB 7.5.0.
El niimero de puntos de la grilla utilizado en este trabajo es n, =60 y n, =60 para las

variables independientes 6 y i, respectivamente. Los pardmetros eléctricos e hidrodinamicos

utilizados son caracteristicos de fragmentos de ADN de 600 A de longitud de arco.

Las figuras 1-3 muestran la funcion de distribucion orientacional obtenida con el MDF para
un rango amplio de intensidades de campo eléctrico. La Figura 1 muestra, a su vez, la funcion
de distribucién calculada con el MP desarrollado por Bertolotto et. al. (2004) para
E =1KV/cm. La mayor diferencia entre ambas soluciones es de 0.3 %, aproximadamente.
Este valor corresponde a los angulos 0 =7/4,37/4 y es practicamente independiente del
angulo y . Para E=10KV/cm y E=20KV/cm solo se muestran los resultados del MDF

dado que los del MP son completamente inexactos llegando incluso a dar resultados
negativos.

o MDF
0.016+
0.014+
Iy
0.0124
0.01+
0.008- 5 4
6
4 2 00 6
v
Figura 1: Funcion de distribucion para E =1 KV/em
calculada con el MDF (() y con el MP (.,J
0.06+
0.05-
0.04+
Sy

0.03+

0.02+

i 00 S

Figura 2: Funcion de distribucion para E = 10 KV/cm
calculada con el MDF
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W g )

Figura 3: Funcion de distribucion para E =20 KV/cm

calculada con el MDF

2517

A fin de estimar el error cometido con el MDF hacemos ¢ = 0. En este caso particular la

solucion exacta de la ecuacion de Fokker-Planck para el estado estacionario es la funcion de
distribucion de Boltzmann (FDB) Las figuras 4, 5 y 6 muestran la solucion exacta y la
obtenida mediante el MDF para diferentes intensidades del campo eléctrico aplicado. Al
comparar con la solucion exacta se observa que el error relativo varia con los angulos 6 y .

El error relativo maximo para un campo eléctrico dado es mayor cuando mayor es la
intensidad del campo. Considerando las regiones del dominio donde la funcion de distribucion
es distinta de cero, que es donde contribuye a los calculos estadisticos, el error relativo
méaximo es 0.025 % para E=1KV/cm, 2.5 % para E=10KV/cm y 20 % para

E =20KV /cm , aproximadamente.

0.0132,
0.0134
0.0128
Sy
0.0126/
o MDF
0.0124 e
0.0122!
6 i -
g - ] 2 3
v 00 o

Figura 4: Funcion de distribucion para E=1 KV/emy g =0

calculada con el MDF (|—) y con la distribucion
de Boltzmann (.
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0.15+

Figura 5: Funcion de distribucion para £ =10 KV/emy g =0
calculada con el MDF (|—) y con la distribucion
de Boltzmann () )

Figura 6: Funcion de distribucion para £ =20 KV/emy g =0
calculada con el MDF (| ) y con la distribucion
de Boltzmann (.))

3 CONCLUSIONES

Mediante el MDF es posible resolver la ecuacion de Fokker-Planck para calcular la funcion
de distribucion orientacional de moléculas de ADN en presencia de un campo eléctrico
externo de intensidad arbitraria en el estado estacionario.

El error relativo del calculo realizado con el MDF depende del campo eléctrico aplicado.
Para campos eléctricos de intensidades menores o iguales a 10KV /cm el error relativo es
menor o igual a 2.5 %. Para intensidades mayores el resultado es cualitativamente correcto,
pero se observa la necesidad de incrementar el nimero de puntos de la grilla para disminuir el
error relativo que alcanza el 20 % para E =20KV/cm . Actualmente, se estd trabajando en

con éste objetivo.
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