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Resumen. En e presente trabgjo se propone utilizar un modelo de impedancia para representar €
comportamiento de un material por e que se propaga una onda ultrasonica. Las sefia es ultrasonicas son
ondas mecanicas de alta frecuencia adecuadas para monitorear in situ materiales que tienen geometrias
diversas, permitiendo su caracterizacion cuando otros ensayos no son redizables. Se smula la
propagacion de una onda plana de ultrasonido dentro de un material homogéneo y de uno heterogéneo
en capas, a partir del modelo de la ecuacion de onda unidimensional resuelto en diferencias finitas y se
vincula a las sefiales obtenidas en dicha simulacion con e concepto de impedancia aclstica. EI modelo
de impedancia de transferencia relaciona la tensién en uno de los extremos del material con la velocidad
en d otro extremo. El andlisis se rediza en € dominio temporal, por lo que @ problema directo puede
plantearse también como la convolucion entre la velocidad y una funcion temporal, z4(t), que proviene
de hacer la transformada inversa de Fourier de la impedancia de transferencia. El problema de
identificar propiedades que caracterizan a material se formula como un problemainverso de estimacién
paramétrica. La minimizacion de una funcion de minimos cuadrados permite obtener las velocidades de
propagacion y densidades del material, las que se relacionan con las constantes elésticas, permitiendo la
caracterizacién mecénica de la muestra.
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1 INTRODUCCION

La evaluacion de agunas caracteristicas de un material puede llevarse a cabo mediante la
perturbacién del mismo con una onda de ultrasonido (Krautkramer,1983; Cheeke, 2002). Para
pequefias perturbaciones puede pensarse a la propagacion de la onda como e movimiento
simultaneo y coordinado de las particulas que lo conforman y que actlian como las masas de un
oscilador simple. Esos elementos interaccionan a traves de fuerzas elasticas y viscosas de una
manera determinada por €l medio y su contorno. La onda que se propaga en € material |o hace
aunavelocidad c, mientras que las particulas se mueven con velocidad instantanea v.

La perturbacion del medio por una onda de ultrasonido es provocada por un material
piezoel éctrico en contacto con la muestra a evaluar, que genera ondas mecanicas en € materia
con un rango de frecuencias comprendidas entre 20 kHz y 100 MHz. La generacion de estos
movimientos oscilatorios en un medio determinado se presenta en conjunto con dos
fendbmenos importantes en la transmisién de ondas mecanicas en un medio no ided: la
disperson y la atenuacion. El primero esti asociado a la dependencia de la velocidad de
propagacion en funcién de su frecuenciay e segundo a la disipacién de la energia de la onda
en el medio. Cuando la velocidad de una onda no depende de la frecuencia de propagacion, se
dice que € medio es no dispersivo. En cambio, si 1o contrario ocurre, se dice que el material si
presenta esta caracteristica, y las diferentes componentes arménicas de las ondas se propagan
con diferentes vel ocidades. En este trabajo se considera e caso de materiales no dispersivos.

En los ensayos no destructivos mencionados se miden magnitudes como la velocidad de la
onda que se propaga por € materia y la atenuacion que sufre la misma. Estas cantidades
dependen de propiedades fisicas y mecanicas del material como la densidad y las constantes
elésticas y pueden variar a medida que la onda se propaga por un medio no homogéneo. Se
propone realizar una medicion con ondas planas transmitidas a través de la muestra y
registradas para su andlisis, smilarmente a lo propuesto en la bibliografia (Fellah, 2007; Rus,
2007). El problema es planteado como un problema inverso, en @ que la incognita es un
conjunto de pardmetros que se relacionan con las constantes mecanicas de un material
compuesto por una secuencia de capas. Para determinar |a dependencia que e comportamiento
de la onda tiene con respecto a estos parametros, se utiliza un modelo de impedancia aclstica
de transferencia, que relaciona la tension aplicada en un punto del material con la velocidad de
las particulas en otro punto. Los parametros involucrados en estas sefiales son la velocidad de
propagacion de la onda, la densidad del material y lalongitud de la muestra que en este trabajo
se supone conocida. La sefid medida se obtiene también en forma simulada. Los parametros
gue mejor describen a material se encuentran minimizando la discrepancia entre las sefiales
tedricasy las medidas.

Presentamos en primer lugar una breve resefia del modelo de la ecuacion de onda y el
mencionado modelo de laimpedancia aclstica de transferencia.

2 TEORIA

2.1 Modelo dela ecuacion de onda

La ecuacién que representa e movimiento de una onda en un medio con velocidad de
propagacion c es:

Tru(xt) _ 11°u(xt)

N R (1)
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Puede probarse que la Ec.(1) tiene una solucién armonica dada por

j(wt - kx)

ux,t) =U e (2

donde u: desplazamiento de la particula
w : frecuencia angular;
k=w / ¢: nmero de onda;
U: amplitud de la onda;

Si se considera una pieza finita de materia, los bordes modifican las caracterigticas de la
onda transmitida, dando lugar a reflexiones. Asi, la propagacion de la misma estard compuesta
por una onda incidente y una reflgjada 'y en ese caso la solucion de la Ec.(1) debe formularse
como:

u(x,t) =U,e/ M) 4y e+ 3)

donde U. y U. son las amplitudes de las ondas que se establecen en uno y otro sentido. Estas
amplitudes dependen de las condiciones iniciales y de contorno. Se analiza €l caso indicado en
la Fig. 1, donde interesa resolver € problema de propagacién de la onda en una muestra de
largo L en laque una sefia f(t) es aplicada en uno de los extremos de la muestra, conformando
una condicion de contorno a los efectos de resolver € problema de la ecuacion de onda.

won=i) | U | uen; MY <o

x=L

L
Cmimimimm >

Figura 1. Condiciones de borde aplicadas a problema de la ecuaciones de onda
para un material homogéneo.

S € otro extremo del material puede suponerse libre, entonces € desplazamiento serd
méximo y su derivada espacial seranula. Asi, la otra condicion de contorno es

flu(x,t)

=0
™ |, 0 (4

Imponiendo ambas condiciones de contorno en la Ec. (3) resulta, con f(t)=€"!, lasiguiente
solucién particular parala Ec. (1):

) COSK(X- L)
u(x t) = el QX2 2
(1) R (5)

El material considerado responde a un modelo de elasticidad lineal, € que esta sometido a
una onda plana generada por unatensién r . Entonces, la tensién es opuesta y proporciona a

|a deformacion:
fu(x.t)
Ix

s (xt)=-Ke=-K , (6)
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K es la constante elastica del material, la que por suponerse un movimiento unidimensional
en un material isdtropo seraigua a | +2mr, con | y i las constantes de Lamé. Recordemos

también que la constante elastica se vincula con la velocidad de propagacion a través de la
densidad del materid:

K=c’r . ©)

Se supone ahora que en lugar de un material homogéneo se tiene una muestra formada por
dos capas de longitud L; y L, respectivamente, con un esquema como & que se muestraen la
Fig. (2). Las condiciones de contorno en los extremos de la muestra son las mismas que en €
caso del material homogéneo y en la interfaz se considera que existe continuidad de tension y
velocidad. En este caso la solucion puede escribirse como una funcidn por tramos definida para
cada capa:

()= } el + gel(rian) OEXEL,
y | . } .
fCelt o) 4 peltie L EXEL . ®)
.'.-u'?'ll _'.' ._.
L N .._é g;f s
A e Tu( x,t) _
U(xt) o= F(t) =™ ZRRBaay T2 ® —o | =0
S il X
ot g >
0 L X
L=L+L,
Vis=V2e
S15~S2e

Figura 2: Condiciones de borde aplicadas a problema de la ecuacién de onda para un material compuesto por
dos capas.

En laEc. (8) ki=w/c; y ko=w /c, son los nimeros de onda que corresponden a cada capa.

Ademés, a partir de las condiciones de continuidad de velocidad y tension en lainterfaz resulta:
AeJ(Wt' kily) + Bej(\A’t+k1L1) - CeJ(Wt' koly) + Dej(‘A’t+k2L1)

r 1C1( Aej(Wt' kli) _ Bej("\'t+k1L1) ) =r ZCZ(Cej(V\'t' Koly) _ Dej("\'t+k2L1) )

N )

relaciones que junto con las condiciones de contorno permiten e céalculo de las cuatro
constantes, A, B, Cy D.

2.2 Modeo de Impedancia Acustica

La impedancia aclUstica de un material se define en concordancia con la impedancia
mecanica, que a su vez es una anaogia de la impedancia eléctrica (Hueter, 1955). Para € caso
de un sdlido la impedancia acUstica especifica, Z, eslarelacion entre latension, s , aplicada
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en un punto y lavelocidad de las particulas, v:
z=s/. (10)

Para una onda plana que se propaga por un material infinito, Z serdun nimerorea y sela
define como laimpedancia caracteristica del medio, la que resulta ser:

Z,=rc. (11)

Por giemplo, para € aire a temperatura ambiente y a presién correspondiente a nivel del
mar es Z;=420 kg/s/n?’, para el agua es 1,48x10° kg/s/n, para e acrilico es 3,235x10° kg/s/n?
y parael auminio 17,334x10° kg/s/n?.

Para una onda plana que se propaga por una muestra finita de material, Z es un nimero
complglo y resulta de las condiciones de borde impuestas a la muestra. Su céalculo en el
dominio temporal puede realizarse vinculandolo con la solucion encontrada para la ecuacion de
onda.

Si llamamos v(x,t) ala funcion que representa la velocidad de la particula correspondiente a
laposicion x de lamuestra en un tiempo t, en general serd

Tu(x.t)
1) =
v(x,t) rra (12)
y paraunaondaarmonica como lade laEc. (2) puede afirmarse que:
v(X,t) = jwu(x,t) . (13)
Ademas, como
™Mxt) _ TPu(xt) .
= = Jwv( Xt 14
it it jwv(x,t) (14)
entonces
1 T2u(x,t)
f)=————=. 1
v(x,t) WAt (15
Ademas, por las Ec. (1) y (6) resultaque
2 2
l U(ﬁ,t)zﬁﬂ U(z,t):_gﬂs(x,t) (16)
it r Ix r x
y sustituyendo en la Ec.(13) se obtiene que:
1 Ts(x;t)
V(X,t)=-— _
(xt) Wt (17)

Bgjo las hipitesis consideradas y teniendo en cuenta las Ec. (6) ,(10) y (17), laimpedancia
acustica especifica en cada punto del material, puede expresarse como:
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2 senk(x- L)

_s(xt) _ coq kL)
Z (xt) e cosk(x- L) (18)
coq kL)

y smplificando resulta que la impedancia es funcién de la frecuencia e independiente del
tiempo:

Z(w)=- jr ctan(k(x- L))=- jr ctar(%(x- L)). (19)

En este trabgjo se pretende caracterizar a material utilizando un ensayo de transmision de
una onda de ultrasonido. Por lo tanto se tiene en cuenta para € andlisis latension que se aplica
en un extremo y se mide la sefia de velocidad en € extremo opuesto. A partir de esto se define
la impedancia de transferencia, Z4, como la relacién entre la tension aplicada en un punto del
materia y la velocidad experimentada en otro punto. Si la transferencia se calcula entre x=0y
x=L, entonces se obtiene:

——S(X’t)|X:° =- jrcsen(kL) (20)
SCT
Z,(w)=-jrcsen(wL/c) (21)

Puede observarse que nuevamente la expresion obtenida es independiente del tiempo y que
resulta una funcion de la frecuencia por ser k=w /c.

Supongamos un sistema de medicion como € de la Fig. 2, donde un transductor ideal
ubicado en uno de los extremos de la muestra convierte una sefid eléctrica en una mecanica.
Esta se propaga como onda ultrasdnica y en e otro extremo otro transductor realiza la
operacion inversa pudiéndose asi registrar la sefia transmitida para su posterior andlisis.

Vit Vaf?

Generadar
de Pulse Merastra a
inspeccionar

Receptor

Figura 3: Esguema de medicién

Si los transductores no fueran idedles seria necesario tener en cuenta su impedancia
mecanica, ya que de la adaptacion entre transductores y muestra dependera la proporcion entre
sefia reflejada y transmitida. Por otro lado, los transductores tienen respuestas en frecuencia
que ateraran laforma de las sefides que se reciban (Kino, 2000).

Para el caso del material en capas referido en la seccion anterior, puede deducirse una
impedancia de transferencia en forma andl oga a como se hizo para un material homogéneo. En
este caso es de esperar que esté presente en su expresion € efecto de cada uno de los
materiales que conforman la muestra 'y € de la interfaz. Ciertamente esto es |o que ocurre,
como se verifica en la deduccion que se presenta en la seccién siguiente.
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3 METODOLOGIA
3.1 Impedancia acustica de transferencia

La metodologia propuesta para identificar laimpedancia acUstica especifica que caracteriza
la muestra de material en cuestion hace uso de la teoria de sistemas lineales. Asi, st modelamos
el comportamiento dindmico del materiad como un sistema lineal e invariante excitado por la
sefial de ultrasonido aplicada, es decir, la tension en x=0, puede considerarse a la velocidad
medida en x=L como la respuesta del mismo. Entonces la relacion entrada/salida del sistema en
el dominio transformado se expresa por

s(w)HW)=V(w). (22)
Y,
sw [ pwy LW,

Figura 4: Representacion del material homogéneo como sistema lineal

Ademés, recordando que Z,,(w) = ;S/(W; , €s facil ver que la funcion de transferencia del
w
sistema es
H(w)=—— (23)
Z,(w)

Luego, como s (w)=2Z,(w)V(w),y d producto en el dominio de la frecuencia proviene
de unaintegral de convolucion en € tiempo, ser&

s(t)= tCy(t )z, (t-t)dt , (24)
-y
donde z,(t) puede obtenerse haciendo la transformada inversa de Fourier de la Ec. (21):
zH(t)=r—2C(d(t+L/c)-d(t- L/c)). (25)
S sereemplazalaEc. (25) en le Ec. (24) y seresuelve laintegra se obtiene
Lo L 60

rcee
)= F+ -2 & =22 26
s(t) ngg Cg Vg C gy (26)

En el caso del material en capas € diagrama se muestra en la Fig. 5 y estd compuesto por
tres bloques.
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Figura 5: Representacion en diagrama en bloques del material compuesto por dos capas.

S . representa la tension aplicada a material en x=0, v, y S, Son respectivamente la

velocidad y latension en lainterfaz del 1ado del material 1, que por la condicién de continuidad
soniguaesa Vv,, y s ,.del lado del material 2,y v, eslavelocidad en x=L.

El primer y & tercer blogue representan la inversa de la impedancia de transferencia
correspondiente a cada material, mientras que e segundo bloque es la impedancia en la
interfaz, Z, =S,/ Vig =S 5o [ V,,.

Para este sistema la expresion equivaente ala Ec. (22) es.

@1 1 6
st(W)—ngi( )Z( )gsle(w) (27)

Luego, apartir dela Ec. (27) y ddl diagrama de la Fig. 5 se puede escribir laimpedancia de
transferencia parala muestra de material en capas:

S 1o(W,) Vig(W,t) S 1 (W,t) S 5o (W) _ S 4 (W,t)

Z,(w)= ! (28)
Vls(W!t) S 1s(W!t ) S Ze(W!t) VZS(W’t) VZS(W’t)
gue, como ya se mostré para €l caso anterior es independiente del tiempo.
Laexpresion final de laimpedancia de transferencia es:
0 0 oV
Z = c,sen L—co —+r ,C,Sent— L, TcosG— 29
w(w)= Jer g Sgc g Sg 1:u (29)

Findmente se hala también la funcion temporal z4(t) como la transformada inversa de
Fourier de Zy(w).

zH(t):%[d(Htﬁtz)- dft-1,- L)+ 22 T2+ - 1) de- )] 20)

Resolviendo laintegral de convolucion de la Ec. (24) obtenemos:

s(t):Lélrzcz[v(Htlﬂ) vt-t,- 1)+ '4 DO T8 [+t - 1,)- vt- 1, +1,)] (31)
donde t;=L,/c; y t=L,/C,.

3.2 Problema inver so

El problema de identificacion se formula como un problema inverso de estimacion de
parametros, en € que las incognitas son la velocidad de propagacion, c, y la densidad del
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material, r . El vaor de los pardmetros que meor describen e materiad es obtenido
minimizando la siguiente funcion objetivo:

I(p)=ls (t)-s (), (32)

donde s (t) representa la sefial de entrada, la que se supone conocida y que para € caso
smulado se calcula a partir del modelo exacto con la Ec. (6); s ,(t) representa la sefial

predicha segin el modelo de la Ec. (26) o laEc. (31), segin sea el material de una o dos capas,
y que tiene parametros contenidos en el vector p. Ademés s . (t) se calcula a partir de v(t),

gue son las mediciones generadas sintéticamente de acuerdo a la siguiente ecuaci on:
V(1) =V, (X,t)] e +e(t) (33)

donde e representad error de medicion modelado como un proceso estocastico gaussiano no
correlacionado de media nula 'y dispersion s, y v(t) es la velocidad simulada numéricamente

para el vaor verdadero de los parametros.

La estimacién de los parametros se lleva a cabo en dos etapas. Esto es posible ya que la
densidad determina Unicamente la amplitud de la sefid de tension y no interviene en su
desplazamiento temporal. Por lo tanto, normalizando en amplitud tanto las mediciones
smuladas como la sefid de comparacidén se obtiene en una primera etapa la velocidad de
propagacion. Luego, calculada c, es posible estimar e valor de r a partir de las sefiades sin
normalizar.

La solucion de este problema inverso de estimacion de parametros no linea se encuentra
aplicando € algoritmo de Levenberg-Marquardt (Levenberg, 1944; Marquardt, 1963). Este
algoritmo es una técnica iterativa que localiza € minimo de una funcion multivariada expresada
como suma de funciones no lineales. Se ha convertido en la técnica estandar para la solucién
de minimos cuadrados no-lineales y puede pensarse como una combinacion de los métodos
Steepest-Descent y Gauss-Newton (Kelley, 1999).

Para € material compuesto por dos capas la misma metodologia puede aplicarse
considerando que ahora z4(t) estard representada por la expresion de la Ec. (30), y por
consiguiente € nimero de pardmetros a identificar serd dos veces € nimero de capas que
formen la muestra. Este método puede extenderse a una muestra de un material con més de
dos capas. Sin duda un mayor nimero de pardmetros dificultara la solucién numérica del
problema. En este trabagjo solamente se resolvié € problema inverso correspondiente a un
material homogéneo.

4 SIMULACION Y RESULTADOS
4.1 Verificacion numérica del méodo utilizado

Si bien & modelo de impedancia de transferencia definido en la seccion 2.2. se fundamento
tedricamente, resulta interesante validarlo numéricamente. Par ello se propone comparar la
tension obtenida de acuerdo a la Ec. (26) utilizando la v(t) calculada numéricamente con €
mismo modelo, con latensién s (X,t) expresada en la Ec. (6) parax=0Yy € vaor verdadero de
los pardmetros, s (t).

Para simular la tensién aplicada y la velocidad que se tiene en €l otro extremo de la muestra
se resuelve numéricamente la ecuacion de onda aplicando un agoritmo de diferencias finitas
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implementado en Matlab. La condicién de contorno que se aplica en x=0 es un desplazamiento
con forma de pulso gaussiano representado por |a siguiente ecuacion:

u(O,t ) —e 10"(t-3.10°°%)? (34)
Se considera como gjemplo una pieza de aluminio de longitud L=2 cm; c=6419,88 m/seg;
r =2700 kg/m®. La solucién de la ecuacion diferencial proporciona e desplazamiento u(x.t) y

se calcula numéricamente la tension en x=0 aplicando larelacidn (6) y lavelocidad en x=L, la
gue denominamos V,(t), segiin la Ec.(12). Ambas sefid es se grafican en laFig. 6.

x10% Tensién en x=0 x10° Velocidad en x=L

15 N N

I ) //\ I/ \\
S0 o \ / N/ w . l[
|

e . VL
VL

vV Y,

0 2 4 6 8 10 12 14
t [microsegundos]

0 2 4 6 8 10 12 14 -2
t [microsegundos]

Figura 6; Simulacién numérica de la tensién aplicada en x=0y la velocidad medida en x=L.

Para la validacion propuesta comparamos la curva de s (t)mostrada en la Fig. 6 con la

tension calculada mediante la Ec. (23) a partir de lavelocidad v,(t) resultante de la smulacion,
también mostrada en lamisma Fig.6. Las dos tensiones se muestran superpuestas en laFig. 7.

x 10 Tensién en x=0
° r r

tension aplicada
tension calculada

0 2 4 6 8 10 12 14
t [microsegundos]

Figura 7: Comparacién entre latension calculada por diferencias finitas y latension calculada por la
convolucién.

4.2 Resolucion del problemainverso

Se resolvio € problemainverso parala misma muestra de aluminio mencionada en la seccion
anterior. Los resultados de las estimaciones varian levemente segin sea € nivel de ruido
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presente y e valor inicia propuesto. Los valores estimados son mas exactos s la condicion
inicial de la velocidad de propagacion es mayor alareal. En esos casos € error de estimacion
es comparable a la magnitud del error en la medicion. Algunos de los valores obtenidos para
ruido de medicion con s, =1%Max(v,(t)) y valores iniciales que se gpartan un 10% y un

20% de los valores reales se vuelcan en laTabla 1.

Vaoriniciad V?ﬂ;fllr&?do Error (%)
c=7061,9 m/s 6431,7 0,18
r =2970 kg/m® 2695,3 -0,17
c=7061,9 m/s 6437,7 0,28
r =2930 kg/m® 2693,4 -0,24
c=5777,9m/s 6233,4 -2,9
r =2970 kg/m® 2810,3 4,09
c=5777,9m/s 6272,4 -2,3
r =2430 kg/m® 2782,7 3,06
c=7703,9 m/s 6430,1 0,16
r =3240 kg/m® 2694,5 -0,2
c=7703,9 m/s 6428,5 0,13
r =2160 kg/m® 2695,4 -0,17
c=5135,9 m/s 6279,1 -2,19
r =3240 kg/m® 2779,1 2,93
c=5135,9 m/s 6258,9 -2,51
r =2160 kg/m® 2791,9 34

Tabla 1: Valores estimados de |los parametros y porcentaje del error de estimacion.
5 CONCLUSIONES

El andlisis redlizado en este trabgjo congtituye un aporte a problema de identificar
propiedades fisicas de un material homogéneo, que pueden relacionarse con las constantes
elésticas del mismo, utilizando sefides de ultrasonido. Especificamente se han estimado
velocidad de propagacion y densidad. La formulacion propuesta resultd en un problema no
lineal de estimacion de pardmetros. En los casos considerados no se observaron problemas de
estabilidad por lo cual la formulacion de minimos cuadrados adoptada para la funcién costo es
adecuaday no es necesario agregar un término de regularizacion.

Como puede verse en la Tabla 1, € error en la estimacion de la velocidad de propagacion
cuando € valor inicia esta por debajo del valor rea esligeramente mayor que e nivel de ruido
de la medicion, aunque del mismo orden. En cuanto a la estimacion de la densidad, por llevarse
a cabo en una etapa posterior y de manera indirecta, es dependiente de la exactitud de la
estimacion del primer pardmetro.

También se ha planteado € problema directo basado en la impedancia aclstica para un
material en dos capas, € que puede extenderse facilmente a un mayor nimero de capas. En un
trabajo futuro se resolvera e problema inverso correspondiente a este tipo de materiales y se
considerardn materiales con pérdidas viscosas.
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