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Abstract.

En este trabajo se realiza un alisis teédrico del comportamiento damico del sistema men-
cionado en elitulo mediante un &todo anaditico basado en los multiplicadores de Lagrang
y adenas por elementos finitos. Este tipo de problemas posee ureimtanto térico como
practico. El integés térico reside en poder estudiar la dimica de un sistema simple, de usi
universal, como la viga al que se le adosa un subsistema montasticainente. Esto permite
analizar de que forma altera, dicho subsistema, las frecuencias naturales de oibali sis-
tema modificado. Desde el punto de vista de su aplicabilidadtfma este sistema represente
un modelo de absorbedor dimico (o neutralizador de vibraciones) de dos grados de liberta
por lo que es de gran importancia, el conocimiento su comportamiento, desde el punto de
del control de vibraciones. Los resultados obtenidos por ambet®ados estn en excelente
acuerdo con los previamente encontrados en la literatura.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo se estudia las vibraciones libres de un sistema combinado compuesto
viga sobre la que se monta un sistema con dos grados de libertad, ver figura 1. Este €
puede enmarcarse dentro del contexto de los sistemamitios en los que se le agrega mas
montada élsticamente. Como es bien conocido, el sistema combinado cambia sus frecue
naturales de oscilaciones respecto de los sistemas separados debido a ladntgtecse pro-
duce entre ellos.
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Figura 1: Sistema damico compuesto de una viga y un sistema 2dof

Elinterés térico de este tema se remonta a los resultados de Raylesgbartir de ahpode-
mos citar varios trabajos que demuestran que elésten el tema se ha mantenido a lo larg
de los #@0s?° El punto nas importantes para analizar es la modifioadaie las frecuencias de
resonancia al conectar ambos sistemas, ya que esto puede alteraatostpas de dis®.

La aplicacon practica nas importante, para la ingerni@rde dis@o, es su utilizaén como
absorbedor diamico (o como se lo denomina ahorasrcorrectamente neutralizador de vibre
ciones), ya que es de utilidad en casos como las suspensiones dédlg®m en naquinas
rotantes.

La modificacon de un elemento estructural por &baido de masa, resortes 0 ambos es u
situacbn habitual que tiene como principal consecuencia la modificade las frecuencias
propias del sistema con lo que seimportante tratar de predecir el sentido en que o&unrir
los cambios. Es bien conocido el hecho que si se le adosa masa a un sistema sus freci
naturales disminuyen; mientas que si se le adosa un resorte, las mismas aumentan. En
no es tan conocido que ocw@ren el caso en que se conecte un sistema masa-resorte.
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2. FORMULACI ON DEL PROBLEMA

Para la formuladgin matenatica del problema se recuwra dos nétodos diferentes, uno
analtico y el otro nunérico, para comparar en aquellos casos donde no existen valores ¢
literatura con el objetivo de obtener confiabilidad.

La metodologa anaitica se basa en el@odo de los modos asumidos junto con éltodo
de los multiplicadores de Lagrange. Esto ha sido utilizado previamente por Bpaedl estu-
diar propiedades generales del comportamientardioo de sistemas combinados. Etodo
de elementos finitos tandm se utiliza dada su gran confiabilidad y versatilidad con fines
comparadn. A continucon se presentan brevemente ambos.

2.1. Metodo de Lagrange

Este nétodo se basa en asumir que el desplazamiento transveral de la viga puede de
larse como una serie compuesta de una comhinditieal de funciones;, las cuales son fun-
ciones de las coordenadas espaciales, multiplicadas por coordenas generalizadas depe!
del tiempog;

= Z ¢i(x)qi(t) (1)
i=1
La enerda cirética puede expresarse como
1 < 1 m 1
= 3 MZQ - .m .m 2 _Ie 'm - ‘m 2
2; ql+2(a1—i—a2)2(w 1G9 + W 2a1)+2 (W2 — W) (2)

donde los coeficiente®l; dependen de la distribuan de masas del sistemay de la elénci
de las funcione®;. Similarmente la enetg potencial queda

1 2

Z Mg} + kfl(wml —wy)? + Ekz(wm — W) (3)

hasta aquse conS|deran ambos sistemas por separado, la condjae los liga se puede
expresar requiriendo que el sistema de dos grados de liberéacbestctado a la viga en= x;,

yr =1

f1=>_a(t)i(z1) —wi =0
0 (4)
fa= ZQ¢(?5>¢¢(!E2) —wy =0

Las ecuaciones de Lagrange para este caso son
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d (0L N B

donde)\; son los multiplicadores de Lagrange.
Siendo la lagrangiana
L=T-V (6)

reemplazando en las ecuaciones de Lagrange (5) quedan el siguiente sistema de ecus

M (G + wiq;) = Mgi(x1) + Aagi(a)
Me le

a2 (Wm1as + Waay) — (W2 — Wim1) + k1 (Wm1 —wy) =0

(a1 + az)? (ay —]i— a)?
Mme . ) e ) . (7)
ot a2)2a1(w 1Gg + Wmoay) + (ot CL2)2(w 9 — Wmn1) + k(Wi — wo)

kl(wml - wl) =\
kZ(me - wz) =\

Suponiendo movimiento a@nico simple para todas las variables,

q(t) = Gie™"; W1 () = Wy €Y Wa(t) = W™ wy(t) = wy et wy(t) = wye’

las ecuaciones 7 se convierten en

M;(— w? + wj ) = M @i(21) + Aagi(2)

2
Me o/ B wle _ _ _ _
(a1+a2)2a2w (Wm1a2 + Wpaay) (algazy(w 9 — Win1) + k1 (W1 — w1)
Me 0, _ wile  _ _ _ _ (8)
————— W (W1 A2 + Wyp2a@1) — ——————— (W — W1 ) + ko (W — We) = 0
(a1+a2)2 1 ( 1a2 2 1) (a1+a2)2( 2 1) 2( 2 2)

k1<wm1 - w1) =\

k2(wm2 - w2) = A\

calculanday;, w,,1, wme, wi andws, en €rminos de\; y \, y sustituyendo el resultado en el
sistema (4) se obtiene la siguiente ecéacgnatricial

a2 MY _ (0
Qg1 (92 A2 0

donde los elementas estan dados por
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¢1 x1)¢z ]e + mea102

10

; M;(w? — w2 Ml w? (10)
oi(z2)pi(x1) I + meajag

— 11

Q21 — MZ(WZQ _ wg) meIeWQ ( )

- ? (o) 1 I. + me.a3
_ i - el Tte2 12
22 Z Mi(w}; — w?) * ko Ml ow? (12)

1=1
De esta ecuadn, las autofrecuencias del problema se pueden obtener, si el determinar

los coeficientes es igualado a cero.
Una vez calculados los autovalores, se puede obtangr\, de manera directa y de las ecua

ciones 7, se puede expregacomo
- M) + A ()
q; = 2 (13)
M;(w? — w®)®)
donde el supéndice ) denota el autovalor en consider@i

Ahora, se puede expresar los nuevos modos de la viga conectada al sistema 2-dof.

Z@ e k=1.N+2 (14)

2.2. Formulacion por FEM

De acuerdo con la te@ clasica de vigas, la ecuaci que describe el desplazamiento transwvi
salw(z,t) es la bien conocida ecuéai diferencial de cuarto orden

0? 0w 0%w .
aqu (EI@) —+ pA 6t2 f, N Q X [O,t], (15)

dondeA es elarea transversal de la vighgl momento ddirea,F el modulo de Young ¥ el

dominio de la viga con el contorng?.
La discretizaddn de la viga fue realizada con grados de libertad nodales

ow
¢ = —_— 16
u® = {w, 5 1 (16)
y polinomios de Hermite como funciones de forma
Las autofrecuencias son calculadas utilizando la ebnamaractdstica
det(—w*M + K) = 0, (17)
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donde las matrices de masa y elasticidad gldldat K, respectivamente, ést dadas por

nelem

M = A A / pNTN,dOF, (18)
e= Qe
nelem

K= é / EIBIB.dO", (19)

siendoA el operador de ensamblado estandar de elementos finitdsy: el nUmero de ele-
mentos de la grilla. La matriz de deformasidesplazamientB, se obtiene por diferenciam
de las funciones de fornTs,
d*N,
B, = R (20)
El sistema de dos grados de libertad es tratado confoLe&xs matrices de masa y elasticida
para este sistema son ensambladas

00 0 O
00 0 O
msm - O 0 Me 0 ) (21)
00 0 I
1 0 -1 aq
. 0 1 -1 D)
ksm =k -1 -1 2 <CL2 — CL1> ’ (22)

a; -Qo (CLQ — Cll) (a1 + CLQ)
con los grados de libertad asociados
us,, = {wi, wy, Wen, s, }. En este casd; = ky = ko; wy andw, son los desplazamientos
de los puntos de la viga donde el sistema @sbntado; yw,,, Y 6., son el desplazamiento and
la rotacbn de la masa.

3. RESULTADOS Y DISCUSIONES

Se presentan resultados nencos para dos casos: una viga empotrada en ambos extrernr
una viga en voladizo.

En las tablas 1 y 2 se comparan los resultados con los obtenidos previamente por
Whittaker! De aqu se observa un excelente acuerdo entre ambos trabajos con lo que se |
considerar que el atodo desarrollado ages confiable.

Otro objetivo del trabajo es mostrar la modifigatide las frecuencias de oscilagide la
viga desnuda por el agregado del sistemauiico. Esto se puede ver en latabla 3y 4. E
ambas tablas los valores de frecuencia 287,0731, 2873,9526 de las primeras columnas cor-
responden a las dos frecuencias del sistema 2dof aislado.
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Cuadro 1: Primeras cinco frecuencias naturales de una viga empotrada en ambos extremos con un sisten
masa-resorte localizado en = 0,2 andzy = 0,4.

w1 w9 w3 wq ws
275.2654 1389.1079 2881.5921 4222.6005 7837.9938
REFWu (273.8904) (1388.6244) (2880.5511) (4222.2172) (7837.1068)
FEM 273.8564 1388.5966 2879.7662 4221.8643 7836.9877
REFWu (273.8565) (1388.5937) (2879.7694) (4221.9181) (7837.4548)

Cuadro 2: Primeras cinco frecuencias naturales de una viga en voladizo con un sistema 2-dof masa-resort
izado enz; = 0,2 andx, = 0,4.

w1 w9 w3 w4 Wwhs
143.5580 325.1796 1527.9081 3335.9936  4288.8117
REFWu (143.4354) (324.3061) (1526.9812) (3330.0140) (4281.6266)
FEM 143.4208 324.2274 1526.8991 3326.6655  4279.7019
REFWu (143.4206) (324.2268) (1526.8963) (3326.6748) (4279.7603)

Se observa que las primeras cinco frecuencias del sistema combinado corresponden a
modificaciones de las tres primeras de la viga y a las dos del sistema 2 dof. En ambos ce
frecuencia fundamental disminuyen mientras que las superiores aumentan.

Otro resultado a destacar es la influencia de loarpatros del sistema 2 dof en la alteéarci
de la frecuencia fundamental. Para todo élleis subsiguiente se toma = a, = 0,1, es decir
una barra con el centro de masa en el punto medio de la sépagatre los resortes y viga
considerada es en voladizo.

El primer paémetro a analizar es la influencia de masade la barra. Para este caso s
fijo m, = 1,53875 y tomaron valores por encima y por debajo de este valor, corapduse
que la adiddbn de masa provoca la disminéoide la frecuencia fundamental.

El segundo pametro que se analiza es el momento de indicitbonde la tendencia es sim-
ilar, es decir que al aumentardisminuye la frecuencia fundamental.

Porultimo se analiza la influencia de la constante de los resortes que conectan ambas ¢

turas, donde en este caos el aumento de estenedro aumenta la frecuencia fundamental d
sistema.
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Cuadro 3: Comparagn de las primeras cinco frecuencias naturales de una viga empotrada con un sistema

masa-resorte adosado.

empotrada + 2dof combinado
w1 287.0731 273.8564
wo 1436.9888 1388.5966
ws 2873.9526 2879.7662
wy 3961.1152 4221.8643
ws 7765.3697 7836.9878

Cuadro 4: Comparagn de las primeras cinco frecuencias naturales de una viga en voladizo con un sistema
masa-resorte adosado.

voladizo + 2dof| combinado
w1 225.8262 143.5580
wo 287.0731 325.1796
w3 1415.2288 1527.9081
Wy 2873.9526 | 3335.9936
ws 3962.6818 | 4288.8117

4. CONCLUSIONES

a) El método basado en los modos asumidos y los multiplicadores de Lagrangé sesull
muy confiable para la obterisi de las frecuencias naturales y los modos del siste
combinado. Tamig@n se debe destacar que el tiempo dmputo requerido es mucho
menor que el elementos finitos

b) La metodologa permite investigar la diredm de los cambios en la frecuencia y la ob
tencbn de una expresin aproximada de las formas modales.

c) La versatilidad del ratodo permite su exterisi a problemas as complejos como por
ejemplo si se adosan varios sistemas o se estudia el comportamiento de una placa
topicos sean objeto de estudios posteriores

5. AGRADECIMIENTOS

Este trabajo ha sido realizados gracias a la fina@iede la Agencia Nacional de Promoni
Cientfica y Técnica (PICT 13-13033) y por la SecrétaGGeneral de Ciencia y Tecnolagde
la Universidad Nacional del Sur en el Departamento isfda (PGl 24/F032 Director: C. A.
Rossit).

Los autores eén en deuda con el Profesor P.A.A Laura por @tiles comentarios y #icas
constructivas.

1066



S. Vera, M. Febbo, C. Méndez, R. Paz

Cuadro 5: Influencia de la masa

0.01m,

0.1m,

Me

10m,

100m,

w1

149.6322

148.9566

142.4483

100.7233

39.6069

Cuadro 6: Influencia del momento de inercia

0.017,

0.17,

I

101,

1001,

197.4816

192.0471

142.4483

54.0669

17.381

w1

Cuadro 7: Influencia de la constantasicak

0.01k 0.1k k 10k
28.4756| 82.9547| 142.4483| 151.5670

100k
152.4327

w1
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