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Resumo. Placas retangulares reforcadas em uma dire¢@o e sujeitas a flambagem por compressao, na
mesma dire¢do dos reforcadores, sdo estruturas de aplicagdo usual principalmente no extradorso ou
intradorso de asas de aeronaves. Devido a excentricidade dos refor¢adores, alguns cuidados devem ser
tomados na aplicag@o da carga na andlise linear de flambagem. Se uma placa carregada ndo permanece
plana antes de flambar, a flambagem pode fisicamente ndo ocorrer e, consequentemente, a carga de
flambagem determinada numa andlise linear serd iluséria. Este trabalho apresenta uma expressio
analitica, com base na linearizacdo do problema em relacdo ao campo de deslocamentos, para a carga
na qual placas reforcadas flambam globalmente, comparando-a a resultados rigorosos.
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1 INTRODUCAO

A capacidade de suporte de uma placa com relacdo a flambagem decorrente da aplicacio de
cargas em seu plano aumenta consideravelmente com a adicdo de reforcadores. Ao mesmo
tempo em que se aumenta a carga critica, aumenta-se também a dificuldade de anélise da
estrutura resultante. O nimero de variaveis envolvidas cresce e, com esse maior nimero de
varidveis, os modos de flambagem tornam-se mais complexos. E comum o uso de férmulas ou
curvas simplificadas para o projeto dessas estruturas (Szilard, 2004).

Uma placa reforcada pode flambar globalmente ou localmente. Diz-se que a flambagem ¢é
global quando os reforcadores flambam juntamente com o revestimento. Na flambagem local,
os reforcadores flambam ou formam linhas nodais flambando, dessa vez, o revestimento entre
reforcadores.

Uma informacgdo importante para o projeto € identificar o modo em que a placa flamba com
a menor carga (carga critica). Sabe-se que a flambagem global € critica em placas com
reforcadores pouco espacados.

Placas retangulares reforcadas em uma direc@o e submetidas a flambagem por compressao,
na mesma direcdo dos reforcadores, sdo estruturas de aplicacdo usual principalmente no
extradorso ou intradorso de asas de aeronaves. De uma forma geral, o aumento da rigidez de
uma placa por meio do uso de refor¢adores € considerado uma pratica economicamente vidvel.
Utilizando-se um painel com refor¢adores dispostos de forma igualmente espagada, este
trabalho propde uma expressdo analitica para a carga na qual essas estruturas flambam
globalmente. Usa-se a teoria de placas de Kirchhoff para o revestimento e a teoria de vigas de
Euler-Bernoulli para os refor¢adores (Reddy, 1999). O problema de flambagem ¢é linearizado
com relag@o ao campo de deslocamentos.

A expressdo analitica proposta pode ser atrativa em problemas de otimizacdo por facilitar a
andlise de sensibilidade. E uma expressio simplificada por estar associada 2 substituicio da
placa refor¢ada por uma placa de rigidez equivalente com a mesma espessura do revestimento.

A determinacdo da carga de flambagem por meio das equagdes linearizadas € de custo
computacional baixo, mas é um procedimento que pode levar a resultados absurdos como
qualquer outro procedimento de andlise linear de flambagem.

O procedimento adotado, guiado pelo principio dos deslocamentos virtuais, conduz a uma
placa equivalente com rigidez de membrana [A] e de flexdo [D], tipica de uma placa

ortotropica. Além disso, o procedimento mostra que a placa equivalente também apresenta
rigidez de acoplamento membrana-flexdo [B] com um tunico coeficiente ndo nulo B, . O fato
de ser [B] diferente de zero ndo € de causar espécie uma vez que os reforcadores da placa
original s@o dispostos assimetricamente em relacdo ao revestimento.

Na andlise linear de flambagem deve-se impor a restri¢do de a placa permanecer plana antes
de flambar, caso contrdrio a flambagem pode fisicamente ndo ocorrer e a carga critica prevista
ser completamente ilusoria (Leissa, 1986). Satisfazer essa restri¢do ndo € tdo trivial, e costuma
nio ser cuidadosamente verificada pelos analistas. A restricdo se justifica para a placa
equivalente devido a presenca do coeficiente de rigidez B,, e para a placa original devido a ser
assimetricamente reforcada. Mostramos no trabalho como satisfazer a restricdo de manter a
placa plana antes de flambar no modelo analitico proposto, que usa a placa equivalente, € no
modelo de elementos finitos obtido pelo Nastran (MSC/NASTRAN, 2003), que usa
diretamente a placa reforcada.
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A placa em que se baseia 0 modelo proposto equivale a placa reforcada no que diz respeito
a expressdo do principio dos deslocamentos virtuais, pois na sua obtengdo ‘“dilui-se” no
revestimento o trabalho virtual interno referente aos reforcadores.

Dentre os diversos tipos de andlises estruturais disponiveis no Nastran, foram utilizadas
neste trabalho a andlise estdtica e a andlise de flambagem (linear). A anélise estdtica foi usada
para determinar o padrdo de distribuicdo do carregamento a ser aplicado que mantivesse a
placa plana antes de flambar, enquanto a anélise de flambagem (linear) foi usada para calcular
as cargas e os modos correspondentes de flambagem. Os resultados do modelo analitico sao
comparados com os resultados numéricos obtidos pelo Nastran.

Portanto, o objetivo deste trabalho é propor um modelo analitico que forneca de maneira
eficiente e eficaz a carga na qual placas reforcadas flambam globalmente. Para testar a eficicia
do procedimento, os resultados obtidos sdo comparados aos de modelos de elementos finitos
do Nastran.

2 SOLUCAO ANALITICA

A placa retangular reforcada da Figura 1 tem dimensdes a e b e corresponde a um painel
integral tipico do extradorso ou intradorso de uma asa de aeronave. A placa € considerada
simplesmente apoiada nas longarinas e em duas nervuras adjacentes, com n reforcadores
igualmente espacados e sujeita a uma carga axial de compressao de resultante P. O plano xy
situa-se na superficie média do revestimento. A Figura 2 traz detalhes adicionais.

Uma placa pode flambar globalmente ou localmente. Diz-se que a flambagem € global
quando os reforcadores flambam juntamente com o revestimento. Na flambagem local, os
reforcadores flambam ou formam linhas nodais flambando, dessa vez, o revestimento entre

reforcadores.
%

longarina

P reforgador i P

longarina

Figura 1: Painel integral simplesmente apoiado
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a revestimento

h
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+ b

h.

Figura 2: Alguns parametros geométricos do painel

7z

Para a andlise da flambagem global, a placa reforcada é substituida por uma placa
ortotropica equivalente. Os reforcadores deixam de ser tratados individualmente, para “diluir”
sua rigidez no revestimento. Na verdade, o que se “dilui” no revestimento € o trabalho virtual
interno referente aos reforgadores.

Com base na teoria de vigas de Euler-Bernoulli, o campo de deslocamento de um
reforcador é

ow
U, =u—7— u,=w (1)

ox
onde u e w sdo as componentes do deslocamento de seu eixo de referéncia que estd na
superficie média do revestimento, e z € a distancia medida a partir desse eixo. A deformacao é

dada por
2
g =% +1[a”zj. 2)
ox 2\ ox
Substituindo (1) em (2),
ou 1(ow) 9w
E=—+—|—| -z . 3
oox 2[8)6) ox* )
O trabalho virtual realizado pelas for¢as internas num reforgcador é
~['] 0.0, ardx—[ "M, 9% 4y (4)
0 Ja 0 ox

onde A € a drea da secdo transversal do reforcador. A primeira parcela de (4) provém da
deformacdo devido a flexdo do reforcador no plano xz e a segunda parcela devido a torcao.
Sabendo-se que & =dw/dy, a contribui¢do dos n, reforcadores é dada por
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—nJ.J.O'dS dAdx— nIM 859d
ox
a ddu aw dow 8 ow d [ dow
=- dAdx — M, d 5
nrJ.O LO_ [ ox  Ox ox 8x2 J gy '[ ax( ady J ’ ©)
2 2
[ (R e o
0 ox Jx Ox ox 0xdy
onde
N,=[oda  M,=[oczdA (6)

sdo, respectivamente, a forca normal e o momento fletor no refor¢cador. Vamos “diluir” no
revestimento o trabalho virtual interno referente aos refor¢adores, substituindo (5) por

n+1”{ (a&, awamj Mraw 926w

M dxdy. 7
ox dx Ox ox® i taxay} T 2

Adota-se n, +1 no lugar de n, naexpressdo acima por se imaginar que, no caso mais geral,
os reforcadores sdo elementos internos a placa e o trabalho virtual de cada um deles deveria ser
diluido numa faixa da placa de largura igual ao espacamento b/(n, +1) entre refor¢adores.

A contribui¢do dada pelo revestimento ao trabalho virtual interno é (Reddy, 1999)

odu awam oV  ow dow o I Owaodw ow ow
[ ) (90 G2,y 2 )

+— et

ox  dx ox dy dy dy dy oOx dy dx dx dy ®)
2 2

-M J &V—M,a &V—ZM o &V}dxdy

* oo’ Yooy’ * oxay

As forgas de membrana N ,N, (normais)e N, (de cisalhamento), os momentos M M

(fletores) e M, (torgor) sdo por unidade de comprimento da superficie média do

revestimento.
Adicionando as contribui¢des dos refor¢adores (7) e do revestimento (8), tem-se para o
trabalho virtual interno

__H{ (a&, awaavj N{a@ awa&v}_N Ka&, 08 owddw awamJ

= — +—+
ax arar ) oy oy oy & o oy o ax oy
— ’ow W — 9w
-M —- o -M, PE -2M 3 ay}dxdy
9)
onde
N =N+ M =M M =M~ (10)
bi(n, +1) bl(n, +1) o 2 b, +1)

Na tentativa de se manter a placa plana antes de flambar, apliquemos a carga P ao longo de
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uma linha distante z =e da superficie média do revestimento. O trabalho virtual realizado é

AGw(0)  ASw(a)
x| ox jdy

W, = jf%(&m)—&t(a))dwj: %[— (11

Integrando por parte a condigdo de equilibrio oW, +JW, =0, a fim de remover as
derivadas de du,ov e ow que ocorrem no dominio,

(S 5o (5 e

’M_ I'M
(8 M, 42 2+ Y +N(w)]5w]dxdy

ox’ 0xdy dy’

“ oM, oM, ow ow
—I N_ou+N ov+ =+ +N,—+N_ — |ow
o Y ox dy " dy Y ox

(12)
_Myaﬂ_Mxyaﬂ} “
dy ox |
- (Nx+—jéu+Nndz+ J *p—2 4N, ow N, ow ow
0 i X dy ox dy
— I — Adw|
-|M _- dy=0
( ' )ax 7 L)y
onde
N =2 Na +Nna—w L Nna—w N2 (13)
ox\ " ox dy ay ox " dy
Se a placa tem todas as bordas simplesmente apoiadas,
W:MX-F%:O em x=0,a
(14)
w:M},:O em y=0,b.

Portanto, todos os termos de contorno em (12) que envolvem ow e suas derivadas sdo nulos.
A arbitrariedade e independéncia de du,dv,ow no dominio e Au,&» no contorno da

expressao resultante permite que se escreva, com base no lema fundamental do célculo
variacional,
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ON +8ny 0o
ox dy
ON, ON,
R I Y (15)
ox dy
2 o’M a M,
oM + 2 ~+N(w)=0

no dominio, e

(16)
N,=0 N_ =0 em y=0,b.

Xy

As expressoes (15) sdo as equagdes de equilibrio para pontos no interior da placa.

Vamos supor que os refor¢adores e o revestimento sejam de um material com médulo de
Young E e coeficiente de Poisson v. As equagdes constitutivas de um reforcador sdo dadas
por

2 2 2 2
N, = 0,dA= [ Ee.dA= j wl_ a—dA E %+1(a—wj EAza—
8x 2 8x ox* ox 2\ ox ox*

1(ow) o*w du 1fow) | -9%w
M, dA=|Ee zdA= — | —z— |zdA=EAZ7| — EI—17
IO_Z '[ ¢ '[ ES 2(8}6) Zax }Z Z{Bx-'- (axj} 82( )
206 o’w
M =GJ—=GJ
ox oxdy

onde Az= deA; 7z € a distncia do centréide de um reforcador a superficie média do

revestimento; [ = J.Azsz ¢ o momento de inércia de um reforcador em relacio a superficie

média. O moédulo de cisalhamento G =E/2(1+V) e

1 192h b 1 3zb
J=—41- 2| tgh| —= |+ tgh 2 | |thib, (18)
3 pa b, 2h, ) 243 2h,
se b, >h, (Timoshenko e Goodier, 1970).

Considerando as equagOes constitutivas de uma placa isotropica (Reddy, 1999) e as
defini¢des (10), podemos escrever para a placa equivalente
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a_” l(a_wjz 2w
Nx le Alz 0 ax 2 ax 2 Eu 00 axz
dv 1(ow 2w
N, =14, A, 0 —+—| — + 0 0 0 ——;
N 0 o0 A |.Y 2P 0o 0 ol ¥
. “llou ov awaw L,
dy Ox Ox dy 0xdy
(19)
a_” l(a_wjz 9w
Mx Ell 0 0 ax 2 ax 2 511 D12 0 axz
dv 1(ow 2w
M +=l0 0 0K —+—|— +| D, D 0 -
_ dy 2 dy 2 2 oy’
M, 0O 00 a_u ﬂ a_wa_w 0 0 D ) 3w
dy O0x Ox dy 0xdy
onde
— Eh EA Eh 1-v
All:l—V2+b/(I’lr+1) Azzzl_vz A, =14, A66=TA22
_ EAz
B, :;AZ (
bln, +1)
3 7 3 _
l_)n: Eh Tt bl Dzzzig D, =vD,, 566:1_VD22 +li
120-v~) bl/@m, +1) 12d-v~) 2 4blm, +1)
20)

E oportuno a introdugdo de alguns conceitos da teoria da estabilidade (Thompson e Hunt,
1973; Brush e Almroth, 1975). Considere uma estrutura sujeita a um carregamento que cresce
a partir de zero. A curva carga-deslocamento é denominada ftrajetoria de equilibrio.
Dependendo da geometria, material, carregamento, etc., a estrutura poderd apresentar mais de
uma trajetoria. Para cada uma delas, a estrutura se deforma segundo uma certa configuragdo de
equilibrio. O fendmeno da perda de estabilidade do equilibrio, que poderd ocorrer em algum
ponto de uma trajetdria, é conhecido por flambagem. O ponto onde duas ou mais trajetorias se
cruzam € um ponto de bifurcacdo. Neste ponto critico a estrutura obrigatoriamente flamba,
podendo também flambar num outro denominado ponto limite. A Figura 3 esboca a curva
carga-deslocamento de uma estrutura que apresenta duas trajetdrias de equilibrio. O equilibrio
¢ estdvel onde as linhas sdo cheias e instdvel onde sao tracejadas.
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carga

_ trajetéria primaria
_ -
-~
-

ponto de bifurcagéo

N\
N
N

N trajetdria secundaria

deslocamento

Figura 3: Trajetérias de equilibrio

Para investigar a possivel existéncia de um ponto de bifurcacdo, vamos identificar as
configuracdes de equilibrio correspondentes a duas das trajetérias que 1d se cruzam pelos
campos de deslocamento u,,v,,w, € u,v,w. O campo com o indice 0 representard a

configuracdo da trajetéria primdria, que passa pelo origem. Para determinar o ponto de
bifurcacdo por meio de um problema linear, limitemos a trajetéria secunddria em torno desse
ponto escrevendo

u=1u,+u, V=v,+V, w=w, +w, (21)

Os pequenos deslocamentos adicionais u,,v,,w, provocam o desvio brusco da trajetoria
primdria para a secundaria. Nesta segunda trajetoria

N, =N, +AN, N, =N, +AN, N, =N_ +AN_
(22)
M, =M +AM M, =M ,+AM M, =M_,+AM
onde AZVX,ANy,... decorrem de u,,v,,w,.

Vamos supor que na trajetoria primdria a placa mantém-se plana (w, =0). Substituindo

(21) em (19), lembrando que w, =0, identificamos

— — du dv

N, =4, axO+A128_;

— —|aw 1fowY d 1w | = w

AN, = A, a—xl+5(a—xlj +A, g”ra(jj - By, ale (23)
— — du v, — w

N, =Alla_);+Alza_;_Bll axgl-

Como u,,v,,w, sdo pequenas quantidades, podemos substituir AN, pelasua parcela N

linear em u,,v,,w,. Procedendo de maneira andloga para os demais esforcos, tem-se de (15)
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oN . oN, s ON s oN,,
ox dy ox dy

SR LRI LT A (24)

onde
2
Nxo:Au auo""Alz% le :Zu aul +Alzal_E“aV‘2’1
ox dy ox dy ox
ou v ou Jdv
N)O_Alza_xo"' 228_0 Nyl_A1za_xl+Azza_yl
ou, Ov ou, v
nyo = Asé(a_yo a):j nyl = Aé{a_yl axlj os)
— — du —  — du o*w *w
Mxo:Bu_O MxlzBu_l_Du—zl Dlz—zl
X o ox dy
o*w o w
M, =0 M, =-D, ale D,, ay;
— — — w
X0 =0 Mxyl 2D, ﬁ
e
N(wl):i NxO%+N 0% + 9 Nx0%+NO% . (26)
ox ox PPy ) ooyl YU ox " dy

As equagdes de equilibrio (24) na trajetéria primadria sao obtidas removendo os termos com
indice 1. Considerando (25), tem-se

— 0%u d%u 9%y
11 ax20 + Ag ayzo +(A12 +A66)axa; =0
d’u 9%y 9%
(A12 + Asé)axa; + Ags ax20 + Ay ay20 =0 (27)
B M =0.
"oy

A solucdo das duas primeiras equacgdes (27), sob as condi¢cdes de contorno (16), ja é
classica (Timoshenko e Gere, 1961). Dessa solugao
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N,=—— N,=N,,=0. (28)

Substituindo (28) em (25),

ou, A, P v, A, du,
oo 2 Do LT (29)
ox AA,—-A, Db dy A,, ox

A terceira equacdo (27) é identicamente satisfeita pois du,/dx independe de x e y.
Como

— du A,B, P

M, =B,—"=="2"0——, (30)
ox  AA,-A, b

vemos que o momento constante M , € conseguido aplicando a carga P/b com

excentricidade

Ve ApB, _ (n,+DAZ
A, A, —AL  bh+(n, +1)A G1)

que coincide com o centro geométrico da se¢do transversal da placa. Segundo a Figura 2 e o
sistema de coordenadas xyz adotado, e € negativo porque z ¢é também negativo. A rigor, se
a carga nao for assim aplicada a componente w, ndo serd nula na trajetéria primdria. A forca

cortante € nula pois

M, oM
0,= Tt g, =T T (2)

Como os termos com indice 0 se anulam em (24), na trajetdria secundéria as equacdes de
equilibrio (24) contém apenas os termos com indice 1 no ponto de bifurca¢do. Considerando
(25), (26) e (28), tem-se

— d%u 0%u v, — J’w
11 ale + Ag ayzl +(A12 +A66)axa;_Bll ax3l =0

0’u 0%y 9%y
(AIZ +A66)axa; + Ags ale +Ay, ayzl =0

— 9'u, — 9'w =\ o*'w o'w, P 9*w
11 ax31 -Dy, ax41 _2(D12 +2D66/axza;2 —Up ay41 _; ale =0.

(33)

Em vista das condicdes de contorno (14), (16) e da solucdo da trajetéria primaria, a solucao de
(33) devera satisfazer
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w=N,=N,=M,=0 em y=0,0b.

(34)
As condigdes (34) sdo satisfeitas pelas expansoes
ZZU co y
m=1 n=1 b
=22V "”y
m=1 n=l1 b
=W o
m=1 n=1 b (35)

onde U, ,V e W sdo coeficientes a serem determinados de forma que as equagdes (33)
sejam satlsfeltas. Observe que N

a b
jo N dx = jo N
(35) em (33)

o1 ¢ anula nas bordas apenas no sentido médio

wdy=0. Definindo @, =mzx/a e B, =nz/b, tem-se da substituicio de
ZZ[_ (leali +1466ﬂ2 )U (AIZ +A66)a ﬂnvm +B amen ]Cosamxsenﬂny = 0

ii[_ (Al2 + A66)amﬂnUmn - A am‘/mn - A22ﬂjvmn ]SenamXCOSﬂny = 0

m=1 n=1

e~ — — P
ZZ{BI 10{ U,.— |:D1 10{:1 + 2(D12 +2Dg )aliﬂnz + Dzzﬂ: - ; azi :|Wmn}senam'xsenlgny =0.
(36

As equacdes se verificam em todos os pontos do dominio O0<x<a e 0< y<b, para cada
valorde m e n, se

(Z“Oli + 1466ﬁn2 )Umn + (AIZ + A66 )amﬁnvmn - Ellargnwmn = 0

(AIZ + A66)amﬂnUmn +( a + AZZﬁ ) mn (37)

mn

-B,a U, +[D o) +2(D +2D66)a B+D,B! —%a }W =0
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ou
¢, C, Cis U,. 0
C, C, 0 Vin ¢ =105 (38)
C, 0 Cu——a|Wul 0
onde
C, = Zna,i +A66ﬁnz Cp, = (A12 + Ags )amﬂn
Cp, = _Ellai Cy = A66a1121 +A, 112 (39)

Cy = 511“31 +2(D12 +2566)a1121ﬁr12 +D22:B: .

Aeliminacdode U, 6 e V _ dasequagdes (38) resulta

C.C P
(CB -2 ——a, ]W =0. (40)
C11C22 - C12 b

Para a solugdo ndo trivial W, # 0, devemos impor

P 1 Cc.C
_:_Z(CBS_%]_ (41)
b a, C11C22 - C12

A carga critica de flambagem corresponde ao par m, n que fornece o menor valor de P
acima.

3 MODELO NUMERICO

Os modelos numéricos foram preparados com base no método dos elementos finitos e
foram processados, integralmente, no software comercial Nastran for Windows 2003 (Nastran,
2003).

3.1 Modelos analisados

Todos os modelos t€m como base o painel integral reforcado longitudinalmente da
Figura 2, simplesmente apoiado e submetido a uma carga axial de compressao. O painel é
um quadrado de 500 mm x 500 mm, testado com diferentes nimeros de reforcadores
dispostos de forma igualmente espagada. Os seguintes parametros sao utilizados:

a=b=500mm h =5mm
b, =22mm h, =6mm
E = 7308 daN/mm? v =0,33
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O parametro b; (espacamento entre refor¢adores) varia em funcido do nimero de reforgadores.
As principais caracteristicas dos diversos modelos testados sdo explicadas a seguir.

Revestimento modelado com 0 QUAD4 e reforcadores com o BAR

A montagem dos modelos numéricos consiste nas seguintes fases, listados em ordem de
acontecimento: defini¢cdo dos materiais, escolha dos tipos de elementos finitos, montagem da
geometria, preparagdo da malha, definicdo das condi¢des de contorno e aplicacio do
carregamento.

Os componentes estruturais sdo o revestimento e os reforcadores. O material utilizado € o
mesmo em ambos, conforme propriedades j4 descritas anteriormente.

A escolha dos tipos de elementos finitos a serem utilizados na preparagdo dos modelos
depende, principalmente, das caracteristicas da geometria e das consideragdes a serem feitas na
representacdo do painel. Desta maneira, observando as caracteristicas do painel, serdo
utilizados dois tipos de elementos: o elemento quadrilateral de placa, denominado QUADA4,
para discretizar o revestimento e o elemento unidimensional de barra, denominado BAR, para
discretizar os refor¢adores. Devem ser adotados os devidos cuidados relativos ao acoplamento
dos graus de liberdade na intersecdo dos dois tipos de elementos, uma vez que o revestimento
e os reforcadores sdo integrados.

E importante salientar que por ndo aplicar nenhum offset aos reforcadores, o modelo é mais
apropriado para a placa com reforcadores simetricamente dispostos em relagdo ao
revestimento, como indicado na Figura 4.

| ’ |
. n 1
I T

Figura 4: Disposic¢ao dos reforcadores, caso a placa fosse simetricamente reforcada

Na defini¢cdo das condicdes de contorno, considera-se que a placa seja simplesmente
apoiada nas duas longarinas e em duas nervuras adjacentes, como indicado na Figura 5.
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restricdes nos nds dos cantos restricdes nos demais nés

3,4,5 1,2,3,4,5 3,5

-+ 3,4 3,4

3,4,5 1,3,4,5 3.5

Figura 5: Condic¢des de contorno impostas ao modelo

Finalmente, é aplicada uma carga axial de compressio de 1000 daN nas bordas
perpendiculares aos reforcadores. O modelo pode ser visualizado na Figura 6.

Figura 6: Modelo com o revestimento discretizado pelo QUAD4 e refor¢adores pelo BAR

Revestimento e reforcadores modelados com 0 QUAD4

A montagem deste modelo tem a mesma sequéncia do modelo anterior, porém apresentam
algumas diferencas importantes que serdo explicadas a seguir.

Na escolha dos tipos de elementos finitos, optou-se por utilizar somente o elemento
QUADA4, inclusive na discretizacdo dos reforcadores. O objetivo € ter um modelo melhorado
em relacdo ao anterior.

Na andlise linear de flambagem deve-se impor a restri¢do de a placa permanecer plana antes
de flambar, caso contrdrio a carga critica a ser determinada poderd ser completamente ilusoria.
A maneira encontrada para satisfazer esta condi¢do foi alterar a forma de aplicacdo da carga.
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Foram selecionados os ndés de uma das bordas (x=0) da placa, perpendicular aos
reforcadores, e aplicado um deslocamento unitdrio uniforme. Fez-se, em seguida, uma anélise
linear estdtica para se obter as reacdes ao deslocamento. Essas rea¢des nodais sdo utilizadas
como a carga axial de compressao na andlise linear de flambagem, tendo-se assim a garantia
de que o painel se manterd plano antes de flambar. A carga critica P de flambagem ¢é
encontrada multiplicando-se a soma das reacdes nodais aplicadas pelo autovalor
correspondente a flambagem global da placa.

As condicOes de contorno na andlise linear de flambagem sdo as mesmas indicadas na
Figura 5. Na anélise estdtica, a tinica mudanga € a inclusdo da restri¢@o a translagao na direcao
x dos nés das duas bordas perpendiculares aos reforgadores, inclusive dos nés dos proprios
refor¢adores. O modelo € apresentado na Figura 7.

Figura 7: Modelo com o revestimento e refor¢adores discretizados pelo QUAD4

Modelos descartados

A partir do modelo com o revestimento discretizado com o QUAD4 e os reforcadores com
o BAR, seria coerente analisar um modelo com refor¢cadores discretizados pelo BAR, mas
aplicando offset de modo a transladar os elementos BAR para o centréide dos reforcadores.
Seria um modelo aparentemente mais realistico.

Porém, devido a excentricidade dos refor¢adores, ndo se conseguiu identificar um padrao de
carregamento que mantivesse a placa plana antes de flambar. A Figura 8§ mostra um modelo
com offset fletido, antes mesmo da andlise linear de flambagem, apds aplicar uma carga
uniformemente distribuida nas bordas do revestimento perpendiculares aos reforcadores. E um
comportamento que mostra que o modelo com o carregamento diretamente aplicado é
incompativel para a andlise.
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Figura 8: Modelo apresentando flexdo antes de flambar

O mesmo modelo foi também analisado aplicando-se inicialmente um deslocamento
unitdrio uniforme e, apos realizada a andlise estética, as reacdes ao deslocamento nas bordas
perpendiculares aos reforcadores foram utilizadas como padrdo de distribui¢do da carga para a
andlise linear de flambagem. Com este procedimento, ji descrito anteriormente, a placa
também flete, nos moldes da Figura 8, antes da andlise linear de flambagem. Uma outra
tentativa que fracassou por motivo andlogo consistiu na aplicagdo direta da carga e de um
momento distribuidos, com o intuito de considerar a excentricidade entre o ponto de aplicagao
da carga axial e o centro de gravidade da secdo transversal do modelo.

3.2 Analise da malha

A defini¢cdo da malha de elementos finitos € parte essencial da andlise, na qual a geometria
¢ modelada com os elementos finitos previamente escolhidos. Além disso, devido a
necessidade de precisdo nos resultados, é necessdrio obter uma razao eficiente entre qualidade
dos resultados e economia computacional, principalmente no que se refere a tempo de
processamento.

Neste trabalho, foram construidos modelos com diferentes graus de refinamento da malha,
sempre coincidindo os nds da malha de elementos QUAD4 usada no revestimento com os nds
longitudinais da malha de elementos BAR ou QUAD4 usada nos refor¢adores. Os autovalores
encontrados na andlise linear de flambagem foram avaliados e decidiu-se, entdo, discretizar o
revestimento com uma malha de 32 x 32 elementos. Os reforcadores foram também
discretizados com 32 elementos na dire¢do longitudinal e com 2 elementos na dire¢dao
transversal, quando utilizado o QUAD4. Adotando essa malha, os resultados encontrados
podem ser considerados convergidos.
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3.3 Mudanca de teoria

O Nastran utiliza como padrdo para a solu¢do numérica de placas a teoria de Reissner-
Mindlin, enquanto que para as vigas € utilizada a teoria de Timoshenko.

Com o intuito de adequar o modelo numérico a solu¢do analitica e buscando uma maior
consisténcia nos resultados, alterou-se o padrao do Nastran para considerar a teoria de placas
de Kirchhoff e a teoria de vigas de Euler-Bernoulli. No caso da placa, esta mudanga de teoria é
realizada ignorando-se o cisalhamento transversal. J4 para os reforcadores, a mudanca de
teoria ¢ feita considerando a drea de cisalhamento da se¢do transversal tendendo a infinito.

4 RESULTADOS

A Tabela 1 contém os resultados obtidos para quatro placas com diferentes nimeros de
reforcadores. As placas sdo todas de aluminio AL7050 T7451 (Especificacio AMS-4050):

E =7308 daN/mm”* v =0,33. (42)

A tabela especifica quando a teoria de Reissner-Mindlin ou Kirchhoff € utilizada com o
elemento QUAD4, ou quando a teoria de Timoshenko ou Euler-Bernoulli € utilizada com o
elemento BAR. A coluna “modelo analitico” contém os resultados obtidos pela expressao
proposta (41) considerando que a placa seja simetricamente reforcada (Figura 4) ou
assimetricamente refor¢ada (Figura 2).

Se a placa € simetricamente reforcada (z =0 ), a expressao (41) reduz-se a

P_Cy
b o

m

(43)

Na avaliagio de C,, acima lembrar que o momento de inérica I = h,b; /12 refere-se ao

centréide do reforgador.
Se a placa € assimetricamente reforcada, tem-se que
3
z= —(ﬁ+ﬁJ 1= %wzhzzz. (44)
2 2 12

Para uma placa com um dado nimero de refor¢adores, buscou-se com o modelo analitico o
par m,n (nimero de meias ondas nas direcoes de x e y, respectivamente) que
correspondesse a menor carga. Em todos os resultados listados na Tabela 1 m=n=1. O
modelo de elementos finitos confirma esses resultados.

Devemos chamar a atencdo que na preparagdo do modelo de elementos finitos, no qual toda
a placa foi discretizada com o QUADA4, a altura b, do reforcador ficou efetivamente igual a
19,5mm. E essa dimensdo que é considerada no modelo analitico da placa assimetricamente
reforgada.

O modo de flambagem global obtido para a placa com 7 refor¢adores, onde o revestimento
¢ discretizado pelo QUAD4 usando a teoria de Reissner-Mindlin e os refor¢adores pelo BAR
usando a teoria de Timoshenko, € apresentado na Figura 9. A carga de flambagem
correspondente a esse modo é P/1000=19,50. Se a teoria que descreve o QUAD4 ou BAR
for alterada, modos de flambagem semelhantes resultam independentemente do nimero de
reforcadores.
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Figura 9: Modo de flambagem global da placa com 7 reforcadores, onde o revestimento é discretizado pelo
QUAD4 (teoria de Reissner Mindlin) e os reforcadores pelo BAR (teoria de Timoshenko) ( P /1000 =19,50)

Se toda a placa for discretizada pelo QUAD4 usando a teoria de Kirchhoff, obtém-se o
modo de flambagem global indicado na Figura 10 para a placa com 7 reforcadores. A carga de
flambagem correspondente a esse modo € P /1000 =43,62. Se a teoria de Reissner-Mindlin

for utilizada, os modos de flambagem continuam semelhantes independentemente do nimero
de reforcadores.

Figura 10: Modo de flambagem global da placa com 7 reforcadores, discretizada pelo QUAD4 usando a teoria de
Kirchhoff ( P /1000 = 43,62)
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Tabela 1.

Valores criticos de P /1000

00 de QUAD4 + BAR (simétrica) QUAD4 (assimétrica) modelo analitico
reforcadores
R-M* + T K** + E-B"" R-M* K** simétrica assimétrica
3 12,85 12,89% (12,59%%) 30,34 (29,59) 30,40 (29,65) 13.46 2889
9 9 9 9 9 bl 9 (4’4%) (_2’6%)

20,17 N 46,70
7 19,50 19,56 (19,14) 45,37 (43,50) 45,49 (43,62) (3.1%) Q (7.1%)

33,60 74,51
15 32,87 32,99 (32,35) 74,37 (70,64) 74,66 (70,93) (1.8%) (5.0%)

60,45 114,48
31 59,54 59,78 (58,94) 118,92 (112,23) 119,58 (112,87) (1.1%) (1.4%)

JUAD4 com a teoria de placas de Reissner-Mindlin
JUAD4 com a teoria de placas de Kirchhoff

BAR com a teoria de vigas de Timoshenko

3AR com a teoria de vigas de Euler-Bernoulli
carregamento aplicado diretamente no revestimento

carregamento aplicado por meio do deslocamento unitario
rro em relacdo a coluna QUAD4 + BAR / K + E-B (valores fora dos parénteses)
erro em relac@o a coluna QUADA4 / K (valores dentro dos parénteses)
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5 CONCLUSAO

O erro cometido pelo modelo analitico da placa simetricamente reforcada diminui com o
aumento do nimero de refor¢cadores. Comportamento semelhante é observado para a placa
assimetricamente reforcada, se o nimero de refor¢adores nao for tao reduzido. Em ambos os
casos, o0 erro esta em torno de 5% ou menos.

Devido a presenca do coeficiente de rigidez B,, na placa equivalente (modelo analitico

para a placa assimetricamente reforcada) supde-se que a carga seja aplicada com a
excentricidade (31), caso contrdrio ndo serd satisfeita a restricdo de a placa se manter plana
antes de flambar. O trabalho mostra que a carga pode ser aplicada no modelo de elementos
finitos da placa reforcada assimetricamente usando um padrdo de cargas nodais oriundo das
reacoes provocadas na borda por um deslocamento unitario induzido.

A expressdo analitica (41) proposta é simples e conduz a resultados satisfatérios para pré-
dimensionamentos. O seu uso € de custo computacional baixo, o que torna a expressao
atrativa a problemas de otimizacao por facilitar a andlise de sensibilidade.
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