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Resumo. A formulagdo do método dos elementos de contorno fundamenta-se na modelagem numérica
das equacbes integrais de contorno. No problema da elasticidade linear, as equacgdes integrais
apresentam nucleos imprdprios que dificultam sua avaliacdo analitica. Neste trabalho apresenta-se uma
estratégia numérica eficiente de regularizacdo das equagdes integrais de contorno utilizando o método
da subtracdo de singularidade. Aplica-se a subtracdo de singularidade na regularizagdo das integrais
em deslocamento e em forca de superficie aplicadas a elementos de contorno curvos de qualquer
ordem de aproximacdo. Apresentam-se o0s trechos do cédigo computacional em FORTRAN que
incorpora a subtracdo de singularidade dos ndcleos improprios das integrais de contorno e, para
validar a formulacdo, além de aplicar a técnica na solugdo de problemas cléssicos, apresenta-se um

exemplo algébrico.
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1 INTRODUCAO

Comumente os problemas de engenharia sdo representados ora por equacdes diferenciais
ora por equacdes integrais. Na maioria dos casos, as solugdes analiticas dessas equacdes ndo
sdo triviais, de modo que uma alternativa para sua resolucdo se da por meio de métodos
aproximados. O método dos elementos de contorno (MEC) se enquadra nessa categoria.

O MEC consiste na resolucdo numérica das equacdes integrais, algebrizadas por meio de
entes matematicos discretos denominados elementos de contorno.

Existem, na literatura, estratégias numéricas para se evitar o calculo de integrais
improprias, como o0 uso de pontos de colocacdo exteriores o a aplicacdo direta do movimento
de corpo rigido para se recuperar 0s termos ndo integrados. Entretanto, para aplicagcdes mais
complexas, como a modelagem de fraturas, por exemplo, as integrais improprias sdo
necessariamente realizadas. Neste texto aborda-se de forma geral a equacéo integral do MEC
para problemas da elasticidade linear, cujo ndcleo é impréprio, ou seja, ocorre singularidade
algébrica.

Diversos trabalhos da literatura abordam este tema como, por exemplo, Aliabadi (2002),
Aliabadi e Hall (1989), Guiggiani e Casalini (1987), Mukherjee (2000) e Sladek e Sladek
(1998). Entretanto, a linguagem matematica aplicada e a falta de uma interpretacao
geométrica para o problema dificultam seu entendimento e generalizacdo. A abordagem
apresentada neste trabalho proporciona facil entendimento da técnica empregada e abre a
possibilidade de generalizacdes simples para diversos problemas.

Divide-se 0 texto em seis itens nos quais se apresentam, respectivamente, uma breve
introducdo acerca do que sera tratado no texto. Os tipos de equacdes integrais singulares
estudadas e a proposta de nomenclatura para cada uma delas. A interpretacdo geometrica do
método da subtracdo de singularidade aplicada a elementos curvos de ordem qualquer e sua
aplicacdo. O trecho do codigo computacional em FORTRAN que realiza tal operagéo.
Exemplos para a validacdo do método, com destaque para a sua interpretacdo geometrica,
além das aplicacdes na elasticidade linear. Por fim, as conclusdes obtidas com o trabalho.

2 EQUACOES INTEGRAIS SINGULARES

Em se tratando do MEC bidimensional e se admitindo as hipoteses de que o meio seja
homogéneo e isotropico e ainda apresente comportamento elastico linear, a formulacdo direta
do MEC pode ser obtida de duas maneiras principais. A primeira utiliza diretamente a
Identidade Somigliana, onde o deslocamento associado a um ponto de colocacéo é calculado.
A outra utiliza equacdo semelhante a identidade Somigliana, porém o ente calculado agora é a
forca de superficie associada a um ponto de colocacdo. Neste trabalho chama-se a primeira
forma de Equacdo integral singular dos deslocamentos e a segunda de equacdo integral
singular das forgas de superficie Kzam (2009). Em ambas as formulagdes, o caso singular

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXIX, pags. 1081-1103 (2010) 1083

ocorre quando o ponto de colocagéo, ou ponto fonte, situa-se sobre o contorno do problema.
Para o caso discreto, onde a fronteira do dominio é descrita pelos elementos de contorno, a
singularidade da equacéo integral ocorre quando o ponto fonte situa-se sobre o elemento no
qual se efetua a integracéo.

Estas equacOes poderiam ser simplesmente apresentadas diretamente como na maioria dos
textos em elementos de contorno, porém pretende-se aqui dar uma maior énfase na sua
determinacdo. No que segue, apresentam-se as equacdes integrais singulares dos
deslocamentos e das forcas de superficie, juntamente com suas respectivas formas
algebrizadas.

2.1 Equacéo integral singular dos deslocamentos

A partir de um dominio Q definido por um contorno I" no qual se desenvolvem estados
de deslocamentos, tensdes e deformacOes, € possivel se obter a seguinte representacdo
integral que caracteriza os deslocamentos dos pontos no interior, na auséncia de forcas de
dominio.

ui(X'):IUJ(X',x)tj(x)dF—_[Ti;(X',x)uj(x)dF. 1)
r r

Seu uso permite determinar os deslocamentos de pontos do dominio a partir de valores dos
deslocamentos e forcas de superficie no contorno. A equacao acima, usualmente chamada de
Identidade Somigliana, Venturini (1988), é o ponto de partida para a obtencdo das equacdes
integrais singulares de contorno.

O problema singular fica entdo definido quando, ao invés de um ponto do dominio,
pretende-se reescrever para um ponto pertencente ao contorno. Para se realizar o

equacionamento do problema singular é necessario se adicionar uma regido complementar ao
dominio Q, chamada Q;, conforme ilustrado na Figura 1.

Figura 1: Ponto fonte no contorno, problema singular.

Procedendo-se dessa forma € possivel caracterizar o ponto fonte como um ponto interno,
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ao novo dominio Q=Q+Q;, com contorno T =(I'~I,)+T". Na situagéo limite quando

& — 0 é possivel identificar que X'— X', restaurando o dominio e o contorno original do
problema, visto que Q >Q e T —>T.
Aplicando-se a condicdo limite sobre a Eq. (1), suas parcelas podem ser escritas como,
ui(x'):lgigg J' U;(x',x)tj(x)dl"jt!gimJ'Ui’;(x’,x)tj(x)dl“
i - @
—lim | T, (X, x)u;(x)dT =lim | T/ (x',x)u; (x)dT.

-0 -0
r-r; rs

Calculando-se os limites na Eq. (2), verifica-se que a integral contendo o deslocamento
sobre o contorno T"}, apresenta um valor ndo nulo. As demais integrais sobre o dominio Q. e

o contorno I} s&o limitadas e nulas.
Os limites das integrais sobre o contorno I'-I", quando & — 0 corresponde ao proprio

valor da integral avaliado em I', sendo fundamental observar que as integrais que contém em
seu ntcleo o termo r™* devem ser avaliadas no sentido do valor principal de Cauchy.

A parcela limite ndo nula sobre o contorno I'] é feita admitindo-se que os deslocamentos
sobre o contorno dos problemas estudados atendem a condicdo de continuidade de Holder,
i.e.,

‘uj(x)—uj(x’)‘skr(jx,),com k>0eO<a<l. (3)

Desta forma, € possivel subtrair e somar o deslocamento (valor constante) calculado sobre
o ponto X' no ultimo termo da Eq. (2), como:

lim Ti;(x’,x)uj(x)dl“:lgim Ti;(x’,x)[uj(x)—uj(x')]dl‘+uj(x’)lgigg T, (X', x)dT. (4)
r r r

& &

Devido aos requisitos de continuidade, a primeira parcela da Eq. (4) se anula e a segunda
sera dada por,

u, ()l [ 15 (¢, )T = a (x)u, (). ®)

1 - <
Com %—(X')=—E5i,—(x') para contorno que possuam uma unica tangente. A equagdo
integral dos deslocamentos com 0s pontos fontes no contorno passa a ser,

C; (X)y, (x')+]r['l'ij*(x', X)u; (x)dI" = }[UJ (X', x)t; (x)dT. (6)

"N _ ’ ’ - ~ = .
Com C; (x') =6 (X')+a; (X), o termo livre da equagéo integral singular.

Para se efetuar a solugdo numérica da Eq. (6) aplicam-se a divisdo do contorno em um
numero discreto de elementos de contorno curvos ou retos. Este processo € chamado de

discretizacdo da equacdo integral. Chama-se a expressao final deste processo de forma
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discreta da equacéo integral, ou seja:

%ui (x’)+3[Tij*(x', x)u; (x)dT, = JUJ(X', x)t; (x)dT, (7)

T

n

Uma maneira geral de se representar tanto a geometria do problema quanto as variaveis
associadas ao contorno, é a utilizacdo de n6s por meio dos quais se parametrizam as referidas
grandezas. A representacdo mais comum é quando se aplicam as mesmas funcbes de
interpolacdo para todas as grandezas, denominada formulacdo isoparamétrica. Com essa
representacdo, os deslocamentos, as forcas de superficie e a geometria do problema ficam
assim definidas,

U= ()
t,=¢ (&)L (8)
X, =¢(£)x

Para tornar a abordagem numérica mais ampla de modo que se permita a utilizacdo de
elementos curvos de ordem qualquer, utiliza-se como funcdo aproximadora os polindmios de
Lagrange, definidos da seguinte forma,

4 (6)= [T == ©

A forma algébrica da Eq. (7), apds a devida substituicdo das variaveis e da geometria pelos
polindmios de Lagrange e seus parametros, além da transformagdo do espago I', para um

espaco adimensional & e [—1, +1] , pode ser escrita como,

1 k kim, /Im kimgIm
Eu‘ +Tuy =Ugt, (10)

Sendo, U™ = [ 4, (£)U5 (X, x)3, (£)d& e Ty = [ 4, (£)T; (x.x)3, (£)de.

-1
onde k representa o ponto fonte gerador da equacdo, | é o elemento de contorno m € ponto
nodal associado ao parametro de campo (aparece na funcdo de forma que esta sendo
integrada).

2.2 Equacdo integral singular das forcas de superficie

A equacdo integral apresentada no item anterior ndo € a Unica que pode resultar no método
dos elementos de contorno para a solucdo de problemas elasticos bidimensionais. A outra
opcao é a representacdo integral singular da equacéo das forcas de superficie. Esta é obtida de
maneira analoga a equacao dos deslocamentos, porém, deve-se partir da equacéo integral do
campo de tensdes no interior do dominio. Na auséncia de forcas de dominio as tensbes
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internas sao escritas como,

o (X')= JDk,J(X X)t, (x)dT - ISk,J(X X)u, (x)dr. (11)
r r
Da analise limite sobre as parcelas da Eq. (11), segundo o procedimento ilustrado na Fig.
1, resultam dois termos que devem ser resolvidos. O primeiro deles é o seguinte,

lim | D (X', x)t, (x)dT (12)

-0
r;

Como o nlcleo Dy; possui singularidade 1/r a regularizagdo ocorre ao se somar e subtrair

o valor da forca de superficie (constante) no ponto x' relativo ao primeiro termo da série de
Taylor em torno do ponto singular. Procedendo-se a regularizacdo da Eq. (12) fica,

lim | Dy (%', x )t (¥) =t (X) JdT +t, ( (x)lim | Dy (x',x)dT (13)
r r:

O limite so existira se as forcas de superficie forem de classe C** e atendam a condigio
de continuidade de Holder para [t, (x)—t, (X')|< kr ) tal como estabelecida no item anterior.

A primeira parcela do limite serd nula, enquanto que a segunda parcela apresenta um fator
dependente apenas das propriedades elasticas do material e do sistema de coordenada
adotado, escrita como,

t (x)lim | Dy (X, x)dI" = B (X)t (X') (14)

-0
r+

O segundo termo advém da parcela,
lim Sku(x x)u, (x)dI’ (15)

&0

&

Como a ordem de singularidade doe termo S;; € 1/r? a regularizacdo ndo fica completa

com a adicéo e subtracdo do valor constante, pois sobraria um termo de ordem 1/r na parcela
supostamente regularizada. O procedimento de regularizacdo desse limite necessita, portanto,
da adicéo aos deslocamentos, dos dois primeiros termos da série de Taylor em torno do ponto
singular. Nesse caso deve-se assumir que os deslocamentos e suas primeiras derivadas sejam
de classe C*“ tal que obedecam ao seguinte critério de continuidade de Hélder,

X = Xo| " (16)

‘uk (X) = U (X) = Uy (XY (X =X} )[ <
Adicionando os dois termos da série ao limite dado em (15) implica,

lim | Sg (X', x)u, (x)dT =lim | Sg (X, %)[ u (X) = (X) =y, (X) (X, = X;,) |dT

&—0 £—0
r: r!

: : (17)
+1im | S (X, x)u, (x )dF+I|m S (X' X Uy (X) (X, =7, )dT.

e—0
e rr
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Neste ponto, € interessante destacar que a segunda parcela do lado direito da Eq. (17) s6
tera sentido quando avaliada conjuntamente com lim j Sgi (X', x)u, (x)dT. Isso ocorre

devido a presenca da singularidade resultante do limite,

lim | Sy (X', x)u, (x")dI =u, (x)lim

-0 £—0

r &

(S w5

Ja a soma dos dois termos tera sentido quando avaliada segundo o conceito de parte finita
de Hadamard, o que resulta na seguinte integral,
. SkIJ (X X * '
Iélgg J. Sklj X X) ( )dF+u ( )T =j£5kij(x'x)uk(x)dr (19)
r
A Ultima parcela da Eq. (17) € limitada e resulta em um termo dependente somente das

propriedades elasticas do material e do sistema de coordenadas adotado. A avaliacdo do limite
dessa parcela resulta,

lim | Sy (X' ) Uy (%) (% = X0 ) AT = Fii (X YUy (X). (20)

-0
FE

Os demais limites oriundos da Eq. (11) sobre o contorno I'—I", correspondem ao limite

sobre o proprio contorno T" e devem ser tomados segundo o conceito do valor principal de
Cauchy. Dessa forma, a equacdo integral resultante, para os pontos fonte no contorno, passa a
ser assim escrita,

73 (X)=[ B (<)t (€)= 1igm (XY (X) ] = D (X )t (X) AT~ 85 (X, x)uy (x) T (21)

r r
Sendo o (x’)—[ﬂkij(x’)tk(X')—}/kijm(x')uk,m(x’)]:%aﬂ(x') para contorno suave. Pela
lei de Cauchy, t;(x)=o; (X')n; (x'), basta multiplicar a Eq. (21) pela normal avaliada sobre

0 ponto fonte, para se obter a equacao integral das forgas de superficie,
1
2t1( ) {Dklj X X) ( )dr n; ( ):I:Sku(x X)U (X)dr (22)

r

A forma algebrizada dessa equacao seré obtida da mesma forma como realizado para a Eq.

(7), admitindo-se as mesmas aproximacOes apresentadas nas Eq. (8), para o espaco
adimensional & e[-1,+1]. Logo, a Eq. (22) sera escrita como,

l mygim m,,Im
Etf = D" —SE"u, (23)

Sendo Dk‘j’"“:]'l¢m(§)D:j(xp,x)Jl(§)d§, com Dy (x?,x)=n(x)Dg(x,x) e
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SP™ = [ 4,(£) S5 (x%,x) 3, (£)d& com Sy (xP,x)=n, (x') Sz (X, x).

2.3 Comentarios

Neste ponto cabe ressaltar que se distinguem aqui as equacgdes integrais em apenas dois
tipos, sejam eles: equacgdes singulares ou equacOes regulares. As Eq. (7) e (22) sao equacdes
singulares, pois apresentam integrais com nicleos de ordem O(Inr), O(r™*) e O(r?).

Outras equacdes singulares poderiam ser geradas, por exemplo, a partir do divergente da Eq.
(11). Neste caso surgiriam nucleos de ordem O(r‘z) e O(r® o que invalida certas

nomenclaturas que afirmam ser a Eq. (7) singular, e a Eq. (22) hipersingular. Obviamente
que, ao se adotar pontos fonte interiores ou exteriores as referidas equagfes passam a ser, do
nosso ponto de vista, regulares, independentemente da distancia do ponto fonte ao contorno
do sélido analisado.

Entende-se que a natureza da equagdo integral é determinada pelo tipo de singularidade da
solucdo fundamental e ndo pela distancia relativa do ponto fonte ao contorno, sendo essa
distancia relevante na avaliacdo numérica da qualidade da integracdo, algo que ndo deve ser
extrapolado para o titulo da equacdo integral de contorno, muitas vezes chamada
(erroneamente) de quase singular.

3 METODO DA SUBTRACAO DE SINGULARIDADE - VERSAO SIMPLIFICADA

Na literatura 0 método de subtracdo de singularidade (MSS) aplicado a elementos curvos é
usualmente descrito seguindo o formalismo apresentado no item anterior para a deducdo das
equacOes integrais. Isto leva a algumas confusdes, como, por exemplo, em Aliabadi (2002),
onde o autor propde a expansdo em série de Taylor do nicleo singular completo, incluindo
geometria do problema estudado e solugdo fundamental.

Neste item, procura se apresentar o MSS fazendo uso de um “elemento de contorno
auxiliar” ficticio, reto e tangente ao elemento de contorno curvo avaliado exatamente no
ponto fonte (singular).

O método consiste em remover a singularidade da solucdo fundamental ao se subtrair e
somar da parte singular do nucleo, um integrando com a mesma natureza singular, porém
avaliado sobre o0 ja mencionado elemento de contorno auxiliar. O elemento auxiliar serve para
substituir ou facilitar o entendimento de que apenas a geometria do problema é que precisa ser
expandida em série de Taylor.

A geometria do elemento de contorno é obtida por meio da interpolagdo polinomial dos
polindmios de Lagrange e seus respectivos valores nodais. Efetuando-se essa aproximagao
encontra-se a seguinte representacao para as coordenadas e suas respectivas derivadas,
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Xi = (£)% . X =4(£)% e (&) =X X5 (%) (24)
O elemento auxiliar, reto e tangente pelo ponto fonte (&) é representado pela seguinte
expressao:

X (&) =X (&) +% (&%) (25)

Como o elemento auxiliar é reto, este se confunde com a expansdo em série de Taylor da
geometria em torno do ponto fonte &, que seria escrita como,

Xi(ég)zxi (§O)+Xi,§ (50)&: (26)

De posse da Eq. (25) pode-se escrever, para qualquer ponto do elemento auxiliar, valores
similares aos escritos para 0s elementos curvos, usando 0s mesmos nucleos e funcdes
aproximadoras, para tanto um dos valores mais importantes é a distancia do ponto fonte ao
ponto a ser integrado (campo auxiliar). Com a ajuda da terceira das Eq. (24), escreve-se:

F(£)=3(&)E & (27)
Sendo J (50) 0 jacobiano avaliado no ponto fonte e |§ - §O| a distancia adimensional entre

0 ponto fonte e 0 ponto campo auxiliar sobre o elemento auxiliar. A interpretagdo geométrica
desse procedimento, assim como o sentido de integracdo sobre o elemento de contorno
auxiliar, pode ser visualizada na Figura 2.

Solucdo Fundamental

Elemento de Contorno Auxiliar
+1

Elemento de Contorno Curvo
Figura 2: Interpretacdo geométrica do MSS.

O procedimento do MSS se assemelha a regularizacdo efetuada sobre as integrais
singulares anteriores. Poderiamos subtrair e somar nucleo de integral completamente idéntico
para o elemento auxiliar e deixarmos a integral singular para ser completamente feita sobre
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este ultimo. Entretanto, como sobre os elementos auxiliares nem todos o0s termos seriam
singulares, dependendo do grau de aproximacgdo das varidveis, serdo subtraidos termos
seletivos, ou seja, para ndcleos que contém singularidade In(r) e 1/r subtrai-se e soma-se
apenas o termo constante (primeiro temo da serie), para ndcleos com singularidade do tipo
1/r? utilizam-se os termos constantes e lineares das funcdes de forma (polindmio de
Lagrange).

A fim de aplicar esse procedimento sobre as equacdes do MEC bidimensional elastico
linear e resolver uma série de problemas dessa natureza, emprega-se 0 MSS na regularizacéo
das equacdes algébricas do MEC como segue.

3.1 MSS para a equacao dos deslocamentos
A formulacdo dos deslocamentos apresenta integrais singulares de ordem O(In r) e

O(r’l) . Por mais que as integrais com O(In r) possam ser avaliadas por meio de quadraturas

especiais, utiliza-se o conceito de valor principal de Cauchy em sua regularizacao para tornar
0 procedimento Unico para essa formulacao.
Seja a parcela IU” (X',x)t;(x)dI" da Eq. (1). No sistema de coordenadas adimensionais
r

+1

essa parcela é dada por, t}mj'yﬁm(f)ui’;(.fo,g)\],(§)d§. Escrevendo convenientemente a

-1
solugdo fundamental como, U (&,,&)=U,In[r(&,&)]5; +U,rr; e substituindo na parcela

logo acima, encontra-se,
U, (E)n[1(£,.£)]6,9,(£)dE+ [U, 4, (&)1, (¢)de (28)

A Eq. (28) possui duas parcelas de naturezas distintas. A parcela com a constante U,
apresenta nucleo de natureza singular, a parcela com a constante U, apresenta nlcleo regular

e limitado. O primeiro termo da expansdo em série da funcdo de forma, ou seja, o valor da
mesma sobre o ponto singular é suficiente para regularizar a integral impropria da parcela
singular. Aplicando-se 0 MSS a primeira parcela da Eq. (28) resulta,

+1

[{Uig, (£)In[r(&,6)]3,(€)8; Ui (£)IN[ 3, (&)]E- &[] (&) 5 1 d&
B (29)

U (@[3 (6 )k -4[]3 () 8,06

Deve-se observar que o termo subtraido e somado esta avaliado sobre o elemento auxiliar,
tal fato € notdrio na presenca de J(&,) no lugar de J(&). A analise limite da Eqg. (29) permite

verificar que a parcela entre chaves é limitada e por isso é regular, podendo ser avaliada
numericamente. Agrupando-se todas as parcelas regulares obtém-se,
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T{Ul¢m(§)ln[r(§o,§)}1. (£)8, -Ug (&)IN[3,(&)|E-&]13, (&) 5, }dé
_l+1 (30)

+[Un (£)rr,9, (£)de.

A parcela com nucleo singular (parcela fora das chaves) presente na Eqg. (29) deve ser
avaliada no sentido do valor principal de Cauchy, como segue,

U,é, ()31 (&) 6, {VPC}. (31)

Com {VPC} =1 { j In[J,(&)e]de+ J' In[J,(&,) g]de} que resulta,

{(VPC} =(1+&)In|(1+ &) 3, (&)|+(1-&)In|(1-£) 3, (&)|-[(1+&) +(1-&)]. (32)

O procedimento descrito para a solu¢do fundamental dos deslocamentos é estendido para

as demais solugbes fundamentais que surgem nas equacdes integrais de contorno.
Seja a parcela ](Tij*(x',x)u ;(x)dI’ da Eq. (7). Escrevendo convenientemente a solugéo
r

T (x.x)
)= r(x’,x)

sistema de coordenadas globais para o sistema de coordenadas adimensionais, encontra-se,

fundamental como, Tij*(x’, X . Substituindo-a na parcela logo acima e mudando o

Im Ij §O' )
dé. 33
e () re gy d (s 39)

Nesse caso verifica-se que todas as parcelas da solucdo fundamental séo singulares, devido
o produto de T, por r. Novamente, pelo grau de singularidade, apenas o valor da fungéo de

forma no ponto fonte € necessario (primeiro temo da série). Aplicando-se o0 MSS obtém-se,

AT () T | gr sty (o) To (&)
—JI o5 d m \ 50 dé. 34
[e@ 25 @ a2y verfu@pies o

O termo subtraido parece diferente do esperado, isto ocorre, pois havia um termo
J(§0)|§—§0| no denominador referente ao raio sobre o elemento auxiliar. Da analise limite
verifica-se que basta o primeiro termo da série para regularizar a parcela entre colchetes. Essa
parcela é limitada e pode ser calculado por meio de um procedimento numérico de integracao,
por exemplo, o da quadratura de Gauss-Legendre. A parcela restante deve ser calculada
analiticamente no sentido do valor principal de Cauchy, como segue,

# (6)T; (&) {VPCH- (35)
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Com {VPC} =lim
e—0 Fod Fod

-1-& +&

- 1 +1*§01
I —de+ I —de ¢, que resulta,

{VPC} =—In[L+&|+In[1-&,). (36)

Posto as demonstracdes do MSS a todas as parcelas formulacdo em deslocamento,
apresenta-se agora 0 mesmo procedimento para a formulacdo em forca de superficie cujas
equac0es sdo bastante utilizadas em diversos problemas da engenharia.

3.2 MSS para a equacdo das forcas de superficie

Na formulacdo em forca de superficie as integrais impréprias apresentam singularidade de
ordem O(r™) e O(r?).

Inicia-se a subtracdo de singularidade avaliando-se a integral n, (*’)ID;J. (X', x)t (x)dl
Dy; (X', X)
r(x’,x)
0 sistema de referencia e substituindo a nova solucéo fundamental dentro da integral, resulta,

i Dy (&:€) Im
n, (&)h%(f)mJ.(f)df}tk - (37)

Aplicando-se 0 MSS a Eq. (37), utilizando para isso apenas o primeiro termo da série da
funcéo aproximadora, obtém-se,

da Eg. (22). A solucdo fundamental pode ser escrita como, D;j (x', x) = . Mudando

+1

D, (4:¢) HESI I D, (%)
ni(fo)_jl[;zsm(f)mm(f) () 725 foddf (&) f¢ (&) 45 @8

A integral entre os colchetes € limitada, logo € regular e por isso é avaliada numericamente
por meio da quadratura de Gauss-Legendre. A integral remanescente é avaliada
analiticamente por meio do valor principal de Cauchy, dado por,

+1-&, 1

n; (50)¢m (go)ljkij(éro) :[‘ —de (39)

-1-5
+1-&, 1
Com a seguinte integral do valor principal, I =de=Infl-&|-In[l+&).
&
-1-4
Finalmente, aplica-se 0 MSS na avaliagdo da segunda integral apresentada na Eq. (22) cuja
ordem de singularidade é igual a O(r’z).

Seja a integral n. (x’)fSIfij (x',x)u, (x)dI", na qual se faz a seguinte fatoracéo na solugéo
r

S (X' %)
2

fundamental para facilitar a analise, S, (X', x) =
p

. Substituindo-a na integral acima e
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escrevendo-a no sistema adimensional de coordenadas, tem-se,

@) fon( 22 e o (o)

Para 0 caso de integrais impréprias com singularidades de ordem O(r‘z) é necessario

considerar a expansao em série Taylor até o termo linear das fungdes de forma. Esse termo é
suficiente para que a integral seja avaliada no sentido do valor principal de Cauchy e da parte
finita de Hadamard. Expandindo em série as fungdes de forma, encontra-se,

n e [g (308 ) A Sul&) S5 (%)
.(éo)jlpm(&) P enn) MO G T ¢m,§(§O)JI(§O)|§éoddg(ﬂ)

+n. T S_I:J (50) +n ¢ S_l:u (égo)
'(§°)f¢m(§°)a.(50)(5—50)2d§ '(§°)!E¢”‘"f(‘§°)a.(§O)|§—§O|d§'

A integral entre os colchetes é regular e por isso pode ser avaliada numericamente por
meio da quadratura de Gauss-Legendre. As integrais fora dos colchetes, sdo integrais
improprias no sentido de Hadamard e Cauchy, respectivamente. Essas integrais podem ser
avaliadas analiticamente sobre o elemento auxiliar, por meio das equacoes,

(&) (6) 0 (50){1;60%%},

I(&) | D€
; (O ) lfoé (42)
S (&))" 1
0 (6) e ()" ~de .
(&) _1];05
s 1 1
Com a parte finita de Hadamard calculada como, jL —de=- - . A parcela
. 1+& 1-¢
ndo finita da primeira das Eq. (42) se anula com a Eq. (18). Para o valor principal de Cauchy,
+1-&,
tem-se —J' ldg:In}1—§0|—In|l+ &), sendo S (&) a solugdo fundamental auxiliar
&
15

avaliada no no singular.

A fim de aplicar o procedimento descrito até agora em problemas de analise de engenharia
é necessario se desenvolver algum aplicativo que incorpore essa formulacdo e execute as
rotinas necessarias para gerar resultados que permitam se proceder tal analise. A apresenta-se
um trecho do codigo escrito em FORTRAN, no qual a metodologia acima esta implementada.

4 CODIGO COMPUTACIONAL

Para padronizar a simbologia de apresentacdo do cddigo adota-se o seguinte padrdo.
InstrucBes de programacdo e fragmentos do codigo aparecem em caixa alta com fonte
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“Courier New” (8) dentro de um quadro. Quando necessario utiliza-se a coloracdo adotada
pelo compilador, por exemplo: [[TNSTRUCOES E copic

No quadro a seguir, apresentam-se as principais constantes utilizadas para auxiliar o
procedimento de subtracé@o de singularidade.

YCOSTANTES UTILIZADAS NOS KERNELS DAS MATRIZES DE INFLUENCIA “H™, "G", "S" E "D
IMODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL
MI=E/(2.0D0*(1.0DO+N1))
YESTADO PLANO DA ANALISE BIDIMENSIONAL
IF(EP=="EPT")THEN
IMODULO DE ELASTICIDADE LONGITUDINAL
E=E*((1.0D0+2.0D0*N1)/((L.0D0+N1)**2))
YCOEFICIENTE DE POISSON
NI=N1/(1.0DO+NI)
END IF )
ICONSTANTE TRIGONOMETRICA
P1=DACOS(-1.0D0)
IDELTA DE KRONECKER
KR(1,1)=1; KR(1,2)=0; KR(2,1)=0; KR(2,2)=1
YCONSTANTES UTILIZADAS NOS KERNELS DA MATRIZ DE INFLUENCIA H
H1=(1.0D0)/(4.0DO*P1*(1.0D0-NI))
H2=(1.0D0=-2.0D0*N1)/(4.0D0*P1*(1.0D0-NI))
YCONSTANTES UTILIZADAS NOS KERNELS DA MATRIZ DE INFLUENCIA G
G1=(4.0DO*NI-3.0D0)/(8.0D0*P1*M1*(1.0D0-NI))
G2=(1.0D0)/(8.0D0*PI*MI*(1.0D0O-N1))
YCONSTANTES UTILIZADAS NOS KERNELS DA MATRIZ DE INFLUENCIA S
S1=(MI*(1.0D0-2_0D0*N1))/(P1*(1.0D0-N1))
S2=(MI*N1)/(P1*(1.0D0-N1))
S3=(-4.0D0*M1)/(P1*(1.0D0-NI))
S4=S2
S5=0.5D0*S1
S6=(-MI*(1.0D0-4.0D0*N1))/(2.0D0*P1*(1.0D0-NI))
YCONSTANTES UTILIZADAS NOS KERNELS DA MATRIZ DE INFLUENCIA D
D1=(1.0D0-2.0D0*N1)/(4.0D0*P1*(1.0D0O-NI))
D2=(1.0D0)/(2.0D0*PI1*(1.0D0-NI))

No préximo quadro apresenta-se o corpo principal do programa, no qual a subtracdo de
singularidade esta implementada.

IF(SINGULAR==_TRUE.)THEN i
SELECT CASE(ID(K)) TAVALIA A NATUREZA DA EQUAGAO
CASE(0) !FORMULACAO DOS DESLOCAMENTOS
DO 1=1,2
DO J=1,2
H2x2=(F1 (M)*(((~H2/R)*DRDN*KR(1 , J))&
+((~2.0D0*H1/R)*DRDN*DR(1)*DR(J))&
+((H2/R)*(DR(1)*DN(J)-DR(I)*DN(1))))*JIC&
~FIO(M)*(1.0D0/DKS I)*(H2* (DRO(1)*DNO(J)-DRO(JI)*DNO(1))))*W(N)
G2x2=((FI (M)*G1*DLOG(R)*KR(I ,J)*IC)&
- (G1*FIO(M)*DLOG(DABS(JICO*DKS 1)) *KR(I , J)*ICO)&
+(F1(M)*G2*DR(1)*DR(JI)*IC))*W(N)
VINCIDENCIA NA MATRIZ DE INFLUENCIA
IF(1==J) THEN
SELECT CASE(I)

CASE(1)
H(2*LIN-1,2*COL-1)=H(2*LIN-1,2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-1)=G(2*LIN-1,2*COL-1)+G2x2

CASE(2)

H(2*LIN-0,2*COL-0)=H(2*LIN-0, 2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-0)=G(2*LIN-0,2*COL-0)+G2x2
END SELECT
ELSE
SELECT CASE(I)

CASE(1)
H(2*LIN-1,2*COL-0)=H(2*LIN-1,2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-0)=G(2*LIN-1,2*COL-0)+G2x2

CASE(2)

H(2*LIN-0,2*COL-1)=H(2*LIN-0, 2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-1)=G(2*LIN-0,2*COL-1)+G2x2
END SELECT
END IF
END DO
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END DO
CASE(1) 'FORMULGCAO DAS FORCAS DE SUPERFICIE
DO 0=1,2
DO 1=1,2
DO J=1,2
H2x2=(DNOC1)*FI1 (M)*(1.0D0/ (R*R))*IC*(S1*(DRDN*(DR(O)*KR (I ,J)))&
+52* (DRDN*(DR(J) *KR( 1, 0)+DR(1)*KR(J,0)))&
+53*(DRDN*(DR(1)*DR(J)*DR(0)))&
+S4*(DN(1)*DR(JI)*DR(OY+DN(I)*DR(1)*DR(0))&
+55*(2.0D0*DN(0)*DR( 1) *DR(I)+DN(I)*KR(I,0)+DN(1)*KR(J,0))&
+56* (DN(0)*KR(1,J)))&
-DNO(1)*F10(M)*(1.0D0/ (JCO*DKSI*DKS1))&
*(S4* (DNO(1)*DR0O(J)*DRO(0)+DNO(I)*DRO(1)*DRO(0))&
+S5*(2.0DO*DNO(0)*DRO(1)*DRO(JI)+DNO(I)*KR(1,0)+DNO(1)*KR(J,0))&
+56* (DNO(0)*KR(1,3)))&
-DNO(1)*DF10(M)*(1-0D0/ (JCO*DKS1))*(S4*(DNO(1)*DRO(JI)*DRO(0)+DNO(JI)*DRO(1)*DRO(0))&
+S5% (2. 0DO*DNO(0)*DRO( 1)*DRO(JI)+DNO(I)*KR(1,0)+DNOC1)*KR(J,0))&
+56* (DNO(O)*KR(1,3))))*N(N)
62x2=(DNO(1)*FI (M)*(1.0D0/R)*IC*(D1*(DR(1)*KR(J,0)+DR(I)*KR(O, 1D -DR(O)*KR(I,J))&
+D2*(DR(1)*DR(JI)*DR(0)))&
-DNOC D) *F10(M)* (1/DKS1)*(D1*(DRO(1)*KR(J, 0)+DRO(JI)*KR(O, 1D-DRO(O)*KR(I ,J))&
+D2* (DRO(1)*DRO(JI)*DRO(0))))*W(N)
VINCIDENCIA NA MATRIZ DE INFLUENCIA
SELECT CASE(0)
CASE(L)
IF(1==J) THEN
SELECT CASE(I)
CASE(1)
H(2*LIN-1,2*COL-1)=H(2*LIN-1,2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-1)=G(2*LIN-1,2*COL-1)+G2x2
CASE(2)
H(2*LIN-0,2*COL-1)=H(2*LIN-0, 2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-1)=G(2*LIN-0,2*COL-1)+G2x2
END SELECT
ELSE
SELECT CASE(I)
CASE(1)
H(2*LIN-0,2*COL-1)=H(2*LIN-0, 2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-1)=G(2*LIN-0,2*COL-1)+G2x2
CASE(2)
H(2*LIN-1,2*COL-1)=H(2*LIN-1,2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-1)=G(2*LIN-1,2*COL-1)+G2x2
END SELECT
END IF
CASE(2)
IF(1==J) THEN
SELECT CASE(I)
CASE(1)
H(2*LIN-1,2*COL-0)=H(2*LIN-1,2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-0)=G(2*LIN-1,2*COL-0)+G2x2
CASE(2)
H(2*LIN-0,2*COL-0)=H(2*LIN-0, 2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-0)=G(2*LIN-0,2*COL-0)+G2x2
END SELECT
ELSE
SELECT CASE(I)
CASE(1)
H(2*LIN-0,2*COL-0)=H(2*LIN-0, 2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-0)=G(2*LIN-0,2*COL-0)+G2x2
CASE(2)
H(2*LIN-1,2*COL-0)=H(2*LIN-1,2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-0)=G(2*LIN-1,2*COL-0)+G2x2
END SELECT
END IF
END SELECT
END DO
END DO
END DO
END SELECT i
SELECT CASE(ID(K)) 'AVALIA A NATUREZA DA EQUAGAO
CASE(0) 1FORMULACAO DOS DESLOCAMENTO
IF(KS10==+1_.0D0O) THEN
IVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ “H"
HVPC=-DLOG(2.0D0)
IVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ "G
GVPC=2.0D0*DLOG(2.0D0*JC0)-2.0D0
ELSE IF(KS10==-1_0D0)THEN
IVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ “H"
HVPC=+DL0OG(2.0D0)
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TVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ "G"
GVPC=2.0D0*DLOG(2.0D0*JCO)-2.0D0
ELSE
IVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ "H"
HVPC=DLOG(DABS(1.0D0-KS10))-DLOG(DABS(1.0D0+KS10))
IVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ "G
GVPC=(1.0D0+KS10)*DLOG(DABS(JCO*(1.0D0+KS10)))é&
+(1.0D0-KS10)*DLOG(DABS(JCO*(1.0D0-KS10)))&
~((1.0D0+KS10)+(1.0D0-KS10))
END IF
DO 1=1,2
DO J=1,2
H2x2=F10(M)™*(H2*(DRO(1)*DNO(J)-DRO(JI)*DNO(1)))*HVPC
G2x2=G1*FI0(M)*JCO*KR(1 ,J)*GVPC
VINCIDENCIA NA MATRIZ DE INFLUENCIA
IF(1==J) THEN
SELECT CASE(I)

CASE(1)
H(2*LIN-1,2*COL-1)=H(2*LIN-1,2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-1)=G(2*LIN-1,2*COL-1)+G2x2

CASE(2)

H(2*LIN-0,2*COL-0)=H(2*LIN-0, 2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-0)=G(2*LIN-0,2*COL-0)+G2x2
END SELECT
ELSE
SELECT CASE(I)

CASE(1)
H(2*LIN-1,2*COL-0)=H(2*LIN-1,2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-0)=G(2*LIN-1,2*COL-0)+G2x2

CASE(2)
H(2*LIN-0,2*COL-1)=H(2*LIN-0,2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-1)=G(2*LIN-0,2*COL-1)+G2x2

END SELECT
ENDIF
END DO
END DO
CASE(L) 'FORMULACAO DAS FORCAS DE SUPERFICIE
IF(KS10==+1_.0D0) THEN
IVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ "H"
HVPC=-DLOG(2.0D0)
TVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ "G
GVPC=-DLOG(2.0D0)
IPARTE FINITA DE HADAMARD: MATRIZ "‘H"
HPFH=-0.50D0
ELSE IF(KS10==-1_0D0)THEN
IVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ “H"
HVPC=+DL0OG(2.0D0)
IVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ "G"
GVPC=+DLOG(2.0D0)
IPARTE FINITA DE HADAMARD: MATRIZ “H"
HPFH=-0.50D0
ELSE
IVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ “H"
HVPC=DLOG(DABS(1.0D0-KS10))-DLOG(DABS(L.0D0+KS10))
IVALOR PRINCIPAL DE CAUCHY: MATRIZ "G
GVPC=DLOG(DABS(1.0D0-KS10))-DLOG(DABS(1.0D0+KS10))
YPARTE FINITA DE HADAMARD: MATRIZ “H"
HPFH=(-1.0D0/(1+KS10))+(-1.0D0/ (1-KS10))
END IF
DO 0=1,2
DO 1=1,2
DO J=1,2
H2x2=(DNO(1)*F10(M)*(1.0D0/JCO)* (S4*(DNO(1)*DRO(JI)*DRO(0)+DNO(JI)*DRO(1)*DRO(0))&
+S5*(2.0DO*DNO(0)*DRO( 1)*DRO(JI)+DNO(I)*KR(1,0)+DNO( 1) *KR(J,0))&
+56*(DNO(0)*KR(1,3)))*HPFH) &
+(DNOC1)*DF10(M)*(1~-0D0/JC0)*(S4*(DNO(1)*DRO(JI)*DR0(0)+DNO(JI)*DRO(1)*DRO(0))&
+S5*(2.0DO*DNO(0)*DRO( 1)*DRO(JI)+DNO(I)*KR(I ,0)+DNO( 1) *KR(J, 0))&
+56*(DNO(0)*KR(1,3)))*HVPC)
G2x2=DNO(1)*FI10(M)*(D1*(DRO(1)*KR(J,0)+DRO(JI)*KR(O, 1)-DRO(O)*KR(I ,J))&
+D2* (DRO(1)*DRO(JI)*DRO(0)))*GVPC
VINCIDENCIA NA MATRIZ DE INFLUENCIA
SELECT CASE(0)
CASE(L)
IF(1==J) THEN
SELECT CASE(I)

CASE(1)
H(2*LIN-1,2*COL-1)=H(2*LIN-1,2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-1)=G(2*LIN-1,2*COL-1)+G2x2

CASE(2)
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H(2*LIN-0, 2*COL-1)=H(2*LIN-0, 2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-1)=G(2*LIN-0,2*COL-1)+G2x2
END SELECT
ELSE
SELECT CASE(I)

CASE(1)

H(2*LIN-0,2*COL-1)=H(2*LIN-0, 2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-1)=G(2*LIN-0,2*COL-1)+G2x2

CASE(2)
H(2*LIN-1,2*COL-1)=H(2*LIN-1,2*COL-1)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-1)=G(2*LIN-1,2*COL-1)+G2x2

END SELECT
END IF

CASE(2)
IF(1==J) THEN
SELECT CASE(I)

CASE(1)
H(2*LIN-1,2*COL-0)=H(2*LIN-1,2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-0)=G(2*LIN-1,2*COL-0)+G2x2

CASE(2)
H(2*LIN-0,2*COL-0)=H(2*L IN-0, 2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-0)=G(2*LIN-0,2*COL-0)+G2x2

END SELECT
ELSE
SELECT CASE(I)

CASE(1)

H(2*LIN-0, 2*COL-0)=H(2*LIN-0, 2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-0,2*COL-0)=G(2*LIN-0,2*COL-0)+G2x2

CASE(2)
H(2*LIN-1,2*COL-0)=H(2*LIN-1,2*COL-0)+H2x2
G(2*LIN-1,2*COL-0)=G(2*LIN-1,2*COL-0)+G2x2

END SELECT
END IF
END SELECT
END DO
END DO
END DO
END SELECT
ELSE IF(SINGULAR==_.FALSE.)THEN .. .ot TERMOS NAO SINGULARES

5 EXEMPLOS

Com o intuito de se validar a formulacdo apresentada, analisam-se trés exemplos, sendo o
primeiro, uma aplicacdo puramente algébrica do método da subtracdo de singularidade,
enguanto os outros dois sdo problemas classicos da elasticidade linear cuja solucdo analitica é
bastante difundida.

5.1 Exemplo 1: Célculo da Integral | =I%dr Quando r -0
r

Por simplicidade, considera-se um elemento curvo quadratico conforme a Figura 3.
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1% Mapeia o Elemento Auxiliar

....................................................

i\T — Elemento

I', — Elemento Auxiliar

Figura 3: Elemento curvo quadréatico e elemento reto auxiliar.

O valor da integral sera singular quando r —0, ou seja, & —¢&,. O procedimento

apresentado a seguir consiste na aplicacdo do metodo da subtracdo de singularidade,
tomando-se as aproximacgoes polinomiais para representar a geometria do problema.

Utilizando o polinémio de Lagrange (ver Eqg. (9)), encontram-se as seguintes funcfes de
forma para o elemento quadratico,

A(E)=2(&-¢), 4(6)=(1-8") e h(§) =5 (&7 +2).

A interpolacéo da geometria sera feita da seguinte forma,

X (£)=4(&)u+8, (&)X +¢,(&)x; comx ==5,x' =0ex =+5

X (E)=4(£)% +6,(E)X; +¢,(&)%5; comx; =25, x; =0ex; =25

Resultando em x (£)=5& comx .(&)=5 e x,(£)=255% comx,,(£)=50¢ . Dessa

forma pode-se concluir que o vetor tangente em qualquer ponto sobre o elemento T" é dado
por T =(5,50&).

A fim de se proceder a subtracdo de singularidade deve-se primeiramente calcular os
valores de r(&) e do jacobiano J (&) no espago adimensional. Procedendo-se os célculos,

obtém-se,

\/[xl x (&) ] +[ % (& &)] =256 +62562,/E% com &, =£=0e
J(;) \/[xu( ) +[%: ()] \/25+250052

Devem-se calcular também os valores de r (& +&)=r (&) e J(&+¢&)=J"(&), ou seja,

nas vizinhancgas da singularidade, & — 0. Para isso procede-se a expansdo em série de Taylor
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até a primeira ordem da geometria, 0 que equivale a realizar a integracdo sobre o elemento
auxiliar, ilustrado na Figura 3. Procedendo-se os calculos necessarios obtém-se,

X;(68+‘9):X1(§0)+X1,5(680)‘9 com ‘9:5_501
X (E+8) =%, (&) + X%, (&)e come =& -&,.

Para &, =0, 0 ponto singular, tem-se x, (&) =5¢ e X, (£)=0comx;, (£)=5ex,.(£)=0.
Calculando-se r" (&) e J7(&), encontra-se,

(€)= D6 (@)% (@) +[K (D)% (&)] =5/ com & =¢=0e
(@)= +[%. ()] -5

+1
Assim, dada a integral Izjldl“ ][LJ(.f)dg. Aplicando-se a subtracdo de
r

-
i
—
—~
Py
N

singularidade tem-se, j[—J dé = fi J(&)- *1 )J*(g) d§+;[%\]*

«/25 +2500&2 1
+1 / 2 +1
Substituindo os devidos valores, obtém-se I 256 +625¢ d& +][ —_—

yi N

Tendo em vista que a primeira parcela é limitada, pois

V25+25006°
i |N2e6282 | L 1875 [25+6258% |
£-5=0 \/572 £-0 (25 +625£2 )2 25+ 2500&7

Essa parcela fica regularizada podendo ser avaliada por algum método de integracdo
numerica como, por exemplo, a quadratura de Gauss-Legendre. J& a segunda parcela dever ser
avaliada como um valor principal de Cauchy, que resulta,

[ oI5

—l

Com este exemplo pode-se constatar a técnica de regularizacdo utilizando um elemento
auxiliar reto. A seguir apresentam-se os exemplos avaliados pelo codigo computacional que

leva em consideracdo, a utilizacdo de elementos de contorno curvos com qualquer ordem de
aproximacdo para problemas da elasticidade linear.

d§ In|e|—In|-1/+ In|+1 - In|e| =0
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5.2 Exemplo 2: Cilindro com Presséo Interna Constante

O exemplo consiste no cilindro pressurizado com uma presséo interna constante, conforme
a Figura 4. Nesse exemplo avaliam-se as tensdes radiais dos nés distribuidos ao longo da
espessura do cilindro

Utilizam-se nesse modelo as formulacdes singulares em deslocamento e em forcas de
superficie aplicadas ao modelo com uma malha com aproximacdo cubica. Nessa malha
utiliza-se 64 elementos de contorno para discretizar o contorno externo e outros 64 elementos
para discretizar o contorno interno. Os valores de deslocamento radial de todos os pontos do
contorno foram exatamente iguais ao valor analitico esperado, ndo sendo necessario fazer
gréafico ou tabela comparativa.

~m

p; X

Figura 4: Elemento curvo quadréatico e elemento reto auxiliar.

Os dados do problema sdo os seguintes:

- Anélise: Estado plano de deformacé&o.
- Médulo de elasticidade do material: E =7,3x10° MPa.
- Coeficiente de Poisson: v =0,32.
- Presséo interna: p, =100,0 MPa.
- Raio externo: r, =100,0 cm.
- Raio interno: r. =50,0 cm.
- Angulo: @ =0° para os pontos do dominio
. o, —0,

- Erro relativo: ‘e(&i )‘ :u

o]
Sendo ‘e(&i )‘ a norma Euclidiana e o, 6, as tensbes analiticas e numéricas,

respectivamente.

As tensOes radiais para pontos internos sao calculadas sem nenhum procedimento de
integracdo especial para pontos que se aproximam do contorno. Os seus respectivos erros em
relacdo a solucdo analitica sdo apresentados na Tabela 1.
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r (cm) Analitico (MPa) CPPI-M128G3-U (MPa) Erro (%) CPPI-M128G3-T (MPa) Erro (%)

55 -76.85950 -77.18242 0.420 -76.68985
60 -59.25926 -59.29900 0.067 -59.05375
65 -45.56213 -45.56412 0.004 -45.40285
70 -34.69388 -34.69344 0.001 -34.56550
75 -25.92593 -25.93295 0.027 -25.81625
80 -18.75000 -18.76948 0.104 -18.65067
85 -12.80277 -12.84414 0.323 -12.71017
90 -7.81893 -7.92267 1.327 -7.75211
95 -3.60111 -4.11747 14.339 -3.84343

0.221
0.347
0.350
0.370
0.423
0.530
0.723
0.855
6.729

Tabela 1: Tensdo radial dos n6s de dominio.

1101

Como se observa, apesar de se encontrar valores exatos para os deslocamentos no
contorno, o calculo de tensdes para pontos internos proximos ao contorno sdo prejudicados
pelo uso de quadratura de Gauss simples. Além disso, o célculo das tensfes sobre o contorno
utilizando-se a Eq. (21) também coincide com o valor exato. Esta constatacdo é 6bvia tendo
em vista que esta equacao foi tratada pela mesma técnica de subtracdo de singularidades aqui

apresentada.

5.3 Exemplo 3: Cavidade Pressurizada no Meio Infinito

Avalia-se esse exemplo para constatar a potencialidade do método dos elementos de
contorno em representar problemas inseridos em meios infinitos procedendo-se apenas a

discretizacdo do contorno da cavidade, de acordo com a Figura 5.

y

<m

P

Xy

Figura 5: Cavidade pressurizada no meio infinito.

Os dados do problema sao:

- Anélise: Estado plano de deformacéo,
- Médulo de elasticidade do meio: E =2,05x10* KN/cm?,

- Coeficiente de Poisson do meio: v =0,3,
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- Pressdo: p, =100,0 KN/cm? , e

- Raio: r, =10,0 m.

- Angulo: @ =0° para os pontos do dominio

Calculam-se os deslocamentos radiais dos nés localizados no meio infinito utilizando-se o

modelo com 64 elementos de contorno com aproximacdes do 1°, 3° e 5° grau das formulacGes
em deslocamento e em forca de superficie. Os resultados desse exemplo sdo apresentados nas
Tabela 2 e Tabela 3. Novamente os deslocamentos ndo apresentaram erro significativo. Ndo
foram calculados valores de tensdo para pontos internos proximos ao contorno devido as
deficiéncias do procedimento de integracdo numeérica para pontos fontes proximos ao
contorno.

r (m) Analitico (mm) CPMI-M64G1-U (mm) Erro (%) CPMI-M64G3-U (mm) Erro (%) CPMI-M64G5-U (mm) Erro (%)

15 42.27642 42.19862 0.18 42.36751 0.22 42.35782 0.19
20 31.70732 31.62537 0.26 31.78574 0.25 31.78164 0.23
25 25.36585 25.29244 0.29 25.43386 0.27 25.43157 0.26
30 21.13821 21.07341 0.31 21.19757 0.28 21.19611 0.27
35 18.11847 18.06101 0.32 18.17082 0.29 18.16981 0.28
40 15.85366 15.80226 0.32 15.90034 0.29 15.89959 0.29
45 14.09214 14.04576 0.33 14.13418 0.30 14.13359 0.29
50 12.68293 12.64073 0.33 12.72111 0.30 12.72064 0.30
55 11.52993 11.49127 0.34 11.56489 0.30 11.56450 0.30
60 10.56911 10.53345 0.34 10.60132 0.30 10.60098 0.30
65 9.75610 9.72303 0.34 9.78595 0.31 9.78567 0.30
70 9.05923 9.02841 0.34 9.08705 0.31 9.08679 0.30
75 8.45528 8.42643 0.34 8.48131 0.31 8.48109 0.31
80 7.92683 7.89971 0.34 7.95128 0.31 7.95108 0.31
85 7.46055 7.43497 0.34 7.48360 0.31 7.48342 0.31
90 7.04607 7.02187 0.34 7.06788 0.31 7.06771 0.31
95 6.67522 6.65226 0.34 6.69591 0.31 6.69575 0.31
100 6.34146 6.31962 0.34 6.36114 0.31 6.36099 0.31

Tabela 2: Deslocamento radial dos n6s de dominio. Formulagdo em deslocamento.

r (m) Analitico (mm) CPMI-M64G1-T (mm) Erro (%) CPMI-M64G3-T (mm) Erro (%) CPMI-M64G5-T (mm) Erro (%)

15 42.27642 41.85219 1.00 42.24214 0.08 42.20249 0.17
20 31.70732 31.35944 1.10 31.69215 0.05 31.67128 0.11
25 25.36585 25.07727 1.14 25.35948 0.03 25.34496 0.08
30 21.13821 20.89298 1.16 21.13582 0.01 21.12461 0.06
35 18.11847 17.90575 117 18.11800 0.00 18.10886 0.05
40 15.85366 15.66607 1.18 15.85418 0.00 15.84644 0.05
45 14.09214 13.92449 1.19 14.09318 0.01 14.08646 0.04
50 12.68293 12.53145 1.19 12.68424 0.01 12.67830 0.04
55 11.52993 11.39183 1.20 11.53138 0.01 11.52605 0.03
60 10.56911 10.44223 1.20 10.57061 0.01 10.56577 0.03
65 9.75610 9.63878 1.20 9.75762 0.02 9.75319 0.03
70 9.05923 8.95014 1.20 9.06074 0.02 9.05665 0.03
75 8.45528 8.35335 121 8.45677 0.02 8.45297 0.03
80 7.92683 7.83118 1.21 7.92827 0.02 7.92473 0.03
85 7.46055 7.37045 121 7.46195 0.02 7.45862 0.03
90 7.04607 6.96093 121 7.04743 0.02 7.04430 0.03
95 6.67522 6.59452 121 6.67654 0.02 6.67358 0.02
100 6.34146 6.26476 1.21 6.34274 0.02 6.33993 0.02

Tabela 3: Deslocamento radial dos nés de dominio. Formulagdo em forca de superficie.
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6 CONCLUSAO E PROSTA FUTURA

Com os resultados obtidos ap6s a aplicacdo do método da subtracdo de singularidade
constata-se a robustez do método, uma vez que se verificam bons resultados para 0s
problemas analisados. Destaca-se a utilizacdo dos polinbmios de Lagrange na generalizacao
do grau da aproximacdo assim como na geracdo de elementos de contorno curvos o que
contribui com os desenvolvimentos futuros pretendidos nesta pesquisa. Os desenvolvimentos
seguintes estdo associados a implementacdo de rotinas especificas para a integracdo de
nucleos regulares de pontos fonte proximos aos elementos de contorno curvos.
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