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Resumo. Este trabalho apresenta uma formula¢do para a andlise de dominios enrijecidos
utilizando o acoplamento entre o método dos elementos de contorno (MEC) e o método dos
elementos finitos (MEF). O acoplamento do MEC a outros métodos numéricos sempre foi
atrativo, uma vez que permite empregar o método numérico mais conveniente na
representacdo das sub-estruturas onde este apresenta melhor eficiéncia. Neste trabalho, o
modelo proposto emprega as equagdes do MEC na descricdo do comportamento estrutural do
dominio em andlise, enquanto nos enrijecedores esse comportamento € descrito pelas
equagdes do MEF. Os enrijecedores possuem dois graus de liberdade por ndé o que permite
que estes formem uma configuracdo de treli¢a no interior do dominio. O comportamento nao-
linear elastoplastico serd simulado considerando trés diferentes leis de encruamento: isétropa,
cinematica e mista. A presente formulagdo utiliza o processo de regularizacdo por minimos
quadrados sobre o conjunto final de equagdes. Tal procedimento € necessario devido a ado¢ao
de diferentes graus para os polindmios aproximadores dos deslocamentos e das forcas de
superficie nos enrijecedores, o que faz com que sejam geradas mais equagdes que o nimero de
incognitas da andlise. Estruturas enrijecidas foram analisadas pela formulacdo proposta, sendo
seus resultados comparados aos resultados fornecidos pelo programa ANSYS.
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1 INTRODUCAO

Os problemas tratados em engenharia de estruturas requerem, normalmente, andlises sobre
o comportamento estrutural. Como solu¢des analiticas sdo aplicdveis muitas vezes somente
sob condi¢des simplificadas, essas andlises sao efetuadas utilizando métodos numéricos.
Dentre os métodos numéricos mais empregados destacam-se o método dos elementos de
contorno (MEC) e o método dos elementos finitos (MEF). O MEF ¢ usualmente escolhido
para a andlise de problemas envolvendo ndo linearidades no dominio e estruturas de
dimensdes finitas. J& o MEC ¢ particularmente eficiente em problemas envolvendo
concentracdes de tensdo (como problemas de mecanica da fratura) e dominios infinitos.
Existem problemas onde esses diferentes fendmenos podem ser encontrados atuando
conjuntamente. Portanto, a combinagdo de métodos numéricos torna-se uma solugdo
interessante para a andlise desses problemas. A combinac¢do entre os diversos métodos
numéricos € um assunto de grande interesse, pois possibilita empregar o método numérico
mais conveniente na representacao das sub-estruturas onde estes apresentam maior eficiéncia,
aproveitando melhor assim as particularidades de cada um.

A idéia do acoplamento entre MEF e MEC foi discutida pela primeira vez em Zienkiewicz
et al (1977). O conhecimento sobre teoria e algoritmos para esse acoplamento sdo hoje ja
consolidados. Elleithy et al (2004), Kurz et al (1995) e Ganguly et al (2000) apresentam uma
extensiva revisao bibliografica sobre esse assunto, destacando as formulagdes e suas
aplicacdes em diversas areas. Bialecki et al (2002) discute diversos conceitos, métodos e
limitacdes dos modelos acoplados MEC/MEF. Leonel (2009) apresenta modelos ndo-lineares
do acoplamento MEC/MEF para a anélise de problemas envolvendo a propagacdo de fissuras.

Neste trabalho serd apresentada uma formulacao para o acoplamento MEC/MEEF aplicada a
andlise de dominios enrijecidos. Nessa formulagdo, as equacdes algébricas do MEC
representardo o comportamento estrutural do dominio plano em anélise, enquanto as equacgoes
do MEF serdo utilizadas para a descricio do comportamento estrutural dos enrijecedores. O
elemento finito adotado apresenta diferentes aproximacdes para os deslocamentos e para as
for¢cas de superficie. Os deslocamentos sao aproximados por meio de um polindmio cubico
enquanto as forcas de superficie sdo aproximadas por um polindmio do primeiro grau. Esse
procedimento faz com que sejam geradas mais equacdes que o nimero de incognitas do
problema. Assim, torna-se necessdario a utilizagdo de um processo de regularizacdo para
permitir que o sistema final de equacdes seja solvivel. A regularizacdo das equagdes €
efetuada utilizando-se o processo de minimos quadrados.

O comportamento nao-linear fisico nos enrijecedores € considerado nessa formulagdo. As
leis de encruamento isétropa, cinemética e mista foram implementadas. Como a plastificagao
ocorre somente nos enrijecedores, a formulacdo ndo-linear leva em conta somente a
atualizacdo do conjunto de equagdes proveniente do MEF. Assim, a formulagao € eficiente em
termos de custo computacional. Serao apresentados dois exemplos sendo os resultados obtidos
pela formulacdo proposta comparados as respostas fornecidas por um modelo equivalente
construido no programa ANSYS, o qual efetua a andlise de estruturas utilizando somente as
equacdes do MEF.

2 CONCEITOS BASICOS DA TEORIA DA PLASTICIDADE

Macroscopicamente, o comportamento plastico de um material pode ser caracterizado por
meio da ocorréncia de deformagdes irreversiveis, ou seja, ndo recuperaveis, observadas num
ciclo de carregamento e descarregamento. Usualmente, o material apresenta um nivel de
tensdo denominado tensao de plastificacdo, que uma vez atingido pode levar a ocorréncia de
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deformagdes plésticas.

Materiais elastoplasticos perfeitos sdo aqueles nos quais a tens@o jamais excede a tensdo de
plastificacdo e uma vez que esta seja atingida e mantida, toda a deformacao adicional que
passa a ocorrer é exclusivamente de natureza plastica, conforme ilustra a Figura 1, para o caso
de tracdo uniaxial. Materiais cuja tensdo pode aumentar além da tensdo de plastificacdao
(usualmente denominada nesse caso de limite eldstico) apresentam o fendmeno de
encruamento positivo, como indicado na Figura 2.

Nos materiais em regime elastoplastico, a deformacgdo total é composta por parcelas
plastica e elastica. Nesse regime nao hd uma correspondéncia univoca entre tensdo e
deformacdo, sendo necessario o conhecimento da histéria de carregamento, caracterizada pelo

nivel de deformacdo plastica acumulada.
(o3

Tensdo de Plastificagdo

Limite Eldstico]
Inicial

i ) i € €
v Deformagao Pldstica \/ Detorm.a(;ﬁo |/ v Deformagdo Pléstica | Deformagio Eldstica no|,/
/‘ /‘ Eldstica /‘ /‘ ‘ regime de encruamenlo/‘
Figura 1 - Caso elastopléstico perfeito. Figura 2 - Caso elastopldstico com encruamento.

A modelagem dos problemas de plastificacdo, que serd aqui mostrada apenas para o caso
unidimensional, é feita admitindo-se que a deformacdo total atuante no corpo, &, pode ser
dividida em parte eléstica, &°, e parte plasticae”,

e=¢g°+¢€’ (1

A partir da Eq. (1), pode se obter a tensdo, o, no elemento de fibra por meio da lei de
Hooke. A tensdo pode ser escrita em termos de taxas admitindo-se que a tensdo e as
deformacdes plésticas e eldsticas sejam fungdes continuas no tempo. Dessa forma,

e

c=E& = o=E|e-¢’ ()

onde E é o médulo de elasticidade longitudinal. Nos problemas que envolvem plastificacdao
com encruamento, o intervalo eldstico inicial se altera com a evolucao da plastificacdo, seja
em tamanho, posicdo ou uma combinacdo de ambos. O encruamento é chamado isétropo
quando ocorre uma expansao do intervalo eldstico de modo simétrico ao seu centro.
Normalmente, postula-se que o encruamento seja uma funcdo da deformacdo pléstica
acumulada (encruamento por deformagdo). Caso seja diretamente proporcional ao médulo da
deformacdo plastica, o encruamento isétropo € dito linear. Para este caso, a fungdo de
plastificacio tem por expressao,

f(O',a):|0'|—(0'y+K”-a)S0 3)
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na Eq. (3), o termo K7 € chamado de mddulo pléstico de encruamento is6tropo, o, € a tensao

de escoamento do material e « é uma medida da deformacao pléstica acumulada, definida por

t
a=]

0
tanto na compressao como na tragdo produz encruamento, ou seja, um aumento do intervalo
eldstico inicial.

Seguindo o trabalho de Proenca (2004) e as condigdes de consisténcia e

complementaridade € possivel determinar as expressdes para a deformacao pléstica e para a
tensdo atuante no elemento de fibra. Essas duas grandezas sao escritas como indica a Eq. (4),

e”|dr. O médulo utilizado na definicdo de o implica que a evolugdo da plastificacao

. E . . E.KP .
- - Bk 4
y)(E+KQ8 ’ (E+Kﬂ8 X

E-K? . P -
o termo ———— define o mddulo elastoplastico tangente no trecho de encruamento.
(E+k”)
Ja no problema envolvendo encruamento cinemadtico o intervalo eldstico inicial tem seu
tamanho mantido, porém sua origem no espaco das tensdes € modificada pelo processo de
plastificacdo. Neste caso, a funcdo de plastificacdo assume a seguinte forma,

f(o.q9)=|o-q|-0,<0 ®))

A varidvel ¢ indica o deslocamento do intervalo elastico em rela¢do a sua posicao original,

2z

sendo também, uma func¢do da deformagdo plastica. Essa varidvel € definida pela
multiplicagdo entre o mddulo plastico de encruamento cinematico, H”, e a deformacio

pldstica, g=H"-&” .
Deve-se observar que o sentido da variacao do parametro g é definido pelo sentido do fluxo
pléastico. Uma plastificacdo devida a tracdo altera o limite eldstico a tragdo para (ay +q1) e

reduz, em moédulo, o limite eldstico a compressdo. Essa assimetria induzida pelo modelo de
encruamento cinematico permite reproduzir o chamado efeito Bauschinger.

De forma semelhante ao efetuado para o caso de encruamento isétropo, as expressoes para
a deformacdo pldstica e para a tensdo atuante no elemento de fibra podem ser obtidas
utilizando as condi¢des de consisténcia e complementaridade. Como mostrado em Proenca
(2004) tem-se,

. E . . E.HP .
_ S 6
¢ (E+Hﬂ)8 ’ (E+Hﬂ)8 ©)

onde _EHT € o mddulo elastoplastico tangente.
(E+H")

Pode também ser construido um modelo que mescle as caracteristicas presentes nos
encruamentos isétropo e cinemadtico. Este tipo de encruamento € denominado misto, o qual
fornece expansdo e translagdo do intervalo eldstico. Nesse tipo de modelo o critério de
plastificacdo passa a ser dado por:
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f(a,q,a)=|a—q|—(ay+K”'05)S0 7

As varidveis da Eq. (7) foram j4 discutidas nas equacdes anteriores. Dessa forma, para que
esse tipo de encruamento seja definido deve-se determinar as expressoes para a deformacgdo
plastica e para a tensdo atuante no elemento de fibra. Conforme Proenga (2004) tem-se,

: . . E-(H'+K?") .
ero_ B GZQS (8)
(E+H"+K") (E+H"+K")
E-(H"+K") ) . '
sendo ——— o mddulo elastopléstico tangente para o encruamento misto.
(E+H"+K")

Utilizando o equacionamento discutido nesse item, pode-se empregar as equacoes
algébricas do MEC para a andlise elastopléstica de dominios enrijecidos.

3 EQUACOES DO ELEMENTO FINITO DE FIBRA

Neste trabalho serdo consideradas fibras retilineas mergulhadas em qualquer dire¢do dentro
do dominio bidimensional. As extremidades das fibras podem chegar ao contorno e valores de
forca ou deslocamento podem ser prescritos diretamente no elemento da fibra. As fibras serdao
modeladas com elementos finitos de barra de geometria reta com dois graus de liberdade por
no, paralelo e normal ao eixo da barra.

Para a obtenc¢do do conjunto de equacdes proveniente do MEF, tomemos a equagdo

diferencial de equilibrio para um ponto x qualquer do dominio da barra sujeita a uma forca 7,

dz(u(x)) 1
+
dx? 2-G-S-(1+v)

F(x0)=0 9)

sendo: u(x) o deslocamento longitudinal do ponto x, G o mdédulo de elasticidade transversal

do material da fibra, v o coeficiente de Poisson e § a drea da secdo transversal da fibra.
Parece bastante razodvel a adocdo de polindmios com diferentes graus para as

aproximacdes dos deslocamentos, u(x), e das forgas, } , por elemento finito. Para o elemento

de fibra, adota-se um polindmio cubico para aproximar os deslocamentos e um linear para as
forcas. Assim, a derivada segunda do deslocamento aproximado tem o mesmo grau
polinomial que a for¢a aproximada, conforme a equacao diferencial de equilibrio, Eq. (9).

Definem-se, por elemento finito, quatro varidveis nodais de deslocamento e duas de forca,
conforme apresenta a Figura 3.

Bl f=1£,0,+1,0,
S b i

— — — I
|
|

L/3 L/3 L/3

Figura 3 - Varidveis nodais do elemento finito de fibra.

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1128 E. LEONEL, W. VENTURINI

Conforme a Figura 3, os quatro nds com as variaveis de deslocamento estao definidos nas
duas extremidades e nos ter¢os do elemento. Os nés com as varidveis de forca sdo os dois de
extremidade da fibra. As equagdes algébricas de equilibrio do elemento da Figura 3 sao
obtidas utilizando-se o principio dos trabalhos virtuais, expresso pela seguinte equagao,

f: I[G(ME)ﬁe(é'uE”dQE—j(fE'é'uE)dQE—Fi-é'uE‘ ~0 (10)
Qe=1\ o, Qp

onde: a(uE) ¢ a tensao normal na fibra, e(uE) a deformacdo longitudinal na fibra, «*o

deslocamento nodal, f* a forca nodal, F' sdo as forgas concentradas sobre o né i, Q, o
dominio do elemento finito, §as variacdo das grandezas e NF o ndmero total de fibras da
malha.

Da Eq. (10) resulta o sistema de equacdes do elemento finito,

[k fuy=[c" Jr#)+{r") (11)

em que: K* é a matriz de rigidez do elemento finito, G* a lumping matrix, «*o vetor com os
deslocamentos nodais, f* o vetor com as forcas de superficie e F* o vetor com as forgas
concentradas nos nés.

A matriz G*, funcéo das caracteristicas geométricas do elemento, é dada pelo produto das
funcdes polinomiais linear e cubica da segunda integral da Eq. (10). Para os nds posicionados
da forma como apresentado na Figura 3 o sistema matricial da Eq. (11) pode ser explicitado
da seguinte forma,

13 /]
37 —4725 135 03257 |uf Hao Voo FF
E-S|-4725 108 7425 135 | |u} _, o Yo { flE}Jr Ff (12)
L | 135 7425 108 —4725| |,° Yo o () |E
~0325 135 -4725 37 E E
u 1 13 F,
4 i Yéo 420_ ¢

sendo: E o médulo de elasticidade longitudinal e L o comprimento do elemento finito.

4 FORMULACAO DO ACOPLAMENTO MEC/MEF CONSIDERANDO
REGULARIZACAO POR MINIMOS QUADRADOS

4.1 Equacoes do MEC e condicoes de compatibilidade

Para considerar o dominio bidimensional enrijecido com fibras, estas modeladas com
elementos finitos e o primeiro com elementos de contorno, propde-se uma formulagdo
combinando as equacdes dos dois métodos admitindo-se a aderéncia perfeita entre os dois
meios. O acoplamento entre os materiais é garantido por meio da imposi¢do das equagdes de
equilibrio de forcas e compatibilidade de deslocamentos. Assim,

fP==r" (13)
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u? =uf (14)
onde: . f* sdo as for¢as do dominio do corpo e na fibra respectivamente e u”.u®
deslocamentos nos pontos nodais no dominio e na fibra respectivamente.

O termo f£ corresponde a forga distribuida que a fibra aplica ao corpo a qual, por
equilibrio, € igual e de sinal oposto a forca que atua na prépria fibra. Os deslocamentos na
interface devem ser iguais por compatibilidade. Para o problema discretizado, as Eq. (13) e
Eq. (14) sdo equivalentes a,

{r°)=-{rF}={r} (15)
{u?}={ur}=u} (16)

O equilibrio e a compatibilidade sdo por né de interface. Para o problema tratado, ou seja,
dominio plano com fibras retilineas, a reacdo das fibras sobre o dominio equivale a uma linha
de carga aplicada ao dominio do corpo. Esta linha de carga, por equilibrio com a forga
admitida linear no elemento finito, tem a forma de uma seqiiéncia de trechos lineares ligando
nds consecutivos conforme mostra a Figura 4.

barras em
elementos finitos

Linhas

de carga

Figura 4 - Linhas de carga aplicadas ao dominio.

Na Figura 4 os elementos sdo continuos, ou seja, para n elementos finitos de uma barra
tem-se (n+1) nos e varidveis de forgca. A forca incognita, aplicada ao dominio como uma linha
de carga, precisa ser levada em conta nas equacdes do MEC. A linha de carga aparece nas
equacgdes como se fosse uma for¢a de massa aplicada numa drea que tende a zero, ou a uma
reta nos casos planos. Assim, o termo de dominio da identidade Somigliana pode ser assim
reescrito,

jbj(c)wz.(f,c)dQ:I FP() Uy ()R (17)
Q

Qg
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em que: f/ ¢ areagdo da fibra sobre o dominio segundo a diregdo j do sistema cartesiano.

A Eq. (17) fica melhor escrita se ao invés de f” for decomposta a solugdo fundamental u; .

Dessa forma,
[ 1P @-uyr.0a9s = [ £ (f00d; = [ 1P (@ -u(f 00030 (18)
Q Q, Q,

Na Eq. (18) o termo #; indica os cossenos diretores da linha de carga em relagdo ao

sistema de coordenadas cartesianas. A udltima integral da Eq. (18) pode ser transformada em
uma somatoria sobre todos os elementos de fibra,

ND N N ND NEF . .
Y[ P @wro mds =Y > [ 1@ uyfiondey, (19)
m=1q, =l k=1 g,

Nessa nota¢do ND representa o niumero total de fibras do dominio e NEF o numero total de
elementos finitos contidos em cada fibra. Sendo a forca aproximada linearmente sobre as
linhas de carga a Eq. (19) pode ser reescrita como,

ND NEF . . ND NEF . .
PPy (f o0 mdQs =D > [ (06 -uy(fr0rm))- £ @, (20)
fo=1 k=1 Qp fo=1 k=1 QEk

k

sendo: @ a funcédo de aproximagdo do carregamento e f” os valores nodais do carregamento

atuante sobre as fibras.

As integrais apresentadas na Eq. (20) podem ser avaliadas numericamente empregando-se
quadratura de Gauss-Legendre. Para melhoria de precisdo pode ser utilizado o procedimento
de sub-elementacdo, o qual foi adotado neste trabalho. Caso o ponto fonte pertenca a linha de
carga recomenda-se calcular essa integral empregando-se recursos analiticos, tal como feito
nesse trabalho. Dessa forma a expressdo para a determinagao das grandezas no contorno ¢é a
apresentada na Eq. (21),

[be]{Ub}=[be]{f};}+[GbE]{fD} (21)

Sendo as matrizes [ H,, |e[G,, | iguais as matrizes [H]e [G] cldssicas do MEC, decorrentes

da integracdo das solucdes fundamentais de deslocamento e forca de superficie sobre o
contorno. O sub-indice b indica contorno. A matriz |G, | contém os coeficientes de integracdo
da Eq. (20).

Para completar as equagdes necessérias ao acoplamento e a conseqiiente determinag@o dos
parametros do contorno, falta montar as equagdes algébricas dos deslocamentos dos pontos
internos. Deve-se escrever uma equacdo para cada deslocamento do meio continuo, nos
pontos coincidentes com os nds de deslocamento dos elementos finitos, para que a Eq. (16)
seja obedecida. Assim,
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WP =u () :.[Pj(c)-u;(f,c)-n;kdl“—.[uj(c)-P;;(f,c)-n;dl“—i-J- FE@-up(fre)-mimdQy (22)
r r Q

Ou seja, a Eq. (22) € a equacao integral dos deslocamentos dos pontos internos do sélido,
na direcdo do eixo da fibra, que € a dire¢cdo do grau de liberdade em deslocamento do
elemento de barra, Figura 3. A Eq. (22) vale somente para pontos fontes “f’ internos. A
equacdo algébrica que resulta da Eq. (22), aplicada a todos os nds internos, pode ser escrita
como,

[H XU} +{Us} =[G B} +[Gre ){ 7} (23)

Sendo [Hy, ][ Gy, |e [Gpz | matrizes de influéncia das integracdes dos pontos internos.

Na Figura 5, tem-se a representacao de uma barra, discretizada em n elementos finitos, e da
linha de carga de dominio, superposta a barra. Os ndés de deslocamento, definidos
geometricamente para cada elemento finito, segundo a Figura 3, estdo representados por
quadrados na Figura 5. As cruzes representam os pontos fontes “f’ da Eq. (22) dos
deslocamentos internos. Observa-se que, nas extremidades da fibra, para os primeiro e ultimo
noés, as equacdes do MEC ndo sdo escritas na posicdo dos nds, mas para posi¢oes deslocadas,
internas a linha de carga. Para os demais nds, internos a linha de carga, os pontos fonte da
equagao do MEC coincidem com os nds de deslocamento dos elementos finitos.

O esquema da Figura 5 estende-se, nesta formulagao, para todas as fibras do dominio. Este
esquema facilita a integracao analitica sobre o primeiro e ultimo elementos da linha de carga
da integral da Eq.(20), para a equacdo dos pontos deslocados de extremidade. Outra vantagem
¢ permitir que as extremidades das fibras possam chegar ao contorno do corpo sem que a
equacao do MEC necessite ser escrita para pontos do contorno, evitando complicagdes.

Elementos Finito

(]
[y
[y

)
(]
1l
[y
(]
(]
[y
1l
@

-

s N 7 N

(@R o —X—X—M ——No<e)
\ Linha de Carga

® Nos de extremidade do elemento. N6s de Forga.

(] N6s de deslocamento. Equacdes do MEF.

X N6s de deslocamento. Equagdes do MEC.
Figura 5 - Nés internos para a equacao dos deslocamentos do MEC.

Com as posicoes dos nds definidas na Figura 5 a equagdo de compatibilidade de
deslocamentos deve ser reescrita como,

{uP}=[r]{u"} = [T]{u} (24)
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Sendo [T] a matriz que relaciona a posi¢do dos nés de {uD} com os nods de {uE} . Por exemplo,

da Figura 3, para os dois pontos fonte deslocados das extremidades da fibra, supondo-os
distantes de cada extremidade de % do comprimento do primeiro ou do ultimo elemento que

contém os pontos fonte, tem-se,

(03125 09375 -0.3125 0.0625 0 0 0 0 |
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

[T]=] : : : : : : : z (25)

0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0.0625 -0.3125 0.9375 0.3125 |

Ou seja, com exce¢ao da primeira e da ultima linha, a matriz € igual a identidade. Dessa
forma, o conjunto de equagdes para a determinacdo dos parametros do acoplamento
MEC/MEEF e os valores de contorno podem ser resumidos como na Eq. (26),

[H,, {U, } =[be]{37}+[GbE]{fD}
[He JU Y +[THU Y =[G, (B} +[Gee [{ £}
[K* Jfoty=—[a* J{ro}+{F)
Y (26)
[ A X} =[Bbh:|{Fh}+[GbE:|{fD}
[Ap {X}+[THUL} :[BEb]{Fh}+[GEE]{fD}
(K" Jfoty=—[e* J{ro}+{F")

Sendo que [A4,, |e[B,, | resultam da troca de colunas entre as matrizes [H,, |¢[G,, |. J4
[Apg, |e[Bg, | decorre da troca de colunas entre as matrizes [ Hy, |e[ Gy, |. Enquanto{F,} sdo os
valores prescritos de forca de superficie e deslocamentos no contorno e {X}sdo as grandezas

incognitas no contorno.

Resta ainda uma ultima equagdo a ser apresentada a qual refere-se a determinagdo das
tensdes nos pontos internos ao contorno. Nesse caso, a exemplo da identidade Somigliana, as
forcas de dominio s@o levadas em conta através da integral,

[b,@) Dy (r.0a@= [ P @)Dy (f.00d (27)
Q

Qg

O termo Dy, € obtido a partir da derivagdo da solu¢do fundamental de deslocamento. E a

exemplo da Eq. (20) tem-se,
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NEF ND NEF

[ rP@-Dy (0 maey, =33 [ (06 Dy(f.e)n) £ @agy,

Q o=l k=l o,

(28)

NgE

1 k=1

=
i

Assim a equacdo para a determinacdo das tensodes internas, de forma semelhante a equagdo
apresentada para a obtenc¢do dos deslocamentos nos pontos internos, pode ser matricialmente
expressa como,

{H}b}{um{a}=[c?,b}{%}{d£}{ff’} (29)

Onde o sub-indice I indica ponto interno. As matrizes {H_,b} e {G_,b} sdo as matrizes de

influéncia das integragdes dos pontos internos sobre os elementos no contorno. A matriz

{G_,E} ¢ obtida como resultado da solucdo da Eq. (28).

A formulag@o acima descrita pode ser estendida para o caso em que os elementos finitos de
fibra possuem dois graus de liberdade (x e y) e ndo apenas um grau de liberdade, paralelo ao
comprimento da fibra. Esse procedimento foi efetuado neste trabalho e permite a andlise de
fibras que formam uma configuracio de trelica no interior do dominio. A consideracdo desse
tipo de configuracdo nos enrijecedores € de grande importancia, pois permite a andlise de
estruturas mais complexas e a0 mesmo tempo contribui para as formulagdes do MEC uma vez
que formulagdes do acoplamento MEC/MEF que consideram esse tipo de interacdo entre
enrijecedores ndo sdo encontrados na literatura. Para tanto as Eq.(12), Eq. (20), Eq. (22), Eq.
(25) e Eq. (28) devem ser reescritas.

Para a Eq. (12), a matriz de rigidez deve ser expandida de forma a contemplar também os
deslocamentos na dire¢cdo normal ao corpo da fibra. O mesmo aplica-se a “lumping matrix” a
qual deve também abranger as forcas na dire¢do normal ao eixo do elemento de fibra. Assim a
matriz de rigidez pode ser reescrita como,

3,7-C? 3,7-C-S -4,725-c* —4725-C-S 1,35-C? 1,35-C-S -0,325-C? -0,325-C-S']|
3,7-C-S 3,7-52 -4,725-C-S  —4,725.8° 1,35-C-S 1,35-52 -0,325-C-S  _0,325.52
—4,725.c> —4,725-C-S 10,8-C? 10,8-C-S -7,425.c* -1,425-C-S 1,35-C? 1,35-C-§ (30)
E-§|—4725-C-S  _4725.5 10,8-C-S 10,8-S? -7,425-C-S 7 425.5? 1,35-C-§ 1,35-52
L 1,35-C? 1,35-C-S —-7,425.c* -71,425-C-S 10,8-C? 10,8-C-S —-4,725.c> —4.725-C-S
1,35-C-S 1,35-52 =7,425-C-S 7, 425.5° 10,8-C-S 10,8- 52 —-4,725-C-S  _4,725.5?
-0,325-c> -0,325-C-S 1,35-C? 1,35-C-§ —-4,725.c* —4,725-C-S 3,7-C? 3,7-C-§
-0,325-C-S  _0,325-5? 1,35-C-S 1,35-52 —4,725-C-S  _4,725.5? 3,7-C-S 3,7-C?

em que: C € o cosseno do angulo de inclinagdo do elemento finito e S o seno do angulo de
inclinacao do elemento finito.
Enquanto a “lumping matrix” expandida pode ser reescrita como,
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0
Y0
0
Yo
0
Ho

0

Do

(31

A equacgdo dos deslocamentos nos pontos internos, determinada pelo MEC, deve também
conter os deslocamentos no plano da estrutura. Assim a Eq. (22) deve ser reescrita como,

u? =u,(f)= [ P01 (fe1d0=[u; (@) B (fedT+ [ (@)1 (f .00, (32)
r I

Qp

Ja a Eq. (20) deve ser reescrita de forma a considerar as duas forgas atuantes em cada n6 do
elemento finito. Dessa forma a Eq. (20), para esse caso, passa a ser,

ND NEF . ND NEF .
[ rP@-uyred0s =3 [ (o-u5(1.0) 1 ©dy, (33)
M=l k=l g o=l k=1 g,

k

Para a determinacao das tensdes nos pontos internos a Eq. (28) deve ser reescrita como,

ND NEF ND NEF
Y[ rP@ Dy f0dfs =3 Y [ (90 Dy(f.0)- £ ey, (34)
o=l k=l o, o=l k=l o,

Para a Eq. (25) os valores nodais devem interpolados tanto na direcdo x quanto na dire¢dao
y. Assim quando o né em consideracao ndo é descontinuo atribui-se valor unitdrio a diagonal
correspondente. Caso contrdrio os valores ndo nulos apresentados na Eq. (25) devem ser
aplicados tanto para o deslocamento x quanto para o deslocamento y.

4.2 Combinacao das equacoes MEC/MEF com regularizacio por minimos quadrados

Observando-se os vetores com as variaveis nodais de deslocamento e forcas de superficie
internos, e das definicdes para as aproximacgdes desses campos sobre os elementos finitos,
constata-se que existem mais varidveis em deslocamento do que em forgas de superficie. O
nimero de varidveis de deslocamentos internos € igual a duas vezes o nimero total de nés do
elemento finito enquanto que para as forcas de superficie o nimero de varidveis € igual a duas
vezes o nimero de nds de extremidade do elemento finito.

Observando-se a Eq. (26) pode-se verificar que as varidveis do problema sdo

{U,3 A8} {U:} € { fP } No entanto, o conjunto citado tem mais equagdes que o nimero de

incognitas. A causa € simples, vem da adocdo de diferentes graus para os polindmios
aproximadores das forcas e deslocamentos internos. Para que o problema tenha solugdo
utiliza-se um procedimento simples baseado na técnica dos minimos quadrados. Como o
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z

nimero de equacgdes € maior que o de incdgnitas € necessario reduzi-lo a um nimero
conveniente. A técnica de regularizacdo por minimos quadrados consiste em ajustar o nimero
de equagdes, tornando o sistema linear solvivel, minimizando o erro da resposta quando
levada ao sistema original.

Serdo agora descritos os trés procedimentos implementados neste trabalho para a redugdo
das equacdes de forma a tornar o sistema solvivel. O primeiro deles consiste na aplicacdo do
processo de minimos quadrados somente sobre as equacdes de deslocamentos nos pontos
internos. J4 no segundo, o processo de minimos quadrados é aplicado somente sobre as
equagdes provenientes do MEF enquanto que o terceiro trata da aplicacio de minimos
quadrados sobre o conjunto de equagdes resultante do acoplamento.

Primeiramente serd descrito o processo de regularizacdo utilizando as equacdes de
deslocamento nos pontos internos. O processo de minimos quadrados aplicado nesse conjunto
de equagdes consiste na pré-multiplicacdo de todos os termos dessa equacdo por uma matriz

[G; ] . Assim,

(G, [[As XY+ |G, TN Ue} =] G, [Ba {R}+] G, |[Gee){ "] (35)

A matriz [G;J pode apresentar duas configuracdes diferentes para a regularizacdo. Na

primeira delas [GZE } ¢ tomada igual a transposta da matriz |G, ]. Nesse caso a regularizacao é

global ja que envolve a influéncia de cada elemento de fibra sobre os demais. Na segunda
configuracdo, [G;] € igual a transposta de [Gg]., sendo que essa ultima matriz contém
apenas a influéncia de cada elemento sobre si proprio. Nesse caso aplica-se a regularizacdao
para cada conjunto de equacdes de cada barra.

Uma segunda alternativa, para a realizacdo do processo de regularizacdo, é a que emprega
as equagoes provenientes do MEF. Nesse caso o processo de minimos quadrados se faz pré-
multiplicando todas as equagdes fornecidas pelo MEF pela transposta da “lumping matrix”,

Gt |. Dessa forma,
6]

(o] [k fury=-[c"] [a* [{r"}+[e* ] {r7) (36)

Existe também a possibilidade da realizacdo do processo de minimos quadrados sobre o
conjunto final de equagdes. Para tal deve-se reescrever a Eq. (26) de uma forma mais
conveniente, assim,

(A ] 0 G ]|| {x}| [[Bw]
[As]  [T]  ~[Gee] |{{Ue} =|[Be ]|{F} (37)

A LS I 0160 I

A regularizagdo é efetuada pré-multiplicando todo o sistema apresentado na Eq. (37) pela
transposta da matriz que multiplica as incégnitas. Assim,
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[Abb] I:AEb] 0 [Ahb] 0 _[GbE] {X } [Abb] I:AEb] 0 [Bbb]
0 [T] [KEJ I:AEb] [T] _[GEE] {UE} = 0 [T] KEJ I:BEb] {Fb}

_I:GbE:I _[GEE] [GE} 0 [KE} [GE} {fD} _I:GbE:I _[GEE] [GE} 0

(38)

Esse procedimento € mais custoso do ponto de vista computacional uma vez que necessita
da transposi¢do de uma matriz de grandes dimensdes ao passo que nos outros dois casos
anteriores apenas uma parte do sistema final € alterado.

5 INCLUSAO DO COMPORTAMENTO NAO-LINEAR FISICO DOS
ENRIJECEDORES NAS EQUACOES DO ACOPLAMENTO MEC/MEF

No modelo proposto, o comportamento ndo-linear fisico (plastificacdo) ocorre somente nos
elementos de fibra. Portanto, para que esse fendmeno seja considerado na formulagdo, apenas
as equacoes provenientes do MEF devem ser modificadas. O problema nédo-linear é resolvido
utilizando-se o processo cldssico de Newton-Raphson, com fases de previsdo e correcdo.
Quando esse processo € aplicado na formulacdo, deve-se atualizar a matriz de rigidez local
dos elementos finitos que plastificaram no passo de carga considerado. Nessa situagdo, as
matrizes locais, inicialmente elasticas, devem ser reconstruidas utilizando o mddulo
elastopléstico tangente, conforme definido no item 2. Assim, as matrizes eldsticas [K E}

devem ser substituidas pelas matrizes elastoplasticas [K E"] . Dessa forma, para os elementos

finitos que plastificaram, a equacdo proveniente do MEF, Eq. (11), deve ser substituida por,
[ Jfury =" [{r"}+{r") (39)

Por meio desse procedimento, faz-se uso do operador tangente, ja que a matriz de rigidez
serd atualizada apds a plastificacdo dos elementos. Utilizando os critérios de plastificacdo bi-
lineares serdo necessdrias poucas iteracdes para a obtencdao do equilibrio, o que torna a
formulacao interessante do ponto de vista de eficiéncia computacional.

6 APLICACOES

6.1 Chapa tracionada com enrijecedor inclinado

Nesse exemplo serd analisada a estrutura apresentada na Figura 6. Trata-se de uma
estrutura plana de comprimento igual a 2,0 metros e altura de 0,50 metros. O carregamento
atuante na estrutura é constituido por um deslocamento de 0,05 metros imposto em sua
extremidade direita, enquanto na extremidade esquerda a estrutura é engastada. A estrutura
apresenta ainda cinco enrijecedores dispostos conforme indicam as hachuras na Figure 6. As

propriedades dos materiais adotadas para o exemplo sdo as seguintes: para a matriz
E=2,5-10 ’dy , ev=0,20, para as fibras E=2,1-10° ’dy ,, drea da secdo transversal
m m

§=1,0-10"*m?, tensdo de escoamento o, =500-10 ’dy ,, modulo de encruamento isétropo
m

K? =2,3333-10 ’dy , . Encruamento isétropo € considerado nessa andlise.
m
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u, =0,05
| ]
K A o |
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Y ) |
] ]
X 2,0

Figura 6 - Estrutura analisada. Dimensdes em metro.

O contorno foi discretizado em 126 elementos enquanto nas fibras foram empregados 526
elementos finitos. A regularizacdo é executada fazendo-se o processo de minimos quadrados
nas equagdes fornecidas pelo MEF.

Inicialmente foram analisados os deslocamentos ao longo do contorno da estrutura. Esse
resultado foi comparado a reposta fornecida por um modelo equivalente construido no
software ANSYS onde foram empregados 1070 elementos finitos na discretizacdo do dominio
e 526 na discretizagdo das fibras. Nos diagramas comparativos dos deslocamentos essa
grandeza € mostrada em fun¢do da numeracdo dos ndés do contorno. Nesse modelo a
numera¢do comeg¢a no canto inferior esquerdo e, a partir da face inferior, cresce no sentido
anti-horario. Os diagramas estdo apresentados na Figura 7 e na Figura 8 as quais indicam um
bom desempenho da formulacao proposta.

Foram analisados também os resultados para as fibras inclinada e inferior mostradas na
Figura 6. Primeiramente, foram comparados os resultados para as deformacgdes plasticas
observadas nas fibras para o carregamento dado. Na Figura 9 é apresentado o diagrama
comparativo onde a deformacdo plastica € mostrada em funcdo do nimero de elementos
finitos presente em cada fibra. Para a fibra inferior a numeracdo dos elementos comec¢a no
canto inferior esquerdo e termina no canto inferior direito. J4 para a fibra inclinada a

numeragdo comega no canto inferior direito e termina no canto superior esquerdo.

0,06 0,002

0,05 0,0015
0,001 , %
0,0005

-0,0005

\
: ) /

Deslocamento Contorno X (m)
o
2
R

Deslocamento Contorno Y (m)
-
e
—

20 40 60 80 100 120 140 ‘:’
-0,01 -0,0015
Nés Nés
——ANSYS —— Este Trabalho —— ANSYS ——Este Trabalho
Figura 7 - Deslocamento X contorno. Figura 8 - Deslocamento Y contorno.

O diagrama apresentado na Figura 9 mostra que os resultados fornecidos pelo modelo de
acoplamento MEC/MEF sdo muito préximos aos previsto pelo modelo em elementos finitos
via ANSYS, validando, dessa forma, a formula¢cdo implementada.

O diagrama comparativo para a forca normal atuante nas fibras inferior e inclinada para o
carregamento dado é mostrado na Figura 10. Assim como na compara¢do para a deformacgdo
plastica os resultados para a for¢ca normal sdo apresentados em funcdo do ndmero de
elementos finitos em cada fibra.
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Figura 9 - Deformacao plastica fibras. Figura 10 - For¢a normal fibras.

Verifica-se, por meio da Figura 10, que os resultados obtidos para a for¢ca normal nas duas
fibras consideradas sd@o concordantes com a resposta fornecida pelo modelo em elementos
finitos construido via ANSYS. Assim, esse resultado valida a formulagdo proposta e
implementada.

Por fim, o comportamento das deformacdes eldsticas, para as fibras inferior e inclinada, foi
estudado sendo o comparativo dos resultados apresentados na Figura 11. Assim como nos
casos anteriores, 0 modelo de acoplamento MEC/MEF implementado fornece bons resultados
quando comparado ao modelo construido no programa ANSYS indicando a eficiéncia da
formulacdo implementada.

Assim, de acordo com os resultados obtidos para esse exemplo constata-se que a
formulacdo proposta fornece bons resultados quando comparado aos resultados fornecidos por
um modelo equivalente construido no software ANSYS. Portanto considera-se validada a
formulacdo proposta e sua implementacao.

4,70E-03

4,68E-03

4,66E-03

4,64E-03
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Elementos

——ANSYS Fibra Inclinada ~——ANSYS Fibra Inferior
——Este Trabalho Fibra Inclinada ——Este Trabalho Fibra Inferior

Figura 11 - Deformagao eléstica fibras.

6.2 Viga bi-apoiada com enrijecedores longitudinais e transversais

Nesse exemplo serd discutida a estrutura mostrada na Figura 12. Trata-se de uma estrutura
plana, bi-apoiada, de trés metros de comprimento por cinqgiienta centimetros de altura. O

carregamento atuante na estrutura € constituido por uma forca de superficie igual a
IOOOOka , prescrito em sua face superior. Sdo distribuidas fibras no dominio da estrutura
m

conforme indicam as linhas na cor azul, apresentadas na Figura 12. As fibras s@o divididas em
superior, inferior e estribos as quais formam um sistema de trelica no interior da estrutura. As
propriedades dos materiais adotadas para a estrutura sdo as seguintes: para a matriz

E=2,510 ’dy , e v=0,20, para todas as fibras foi considerado E =2,1-10° kly , € médulo de
m m

encruamento isétropo K? =2,3333-10 ’dy ,, no entanto a drea da se¢do transversal foi
m

considerada diferente para cada uma delas. Para as fibras superiores tem-se
S =4,0-10"*m>, fibras inferiores S =9,8-10*m? e estribos S =7,85-10"m?. Para

superiores inferiores estribos
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as fibras inferior e superior a tensdo de escoamento foi admitida igual a o, =500-10’ ’dy ,€
m
para os estribos essa grandeza foi considerada igual a o, =250-10° ’dy 5 -
m

Fy = 10000 kN/m

IR A R A

|, 005

0,20 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 025 0,25 025 0,20

0,40

ITa)
0,05 <
S

\ N
y , : .
ANANNN Fibra Superior Fibra Inferior Estribos

3,00 |

0,05

N4

Figura 12 - Estrutura analisada, dimensdes em metro.

O contorno foi discretizado em 700 elementos enquanto nas fibras foram utilizados 250
elementos finitos. A regularizacdo é executada fazendo-se o processo de minimos quadrados
nas equacgoes fornecidas pelo MEF. Foram analisados os deslocamentos ao longo do contorno,
as deformacdes elasticas e plésticas e as forcas normais nas fibras superiores e inferiores e
também no estribo central. Esses resultados foram comparados aos fornecidos por um modelo
equivalente construido no software ANSYS. No modelo do ANSYS foram utilizados 15000
elementos, distribuidos em uma malha regular, para a discretizacdo do dominio, enquanto nas
fibras foram empregados 1100 elementos.

Os diagramas comparativos dos deslocamentos no contorno da estrutura sao apresentados
na Figura 13 e Figura 14. Nesses diagramas os deslocamentos sdo apresentados em funcdo da
numerac¢do dos nds no contorno sendo que essa numeragdo comecga no canto inferior esquerdo
e, a partir da face inferior, cresce no sentido anti-hordrio. Conforme apresentam essas duas
figuras, o modelo proposto de acoplamento MEC/MEF fornece bons resultados quando
comparados ao modelo do ANSYS. Tanto os deslocamentos na direcdo x quanto na direcdo y
obtidos por ambos modelos numéricos considerados convergem, validando assim a
formulacao do acoplamento MEC/MEF proposto e implementado.
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Figura 13 - Deslocamento X contorno.

Figura 14 - Deslocamento Y contorno.

Os resultados obtidos para as fibras superior e inferior sdo mostrados na Figura 15, Figura
16 e Figura 17, onde sdo estudadas as deformacdes eldsticas, pldsticas e a for¢ca normal
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respectivamente. Nessas figuras essas grandezas sdo comparadas aos resultados fornecidos
pelo programa ANSYS. Por meio desses resultados, contata-se que as respostas obtidas sdo
concordantes entre os métodos numéricos empregados validando assim a formulagao para o

E. LEONEL, W. VENTURINI

acoplamento MEC/MEF proposta e implementada.
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Os resultados para as deformacdes eldsticas, plasticas e for¢ca normal foram também
comparados para o estribo central da estrutura, sendo os mesmos apresentados na Figura 18,
Figura 19 e Figura 20. Nessas figuras as grandezas citadas sdo apresentadas em funcdo da
posicdo da fibra, a qual cresce de acordo com o crescimento da coordenada y dos elementos

Figura 15 - Deformagdes elasticas.

Figura 16 - Deformagdes plasticas.
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Figura 17 - Forgas normais.

no estribo central.
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Figura 18 - Deformacdes eldsticas estribo central.

Conforme mostram essas figuras os resultados obtidos pelo modelo de acoplamento
MEC/MEEF proposto sdo concordantes com os resultados fornecidos pelo programa ANSYS.

Figura 19 - Deformacdes plasticas estribo central.

Assim considera-se validada a formulacdo proposta e implementada.
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Figura 20 - For¢a normal estribo central.

7 CONCLUSOES

Nesse trabalho foi apresentada uma formulacdo para a andlise de dominios enrijecidos
utilizando o acoplamento entre o método dos elementos de contorno e o método dos
elementos finitos. A formulagdo proposta foi desenvolvida para levar em conta o
comportamento estrutural ndo-linear fisico dos enrijecedores, sendo trés os critérios de
encruamento considerados na implementacdo. Sobre o conjunto final de equagdes do
acoplamento MEC/MEEF, aplica-se o processo de regularizacdo por minimos quadrados. Esse
procedimento € necessario devido a ado¢do de diferentes aproximagdes para os deslocamentos
e forcas de superficie nos elementos de fibra, o que faz com que sejam geradas mais equagdes
que incognitas na andlise. Esse procedimento levou a resultados precisos como verificado.

A formulacdo proposta foi testada e os resultados das andlises foram comparados as
respostas fornecidas por modelos construidos no programa ANSYS. Os resultados sdo
satisfatorios e confirmam a precisdo da formulagdo proposta. Mesmo em estruturas onde os
enrijecedores apresentam uma configuracdo geométrica complexa no interior do sélido, como
nos exemplos 1 e 2, a formulacdo proposta conseguiu representar corretamente o
comportamento estrutural.

Assim, pretende-se incluir, na formulacdo desenvolvida, os efeitos do escorregamento entre
as fibras e o meio, bem como a inclusdo de problemas de propagac¢ado de fissuras em dominios
enrijecidos. Esses modelos estdo ja em desenvolvimento e seus resultados serdo brevemente
disponiveis.
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