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Abstract: Neste trabalho € feita uma descri¢dao da formulagdo de um elemento finito de cascas
cilindricas, originalmente habilitado para materiais homogéneos isétropos, para lidar com
dutos/painéis cilindricos apoiados em base eldstica e feitos de materiais compdsitos
laminados que podem ter propriedades piezoelétricas. Esse elemento finito de casca cilindrica
possui quatro nés funcionais com cinco graus de liberdade por né e tem como principal caracteristica,
representar superficies cilindricas com aproximacdo geométrica exata. Convém notar que o enfoque
deste trabalho ¢ essencialmente matemadtico, onde sdo deduzidas as formas explicitas da matrizes de
rigidez el4stica, piezoelétrica e di-elétrica, ficando os resultados numéricos a serem apresentados em
um futuro préximo.
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1 INTRODUCAO

Componentes estruturais denominados de cascas sdo aqueles formados por laminas onde
geralmente as superficies médias nao sao planas, que em muitos casos tanto os problemas de
flexdo quanto os de membrana sdo simultaneamente ativados. Dada a essa caracteristica, €
freqiiente encontrar na literatura a designacdo de casca plana quando um componente
estrutural de superficies planas co-mobilizar ambos efeitos. Outras classificagdes podem
ainda ser atribuidas a grande familia das cascas dependendo do enfoque selecionado, tais
como: modo de geracdo (translacdo e revolugdo), indice de esbeltez (delgada, espessa),
relacdo raio/vao circunferencial (profunda, abatida), perfis de curvaturas (cilindrica, esféricas,
coOnicas, etc), propriedades do material (repeti¢cdo posicional: homogéneo, laminado, e outros;
niveis de simetria: isétropo, ortétropos e outros; comportamento: eldstico, plastico e outros).
Apesar da grande diversidade da populacdo das cascas, um fator dominante que torna sua
representacdo matematica menos trivial é decorrente principalmente da complexidade de sua
natureza geométrica.

Na literatura podem ser encontradas equagdes governantes para muitos tipos de cascas de
materiais homogéneos (Soebel, 1981; Ugural, 2009; Flugge, 1973) onde solucdes analiticas
estdo disponiveis para poucos e especificos casos. Alternativamente as restricdes das formas
analiticas, surgem os métodos numéricos, que majoritariamente nos problemas de cascas sao
construidos segundo a filosofia do Método dos Elementos Finitos (MEF). Apesar do grande
esforco da comunidade do MEF em atacar os problemas de cascas, ainda existem muitas
lacunas para serem preenchidas, principalmente quando o objetivo € incorporar a
representacdo nao-plana das superficies médias. Algumas tentativas foram feitas para esse
fim, onde alguns aspectos (interpolacao, discretizag¢do, convergéncia e esforco computacional)
sdo ressaltados em problemas eldsticos de cascas de materiais homogéneos. Essas discussoes
podem ser encontradas, por exemplo, em (Hrennikof e Tezcan, 1966), (Fulton, 1966), (Cantin
e Clough, 1968), (Cowper et al.,1979) e outros. Em outra frente, alguns pesquisadores
partiram para adocdo de um campo de deformacdo ao invés do modo tradicional de
deslocamento (Sabir, 1984), (Djoudi e Bahai, 2003, 2004a,b) apresentaram um elemento
finito para casca cilindrica composta por materiais isotropicos baseado no método de
deformacgdes assumidas (Assumed Strain Model) combinado com a teoria de casca cilindrica
abatida incorporando o modelo de (Donnel, 1933,1938). Esse elemento foi aplicado tanto para
andlise estdtica quanto para vibracdo de cascas cilindricas.

Além de estruturas feitas de materiais homogéneos, os componentes envolvendo os
compdsitos laminados tem sido um outro tema que tem despertado grande interesse na
engenharia moderna. Segundo (Reddy, 2004) algumas linhas de abordagem podem ser
encontradas para o tratamento da mecanica de compdsitos laminados, desde versdes mais
simplificadas (p.ex., Teorias de Camadas Simples Equivalentes) até modelos mais
sofisticados (p.ex. Teoria da Elasticidade Tridimensional e Métodos de Modelos Miuiltiplos).
De uma forma geral, todos eles apresentam vantagens e desvantagens a depender do nivel de
detalhamento do fendmeno de interesse, desde que satisfacam aceitavelmente o
comportamento fisico “esperado” para o problema. Com intuito de tornar os equipamentos e
mecanismos mais eficientes, materiais que exibem propriedades de multicampos tem sido
cada vez mais utilizados nas solu¢des de problemas nas diversas dreas de tecnologia, tais
como: controle de vibracdo, bio-engenharia, medicina, odontologia, etc. Um dos fendmenos
que certos materiais multicampos podem exibir € a eletroelasticidade, que € caracterizada pelo
acoplamento dos campos de natureza mecanica (p.ex. as tensdes) com os da eletricidade
(p.ex. campos elétricos). Um dos aspectos bem explorado da eletroelasticidade estd associado
a pieozoelasticidade, que lida com a capacidade do material de transformar acdes (pressdes)

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXIX, pags. 1291-1306 (2010) 1293

mecanicas em efeitos elétricos (forma direta), ou no sentido reverso (forma conversiva) em
que mudangas de forma sdo produzidas pela acao de um campo elétrico. Na literatura existem
diversos trabalhos sobre a aplicacdo da piezoelasticidade em problemas de vigas e placas,
vide por exemplo (Maurini et al. 2004; Gopinathan et al., 2000), (Alzahrani e Alghamdi,
2003), (Mackerle, 2003; Benjeddou, 2000). No caso especifico de cascas cilindricas o nimero
de contribuicdes € sensivelmente menor (Chang-Qing Chen et al.,1996; Heyliger,1997; Jun-
Qiang Zhu et al.,2003; Gupta, 2010; Sheng e Wang,2009).

Neste trabalho a formulacdo do elemento finito de cascas cilindricas CYS de (Djoudi e
Bahai, 2003, 2004 a,b) ¢é revisitada de modo a remover as andlises restritas a materiais
homogéneos elésticos isétropos. Com isso, o elemento CYS € reformulado e habilitado a lidar
com dutos/painéis cilindricos apoiados em base eldstica e feitos de materiais compdsitos
laminados, que podem ter propriedades piezoelétricas. Convém enfatizar que apenas a
descricdo matemdtica do elemento € feita, ficando os resultados numéricos a serem
apresentados em um futuro trabalho.

2 FORMULACAO DE ELEMENTOS FINITOS

Nesta secdo sao discutidos as etapas requeridas para extensao do elemento finito de cascas
cilindricas. Inicialmente € descrito o problema da casca apoiada em base eldstica. Em seguida,
os procedimentos para a incorporagao dos efeitos piezoelétricos na casca sao detalhados.

2.1 Duto/painel laminado apoiado em base elastica

Conforme mencionado anteriormente, as teorias de cascas laminadas podem ser divididas
em Teorias de Camadas Simples Equivalentes (TCSE), Teoria da Elasticidade Tridimensional
e Métodos de Modelos Miultiplos. As duas udltimas lidam com niveis de idealizacdo mais
robustos para os campos de tensdes no interior e nas interfaces das camadas do Laminado. Ja
a familia de teorias de camadas simples equivalentes despreza alguns aspectos dos campos de
tensoes e deformagdes, principalmente nas regides de interface. As TCSE podem ainda ser
sub-divididas em teorias de ordem zero (cldssica), ordem um (inclusdo da formagdo por
cortante) e ordem superiores ( segunda e terceira). De um modo geral, esses sub-casos da
TCSE descrevem a cinemadtica da rotagdo da secdo transversal e a inclinagdo da superficie
média. Neste trabalho, a casca laminada serd descrita pelo modelo cldssico, cujas hipoteses
sdo apresentadas a seguir:

a) A espessura do laminado € muito pequena comparada com suas outras dimensoes;

b) As camadas do laminado estao perfeitamente aderidas;

c) Linhas perpendiculares a superficie do laminado permanecem retas e
perpendiculares a superficie apds a deformacao;

d) O laminado e as laminas sdo elastico-lineares;

e) As tensdes e deformacodes transversas (na dire¢ao da espessura) sdo despreziveis;

f) O laminado esta sujeito apenas a pequenos deslocamentos.

Convém notar que as hipdteses da teoria cldssica de cascas laminadas possibilitam uma
geracdo de relagdes que t€m forte ligacdo com a teoria cldssica de casca de material
homogéneo, requerendo na maioria dos casos, um ajuste conveniente das constantes
mecanicas para a representacdo das relagdes constitutivas do laminado. Assim, os
procedimentos para adequacdo de um elemento finito de casca cilindrica (originalmente
habilitado para materiais homogéneos, isétropos e elastolineares) para representar cascas
cilindricas de compésitos laminados elastolineares apoiadas em fundagdes eldsticas de
Pasternak.
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Djoudi e Bahai (2003, 2004a,b) utilizaram como ponto de partida para descri¢io de seu
elemento finito ( aqui chamado de CYS) foi adocdo da teoria de cascas cilindricas abatidas de
Donnel (1938) para descricdo das equagdes governantes (cinemdtica e equilibrio) do painel
cilindrico, cujas principais hipéteses sao:

a) Lamina com unica curvatura finita;

b) Regime de pequenos deslocamentos, rotacdes e deformacoes;

c) Conservacdo da planicidade das secdes transversais em ambas configuracdes
indeformada e deformada;

d) Conservacdo da ortogonalidade entre a secdo transversal e sua normal durante o
processo de deformacao;

e) Material homogéneo, isétropo, elasto-linear;

f) O esforgo cortante na dire¢do radial € desprezado (Q, =0);

g) A contribui¢do dos deslocamentos no plano médio (u e v) na deformagao de flexao é
desprezada.

h) Vinculos rigidos

Convém notar que as hipdteses (e, f) sdo as restricdes de Donnel para representagdo da
casca cilindrica abatida. Além disso, no elemento CYS deduzido por (Djoudi e Bahai, 2003)
foram impostas completamente as hipéteses d e h.

No presente artigo, o material poderd também ser um material compdsito laminado
(portanto, nao homogéneo) e ainda apoiado sobre vinculos eldsticos idealizados como uma
base eléstica de Pasternak, vide Figura 1.

Figura 1: Painel cilindrico sobre base eldstica

Assim, levando-se em conta o modelo de Donnel com a relaxacdo parcial das hipéteses g e
h para a estrutura e o modelo discreto de Pasternak para o solo, o funcional de energia pode
ser escrito no sistema de coordenadas cilindricas (X,y = 0r,z) como:

U= [ Dl +[ {8 [D. Fka ()
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onde o vetor dos deslocamentos é {8} ={u v w ow/ox 0w/dy}e a matriz constitutiva
da base eldstica [DS] fica:

(0] Do e 0
[DS]{[O]T [Dsf]] [D,]=| 0 cz) 0

0 G

S

Sendo as matrizes nulas, [0*]quadrada de ordem 2 e [0] retangular de dimensio 2x. k,,G,

sdo os parametros de rigidez da fundacdo de Pasternak. J4& o vetor das curvaturas
T 4 .
{tw} ={€x g,V X X, Xxy}edado por:
ou du w du dv o’w
£,=—, & =———, Y, =—+—, X
ox ady r dy Jx

2 2
=Y x :a_w, xzzzaw 2)
ox Yooy’ oxdy

sendo u, v e w sio os deslocamentos axial, circunferencial e radial; r € o raio da casca. Ja a
matriz constitutiva D nas direcdes (x,y,z) para o compdsito laminado da casca na Eq. (1),
fica:

[l ]

(2.a)
B] [c]

Onde as sub-matrizes [A], [B] e [C] sdo dadas por:

Ay Ay Ay B, B, By C, C, Cg Qi(l Qi(z Qi(s
[A]: Ay Ay Ay ’[B]: B, B, By ’[C]: C, Cp Cy ’[Qk]: Qi(z ng Q§6

A Ay Ag Bis By Vi Cis Cy Co Qi(a Q;G nga
c

Ncamadas 1 Ncamadas 1 Ncamadas
A= 2l -ho )0l By=2 S -n b = S ni R e

k=1
onde h, e Qg sd0 a espessura e as componentes das propriedades mecanicas da k-ésima

lamina do compdsito no sistema X,y, que podem ser obtidas a partir da transformacgdo do
sistema principal de ortotropia X,y , pela relagado:

Qf, = Qf cos* B, +2(Q} +2Qf )sen’0, cos® B, +QLsen’,
QL =(Qf, + Q% —4Q¥k )sen’0, cos® 0, +Qj(sen*®, +cos* 6, )
Q%, = Qfsen*d, +2(Q}, +2Q% )sen’8, cos> 0, + Q% cos* 0,
Qs =(Q/ — Q) —2Q4)send, cos’ B, +(Q, — Qs, +2Q/)sen’d, cos,
Q4 =(Q), —Qf —2Q )sen’d, cosB, +(Q}; — Qk, +2Qf )send, cos’ 6,

Qf, =(QF + Q% —2QF —2Q% )sen’0, cos” O, + Qf (sen’d, +cos*,)
com:
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Tk Gk Rk Sk Rk Tk
61( — El 6 _ VIZEZ _ VZIEZ 61( _ E2 61( _ak
11_1_—k—k ’ 12_1_—k—k _1_—k—k ’ 22_1_—k—k > 66 T 12
V12V21 VIZVZI VIZVZI V12\/21

onde as propriedades da lamina k-ésima sao: (Ef,E;), os moédulos de elasticidade
longitudinal segundo as dire¢des principais 1 e 2 de ortotropia; (G};,vlkz), 0 moédulo de
elasticidade transversal entre as dire¢des 1 e 2 e o coeficiente de Poisson; 0, , o angulo entre
os eixos X e X, vide Figura 2.

= T 1 T]
., h, h
Superficie médja E }11r1<+1 l |
)
Lyl
Camada 1 _I___ .

de—\

Figura 2: Detalhes geométricos das camadas no laminado

Neste trabalho sdo adotadas as mesmas interpolacdes para os campos de deslocamentos e
deformagdes utilizadas por (Djoudi e Bahai, 2003) (no elemento finito de casca cilindrica
(CYS) para materiais homogéneos e isétropos). Esse elemento possui quatro ndés com 5 graus

de liberdade (mecanicos) por nd, sendo trés translacdes (¥ ,V, W) e duas rotagdes (?)—W , g—w),
X oy

vide Figura 3a. (Convém notar que os graus de liberdade dos nés j e 1 ndo foram indicados
para ndo saturar a figura), por isso as funcdes de forma possuem 20 constantes independentes.

{fpm}\ .
)

”

(a) (h)

Figura 3: Graus de Liberdade da casca: a) eldsticos, b) elétricos
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Assim, as deformagdes ficam:
£, =a; tagy
£, =da, +a10x—1/r(a12x2 12+ a13x3 16+ aMy)c2 12+ alsyx3 /6)
Vo =a;, —(a,y)
X, =a,+agX+a,y+asyx
X, =a,+a,x+agy+ayxy

X, =ay+Q2a,x+ a,x* +2a,y+a,y’) (3 a,b,c,de,f)

Ja os deslocamentos e as rotagdes:

u
vi=[6,(x y)Hal+ (6, (x )] (4a)
\%%
ow / 9x N A
= [GZI(X’ Y)]{a}"‘ [Gzz (X’ Y)]{a}
ow / dy
com.
{Q}T:{% a, ... alo}’ {é}l:{au A e azo}’
0 i 0 1 0 y x x'y 0 -y
2r , , ,
G, (x,y)]=|—L —x L 22X 0 1 -x 0 22y x-y
r r 2r 2
1 x y 00 0 0 0 0 0
Y o 0 0 0 0 ' 0 -y -y
2 % 241 . 120r 12r
_|x y y vty y?
G (. y)]= 2 0 0 0 0 61 61 24r 24r 4r
T S SNNEUS AN St AN A AN 55 AN 4
6 2 6 2 2 6 6
[G (x )]_ 01 00 O0O0O0OO0O0OO0
2Y0510 001000000 0
_ 2 _ 2 _ 2 _ 3 _
[Gzz(x’y)]: 2 3 2 ( 2)
0 O 0 —x —x -y —X-y -y Zwy) -2
2 6 2 2 2

Os deslocamentos da casca na forma matricial fica:
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{s}T:{u e a—W}=[Gu]{ai} 59

onde:

[Gu]: |:G11(X’ ) G, (X’Y)}
G, (x,y) Gu(xy)

Quando as coordenadas de cada né sdo substituidas na Eq. (5 a) entdo:

®.}=[C,Ja } (5b)
onde:
ow, Jw, ow, ow; ow, ow ow, ow
{SC}T:{ui Vi oy R 8XJ ayJ B Y W 8xk ayk W axl ayl}

As constantes (a;) podem ser obtidas de:

{a.}=[c,]'{.} (5¢)

A partir das equagdes (5 b) e (5 c¢) os deslocamentos e rotacdes de interesse podem ser
escritos em fun¢do dos graus de liberdade do elemento resultando em:

{3}=Ic,]-1c,17'{8.} (5d)

O vetor das deformagdes e curvaturas [y]pode ser escrito em funcdo dos graus de
liberdade pela aplicagdo das relagdes Eq. (1) de uma forma apropriada nas linhas do vetor {5}
dado em 5d, resultando em:

{y}=[B,]a] (6 )
tv}=[B,Ic,]"[5.] (6b)
Introduzindo-se a Eq. (8b) e a Eq. (7d) na Eq. (7e), a energia potencial fica:
U= B K e+ B R s ©0)
onde as matrizes de rigidez da casca e da base elastica ficam:
k. )= Jle TB.] PIe. Jei ha )
K. J=Jle:Tlo. T Jo de: ha ®

O célculo das integrais da Eq. (7) e da Eq.(8) resulta em:

K. ]=[; ]T{i 5. T DI, ]w«w}[c:]: lc: Tl ] ©

—-a—b

&, |- [C;I]T{T (6.7 D Io, ]dxdy}[c:]= SHINeN <l (10)

—-a-b
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Os valores explicitos da matriz Q na Eq. (9) podem ser calculados computando as
contribuicdes dos efeitos de membrana e de flexao conforme discutido a seguir:

T 1

As matrizes B, e B, na Eq. (11) s@o obtidas a partir da Eq. (3), isto é:

lv.]=[B.]a}. [w,]=[B, }ia}

com:
1y o 0 0 0 0 0 0
[B.]=[0 0 1 x 0 —x*/2r —x*/6r —yx*/2r —yx’/6r
000 —y 1 0 0 0 0

Il x y xy 0 0 0 0 O
[B,]J=|10 0 0 1 x y xy 0 0
0 0 2x x> 0 2y 0 y* 1

{E}T:{a7 dg ady a;y A A Az Ay a15}

{E}T:{alz a3 Ay A5 A Ay A Ay azo}

Apds a integracdo na Eq.(11), seguida da superposicdo dos termos dos efeitos de
membrana e de flexdo, os elementos nao-nulos das matrizes [Q] e [QS] sdo apresentados no
Apéndice 1.

O sistema algébrico do problema da casca cilindrica pode ser obtido pelo acimulo das
contribuicdes de todos elementos finitos, resultando em::

K, Kut={F.} (12)

Onde {U}L{F,} sio os vetores de deslocamento e forgas da estrutura, que retine as
contribuicdes de todos elementos finitos de cascas cilindricas.

2.2 Efeito piezoelétrico no duto/painel laminado

A piezoeletricidade linear € regida pelas seguintes hipdteses:

a) O campo elétrico é quase-estatico e varia linearmente na direcdo da espessura da
Lamina;

b) As equacdes da elasticidade linear estdo acopladas com as equacdes de balango de
carga da eletrostatica por intermédio de constantes piezoelétrica;

¢) Gradiente de polarizagao € zero, de forma que forgcas volumétricas elétricas estdo
ausentes;

d) As equacdes constitutivas sao a tinica fonte das interagdes eletromecanicas;

e) Efeitos magnéticos sdo assumidos despreziveis quando comparados com os efeitos
elétricos;

f) Variagdes devido a campos térmicos sao admitidas despreziveis.
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As relagdes constitutivas da piezoeletricidade linear na k-ésima lamina do compdsito
laminado, envolvendo as formas direta e reversa (conversiva), em coordenadas globais sdo

dadas por:
o' }=lc* et - la* et} (13)

D t=la et b+ [ ) (14)

Onde {o*}{*}{E*} ¢ {D*} sdo componentes de tensdo, deformagdo, campo elétrico e

deslocamento elétrico. Ja |C*||d*|[«*] sdo as matrizes eldstica, piezoelétrica e di-
elétricas.
O campo elétrico pode ser escrito em funcao do gradiente do potencial elétrico:

{E*}=-vip} (15)

Ja a energia livre de Helmholtz (entalpia elétrica) pode ser escrita como:

U= [} Dlyloa {6 0 Jojoa - [6) kol +- [ elfoka 16

Onde
[f]:{[a] [b]}e[g]:{[p] [(l]}
[b] [c] [a] []
Com
0 0 a, 0 0 b, 00 c 0 0 d
[a]=[0 0 a3 [b]=]0 0 b, Jel=j0 0 C3 ’[dk]: 0 0 dj
0 0 a, 0 0 by 0 0 cy 0 0 dy
Py P O 4; 9, O L, 5, O _Ki(l Kfz 0
[P]: P Pn O ’[(l]: 4y, 9» O ’[r]: L, L, 0 ’[Kk]: Ki(z Kl;z 0 a7
0 0 Dpe 0 0 qg 0 0 1 100 Kés
€
Ncamadas 1 Ncamadas 1 Ncamadas
a; = Z(hk_hk—l ﬁ’bij:z Z(ahi—hi_lhﬁ’ Cijzg Z(hi—hi_lhﬁ
k=1 k=1 k=1

Ncamadas 1 Ncamad(as 1 Ncamad(as

Py = ;(hk —hy, 5’ q; :E z hi —hy, )KE > I =3 hy —h;, )K'k' (17.b)

1
k=1 k=1

onde h, e QE sdo a espessura e as componentes das propriedades mecanicas da k-ésima

lamina do compdsito no sistema X,y, que podem ser obtidas a partir da transformagao do
sistema principal de ortotropia X,y, pelas relacoes:

kK _ 7k 2 Tk 2 kK _ 3k 2 Tk 2 k _ 3k 7k
d;, =d; cos” 0, +d3,sen0,, d;, =d;, cos” 0, +d3sen’0,, di =(d;, —ds3,)send, cosO,,

kK _ 3k 2
d;, =d,, cos” 0,

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXIX, pags. 1291-1306 (2010) 1301

kK _ =k 2 —k 2 kK _ =k 2 —k 2 kK _ =k =k
K, =X, cos” 0, +K,,sen"0,, k,, =K5,cos” 0, +K;;sen"0,, K, = (K, —K,,)send, cosO,

onde as propriedades da IAmina k-ésima sdo: (d}

ij ?

Kg), constantes piezoelétricas e di-elétricas

segundo as direcdes principais 1 e 2 de ortotropia.

Admitindo-se uma interpolacdo linear nas trés dire¢des (radial, circunferencial e
longitudinal) para o potencial elétrico, € gerado os graus de liberdade elétricos associados ao
valor médio ¢, e ao gradiente ¢, do potencial elétrico, vide Figura 2b . Assim, interpola¢do

do potencial elétrico é dada por:
o(x,y,2) = [LKo. } (17 ¢)
Onde:
[L]={N, zN, N, zN, N, zN, N, zN,}
o =tow 00 0y 05 0 O 00 04
N, =(1+x/a)l+y/b)/4, N, =(1-x/a)l+y/b)/4,

N, =(1-x/a)l-y/b)/4, N, =(1+x/a)l-y/b)/4

Introduzindo-se Eq. (6b), Eq. (17) na Eq. (16), a energia potencial discretizada fica:
1 . 1
U= e B R e B o e Sl ko) as)

Onde [Kuu Je lﬁuul ja foram discutidas na se¢do 2.1. As demais matrizes na Eq. (18) podem

ser escritas como:

[, ]=[lc; T B, I [d,, JLla (19)

K, ]= [[LT e,y [LYiA (20)

De uma forma mais especifica, o cdlculo das integrais na Eq. (19) e Eq.(20) pode ser efetuado
como:

[K,,]= [C;‘F{T [[8,1 [Bb]TP‘E(;“]] [g)blﬂ[L]dxdy} -lcTl.] v

[K¢¢ ] = {j :lf [L]T [qup IL]dXdY} = [Q¢¢ ] (22)

Ap6s o cdlculo das integrais na Eq. (21) e Eq.(22), os valores explicitos das matrizes [QU¢J
e [Q¢¢J podem ser obtidos e estdo mostrados no Apéndice II.

O sistema algébrico do problema da casca piezoelétrica apoiada em base eldstica fica:
|:[K uu ] lK uf q{{U}} {Fu }
= (23)
K] K, ]l@} " 1E,
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3 CONCLUSOES

Neste artigo foram deduzidas as formas explicitas das matrizes de rigidez eléstica,
piezoelétrica e di-elétrica para um elemento finito de casca cilindrica. Para este fim, a formulacao do
elemento CYS, que é restrita a materiais homogéneos, isétropos e eldsticos, foi revisitada e
readequada para analisar cascas cilindricas feitas de material multi-campo, que podem estar apoiadas
em bases eldsticas.
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Apéndice I

Nesta secdo sdo apresentados os resultados da dedugdo dos valores nao-nulos das matrizes
[Q] e [Q]S que contribuem para a matriz de rigidez dos efeitos eldsticos da casca e da base
eléstica.

Q(7,7)=4A,ab, Q(7,9) =4A ,ab, Q(7,11) =4A, b,
Q(7,12)=—(2/3)A,a’b/r—4B,ab, Q(7,15)=-4B,a’b/3,
Q(7,16) = —4B,,ab, Q(7,19) =—4B,,ab’ /3, Q(7,20) = —4B,ab
Q(8,8) =4A,,ab’ /3, Q(8,10) = —2A,,ab’ /3 Q(8,14) = —(2/9)A ,a’b’ /r — 4B,,ab’ /3,
Q(8,17) = -8B ,ab’ /3, Q(8,18) = —4B,,ab’ /3
Q(9,9) =4A,,ab, Q(9,11)=4A,.ab, Q(9,12) =—(2/3)A,,a’b/r— 4B ,ab,
Q(9,15) =-4B,.a’b/3,
Q(9,16) = —4B,ab, Q(9,19) = —4B,.ab’ /3, Q(9,20) = —4B,.ab

Q(0,10) = (4/3)A,a’b/3+4A ab’ /3+4B ,ab> /3,

Q(10,13) =—(2/15)A,,a°b/r—4B,,a’b/3,
Q(10,14) = -8B ,.a’b/3+2B,cab’ /3+ A ,.a’b’ /(9r), Q(10,17) =—4B,,a’b/3+ 4B, ab’ /3

Q(10,18) =2B,.ab’ /3

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar
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Q(111)=4Aab, Q(11,12)=-2A,a’b/(3r)-4B,ab,
Q(1,15)=-4Ba’b/3, Q116) = —4B,ab, Q(11,19) = —4Bab’/3, Q(11,20) =—4Bab
Q(12,12) = 4C, ab+ A ,,a’b /(51> )+ 4B,,a’b/(3r), Q(12,15) = 4C,a’b/3 + 2B ,a’b/(5r)
Q(12,16) =4C,,ab+2B,,a’b/(3r), Q(12,19)=2B,a’b/(9r)+4C, ab’/3,
Q(12,20) = 2B,.a’b/(3r),

Q(13,13) = (4/3)C,,a’b+ A,,a’b/(63r*) +4B,,a’b/(151),

Q(13,14) =4C ,a’b/3+4B,a’b/(15r), Q(13,17) = (4/3)C,,a’b+2B,,a’b/(15r),
Q(14,14) = (4/3)C,,ab” +(16/3)Ca’b+ A ,a’b’ /(15r*) + 4B ,a’b’ /(9r),
Q(14,17) = (8/3)ab(C,,b*> + C,.a*) +4B,.a’b’ /(9r),

Q(14,18) = (4/3)C,,ab” +2B,a’b’ /(9r),

Q(15,15) = (4/9)C,,a’b’ +(4/5)C a’b+A,,a’b’ /(189r*) + 4B,,a’b’ /(45r),
Q(15,16) =4C,.a’b/3, Q(5,19) = (4/9)C,a’b’ + (4/9)C,a’b’ +2B,,a’b* /(45r),
Q(15,20) = (4/3)C,a’b,

Q(16,16) =4C,,ab, Q(16,19) =4C,.ab’/3,Q(16,20) = 4C,.ab,
Q(17,17)=(16/3)C.ab’ +(4/3)C,,a’b, Q(17,18) =(8/3)C,.ab’,
Q(18,18)=(4/3)C,ab’,

Q(19,19) = (4/9)C,,a’b* + (4/5)C,ab’,  Q(19,20) = (4/3)C,ab’,

Q(20,20) =4Cab,

Q,(12,12)=a’b(3k 2’ +20G,)/15, Q. (12,16)=k.a’b’ /9,
Q.(13.13)=a"b(5k 2> +63G_)/315, Q,(13,17)=2’b’(k.a’ +5G )/45,

Q,(14,14) =k a’b*/15+ G a’b/5+4G a’b* /9, Q,(14,18)=a’b’(k b* +5G )/ 45,
Q.(15.15)=a°b(5k a’b> +15G_ *a® + 63G, *b)/945,
Q.(15,19)=2a’b*(k.a’b> +5G, *a’ +5G_ *b>)/225,
Q.(15,20)=a’blk a’b> +3G_ *a> +5G,_ *b2)/45, Q,(16,16)=ab’(3k b> +20G, )/15,
Q.(17.17)=k.a’b*/15+ G ab’ /5+4G a°b’ /9, Q,(18,18) = ab’ 5k b> +63G_ )/315,
Q,(19,19)=ab* (5k .a’b> + 63G .a> +15G_b>)/945,

Q,(19,20)=ab*(k,ab> +5G a> +3G.b>)/45, Q.(20,20)=k a’b’/9+ G a’b/3+G ab* /3
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B,

ij?

Onde coeficientes A.

ij?

C; foram definidos na Eq. (17.b). Os valores de a e bestdo

associados aos semi-comprimentos longitudinal e circunferencial do elemento. k ,G, sdo os

parametros de rigidez da fundacdo de Pasternak.

Apéndice 11

Nesta secao sdo apresentados os resultados da deducdo dos valores ndo-nulos das matrizes
lQ uq,J e lQ " Jque contribuem para as matrizes de rigidez piezoelétrica e di-elétrica da casca

0.,(71.2)=0,,(7.4) = 0,,(1.6) = Q,,(7.8) = by,ab
0,82)=0,,84=-0,86)=-0,88) =b,ab* /3
0,9.2)=0,,094=0,0,6)=0,,9.8) =byab
Q,,(10,2) = (2aby, —bbys)ab 16, Q,,(10,4) =—(2aby, + bb,s)ab/ 6
0,,(10,6)=-0,,(10,2), 0,,(10.8) =-0Q,,(10,4)
0,112)=0,,114)=0,,(116)=0Q,,118) =bab
0,12.2)=0,,0124)=0,,12,6) = 0,,(12.8) = —by,a’b /(6r) — c;,ab
0,132)=-0,,(134)=-0,,(13,6) = 0,,(13.8) = —b,,a*b /(30r) — c;,a’b/3
0,,(14.2) ==0,,(14,6) = —by,a’b’ [(18r) — (2c;sa + ¢, b)ab /3
0,,(14,4) = -0,,(14,8) = =b,,a’b’ /(18r) + (2cy5a — ¢y b)ab /3
0,,(15.2) = Q,,(15,6) =—by,a*b’ /(90r) — Bcysa + c; b)a’b 19
Q0,,(154)=0,,(15,8) = by,a*h’ /(90r) — (3csea — 5 b)a’b /9
0,,162)=0,,16,4)=0,,(16,6) =—cyab, Q,,(16,8) =—2c;,ab
0,,(17.2)=-0,,(17,6) = ~(c,a +2¢;b)ab/3,
0,,17.4)=-0,,(17,8) = (c,a - 2c;sb)ab /3
0,,(182)=0,,(184)=-0,,(18,6)=-0,,(18,8) =—c,,ab’ /3
0,,(19.2) = =0,,(19,6) = =(Bcyeb + cy,a)a’h /9

0,,(19.4) =—0,,(19,8) = (-3¢,sb + cya)a*h /9
0,,(20,2)=0Q,,(20,4) =0,,(20,6) = Q,,(20,8) = —c;sab

Qyo (LD = —Q,, (15) = Q,, (5.5) = (2a°p,, + 3abp,, +2b”p,,)/(6ab)
Q,,(1,2) = (2a® *q,,, +3abq,, +2b* *q,,)/(6ab)

Qy (1L4) = (a’q,, —2b%q,,) /(6ab)
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Q,, (1,6) = —(a’q,, +3abq,, +b’q,,) /(6ab)
Q,, (1.8) = (-2a’q,, +b’q,,) /(6ab)
Q, (13) = (a’q,, —2b’q,,) /(6ab)
Q,, (1,7) = (-2a’q,, +b’q,,)/(6ab)
Q,y (3.4) = (2a’q,, —3abq,, +2b* *q,,) /(6ab)
Q,, (3.6) = (—a’q,, +b’q,,)/(6ab)
Q,, (3.8) = (—a’q,, +abq,, +b’q,,)/(6ab)

Q,, (5.6) = (2a’q,, +3abq,, +2b’q,,)/(6ab)
Q,, (5.8) = (a’q,, —2b’q,,) /(6ab)
Q,,(7.8) = (2a’q,, —3abq,, +2b%q,,) /(6ab)
Q4 (3.3) =Q,, (7.7) = (2a’p,, —3abp,, +2b’p,,) /(6ab)
Q,,(35) = (-a’p,, +b’p,,) /(6ab)

Q, (3.7) = (—2a’p,, +abp,, +b’p,,)/(6ab)
Q,,(2.2) = (2a’r,, +3abr,, +2b’r,, ) /(6ab) + 4ab/9
Qyy (2:4) = (a’ry, —2b°r,;) /(6ab) + 2ab/9
Q. (2.8) = (—2a’r,, +2b’r,;)/(6ab) + 4ab/9

Q, (4.4) = (2a’r,, —3abr,, +2b’r;,)/(6ab) + 4ab/9

Qy (4,6) = (—a’ry, +b’r;,)/(6ab) + 2ab/9
Qy (4.8) = (=a’r,, +abr,, + b’r;, ) /(6ab) + ab/9
Q, (6,6) = (2a°r,, +3abr,, + 2b’r;,)/(6ab) + 4ab/9
Q,, (6:8) = (a’r,, —2b’r,,) /(6ab) +2ab/9
Q. (8.8) = (2a’r,, —3abr,, +2b’r,;)/(6ab) + 4ab/9

Onde coeficientes q;;, py,1; foram definidos na Eq. (17.b).

1
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