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Resumo: Os avangos da engenharia dos materiais e dagdscoonstrutivas tém tornado
possivel a construcdo de estruturas de piso maiss,lebuscando assim o maior
aproveitamento de espaco fisico com menor conswenoaterial. No entanto, é importante
observar que a reducado das secOes transversaia abbaaumento dos vaos tende a elevar o
nivel de vibracdo de uma estrutura do tipo plackepdo comprometer sua estabilidade. Uma
analise dinamica € necessaria principalmente se essutura estara submetida as acoes
oscilatdrias produzidas por acédo de pessoas oladainas. Neste trabalho foi desenvolvido
um programa para analise elastica de placas sulaseti acdo de forcas estéticas e
dindmicas. Através do Método dos Elementos Firetaslotando-se o processo de integracdo
numeérica de Newmark, foi desenvolvido um cddigo potacional inteiramente escrito em
linguagem Delphi 6. Além de oferecer um bom desempenumeérico, essa linguagem
permite a implementacdo de uma interface amigéaed plataforma Windows, tornando o
programa uma ferramenta pratica e de facil manus€mnsideram-se carregamentos
uniformemente distribuidos, sendo as acfes din&nstauladas através da variagcdo da
intensidade maxima do carregamento. A variacdo da ger uma forca normalizada de
variacdo senoidal caracteristica das forcas indszfgbr maquinas e atividades humanas,
cabendo ao usuario definir a frequiéncia de exa@tagd funcao do tipo de acdo que da origem
as oscilagbes. Assim, o programa permite a andléeseoutros tipos de excitacbes. Os
resultados obtidos para exemplos praticos forampeoados as solugbes analiticas e
demonstram a eficiéncia e o adequado funcionamaatterramenta. O programa permite
tanto analise estatica quanto dindmica para o lcalda esforcos e deslocamentos em
estruturas de piso retangular. Dessa forma, engeshe projetistas podem ter a disposi¢ao
uma ferramenta préatica para realizar verificac@sedjuranca em projetos estruturais.
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1. INTRODUCAO

Nas ultimas décadas a engenharia estrutural teistrastp diversos casos de problemas de
vibracbes em estruturas sob a acdo de carregandinéoricos. De fato, cada vez mais se
observa que as estruturas estdo menos robustasueloamtigamente. Isto se deve
principalmente aos grandes avancos alcancados coi@neia dos materiais e das novas
tecnologias, que permitiram o0 surgimento de novasenais mais resistentes, como
concretos de alto desempenho, materiais fibrososge eoutros, além das de novas e
sofisticadas técnicas construtivas. Aliado a igsmos também um notdvel aumento do
emprego de modelos de analise de estruturas cadaais refinados e eficientes, através de
programas computacionais mais precisos. Tudo iéso proporcionado a execucdo de
estruturas cada vez mais esbeltas, flexiveis ersenores secdes transversais, portanto, mais
suscetiveis as a¢fes de natureza dindmica. Dentligersos tipos de estruturas mais afetadas
por problemas de vibracdes, destacam-se os pidagedale edificacdes sujeitas a algum tipo
de atividade humana (Varela, 2004).

Embora sejam muitos os tipos de atividades humpossiveis de ocorrem em estruturas
de piso, as que envolvem pulos e/ou danga num neonorsincronizado entre pessoas podem
ser consideradas as mais importantes para a adai&®aica. A acao provocada por esse tipo
de carregamento, frente as caracteristicas uswaslajes em edificios residenciais ou
comerciais, pode produzir um efeito danoso ao cotapento da estrutura, principalmente
com relacdo aos estados limites de servico (FE6ER).

No entanto, até hoje muitas estruturas tem sid@gaaas e dimensionadas considerando-
se apenas carregamentos estaticos majorados. Mesmestruturas que venham a sofrer as
acOes de cargas dinamicas como, por exemplo, iedifiiestinados a atividade de ginastica
ou saldes de danca, o calculo estrutural é usuédnmealizado com a equivaléncia de cargas
estaticas. Muitas vezes esse tipo de simplificécddotado em razao da falta de ferramentas
adequadas para uma andlise dinamica. E importargeoqprofissional em projetos de
engenharia estrutural disponha de tal ferramenta pae possa acompanhar os avancos
tecnologicos e ampliar sua visdo em analise detasts, principalmente referente a analise
dindmica.

Sendo assim, neste trabalho foi desenvolvida umanfienta numérica que possibilita a
analise desse tipo de classe de estrutura. Atrdeébétodo dos Elementos Finitos foi
desenvolvido um cédigo computacional, inteiramesiito em linguagem Delphi (versao 6)
para analise elastica linear de placas retangutate®metidas a carregamentos uniformemente
distribuidos.

O programa foi desenvolvido utilizando-se os remsirsla programacdo orientada ao
objeto, principalmente na montagem da interfac®atedo-o assim uma ferramenta pratica e
de facil manuseio. Utiliza-se o elemento finito laca retangular de 4 nds e 12 graus de
liberdade, com um pequeno gerador de malha intdonprograma. Monta-se a matriz de
rigidez da estrutura e a solucdo é obtida pelo ttete Gauss. No caso da andlise dindmica,
utiliza-se o processo de integracdo numérica deniely adotando para a variagcdo do
carregamento uma forca normalizada de variacaadanoaracteristica das forgas induzidas
por maquinas e atividades humanas. Cabe ao usigiior a freqiéncia de excitacdo em
funcéo do tipo de acdo que da origem a estas oSesa

Assim, a ferramenta permite a analise de estruttoagencionais de piso sob acéo tanto
de carregamento estatico como dindmico. Um exenmpético serd apresentado para
demonstrar as aplicacbes e os resultados serdoacatas as solucbes analiticas para
comprovar a eficiéncia do programa desenvolvido.
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2. ANALISE ESTATICA DE ESTRUTURAS DE PISO

Em uma edificacdo convencional a estrutura prin@pde ser formada, por exemplo, por
porticos com elementos de vigas e pilares. Alénmededardo também parte da estrutura
principal as lajes. A fungéo das lajes € a de ciamovo patamar na edificacdo constituindo
assim a estrutura dos pisos elevados, além de podfarir certa rigidez ao portico.

Uma estrutura de laje poderd estar submetida aedifss tipos de carregamentos,
dependendo da utilizacdo do ambiente compostol@o®©epeso préprio e peso de material de
revestimento serd sempre uma forca estatica aossiderada. Podem atuar ainda cargas
distribuidas linearmente, como no caso das parddesalvenarias, parapeitos, corrimao,
tubulacdes de incéndio, etc. J4 para as cargas aifidentais € preciso avaliar o tipo de
utilizacdo daquela estrutura. A norma brasileiraRNB120 estabelece os valores de
carregamentos distribuidos por area para considlesatas cargas acidentais em projetos.

Com relacdo as acOes dinamicas, as lajes podensafddas as vibracdes de maquinas e
equipamentos, ou de atividades humanas. Essadaalied podem ser as mais diversas entre
dancar, caminhar, correr, saltar, etc. Observaestas situacdes principalmente em edificios
destinados a atividades de ginastica, esportdéessde danca e eventos.

Para a analise estrutural dos elementos do tipoelaj concreto armado pode-se fazer uso
dos principios advindos da Teoria das Placas. f»e émn analise estrutural as estruturas do
tipo laje sdo classificadas como elementos de BajgerOs elementos de superficie, por sua
vez, sdo divididos em estruturas do tipo placapabau cascas. No caso das lajes, estas séo
analisadas como elementos do tipo placas delgadas guas caracteristicas usuais. Existem
também as chamadas placas espessas. A diferergan@stonsideracdo dos efeitos
ocasionados pelo esforco cortante, pois para odasplacas delgadas a forca cortante pode
ser considerada desprezivel frente a acdo prepormdedos esforcos de flexdo. Neste
trabalho, portanto, faz-se uso da teoria das pkelgsadas.

Por definicdo as placas sdo elementos bidimensiamen espessutamuito pequena, se
comparada as demais dimensfes largura e comprimedto carregamento atua
perpendicularmente ao plano da placa e o elemeaiialha basicamente a flexao.

Segundo a Lei de Hooke, para um material no re@i@&tico linear, havera uma relacao
entre a tensdo e a deformacdo que pode ser exgerssdermos unidimensionais) por
o =¢[E . Nesta relacdo a tens&cse relaciona com a deformac@através do modulo de
elasticidaddée do material, e isso pode ser definido para cadgd@d de tensdo. Sabe-se ainda
que as tensbes sdo proporcionais aos esforcosiaateycasionados na estrutura, e as
deformacbes podem, por sua vez, ser relacionadas 08 deslocamentos por
compatibilizacdo geométrica. E possivel entdo eltabr uma relacdo entre os esforgos
atuantes e os deslocamentos ocorridos a partiradantento matematico das relacbes de
equilibrio, compatibilidade e da lei constitutiva thaterial. Com isso chega-se a equacgao
diferencial das placas que relaciona os deslocarmeetticaisv, em pontox ey no plano da
placa, com os carregamenf@atuantes na superficie da placa, na forma

64w+ 9*w +64W:f
ox* oxPdy’ ay* D
ondeD é uma constante que representa a rigidez da aléesdo, dada por

__EN¥
12(1-0?)

Neste caso, a constarilepode ser entendida como equivalente a rigidez/idas dadas

1)

(2)
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pelo produtoEl (mdédulo de elasticidade vezes momento de inéraisetdo). A propria
equacao (1) pode ser vista como a “superficieieddsda placa, em analogia a linha elastica
da teoria de vigas. Mas no caso das placas, haw#u@&ncia mutua entre as diferentes
direcbes de deformacao, por meio do coeficienteaigsorv.

E importante ressaltar que esta equac&o repreapeteas materiais isétropos, ou seja,
aqueles para o qual as propriedades fisicas daiala@o as mesmas em todas as direcoes.
No caso das lajes de concreto armado podemos eo@idas como elementos de placa
isétropa. A deducdo completa desta equacédo difetgmode ser encontrada no trabalho de
Martinelli (2003).

Conhecida a equacéo que relaciona o deslocamerttcaleom os esforcos atuantes na
estrutura de placa, poder-se-a partir entdo emaliescima solucdo para esta. No entanto, por
se tratar de uma equacdo diferencial parcial deajoadem a sua solugcdo exata sera dificil e
complexa. Por este motivo faz-se necessario azagdio de um método numérico
aproximado.

O Método dos Elementos Finito € um método bastadéguado a este tipo de analise,
permitindo a implementacdo de um programa de camdput que possa calcular
deslocamentos e esforcos em uma estrutura de pBasta que a estrutura real seja
discretizada em elementos finitos ligados atrav&@sd@s. A escolha de um elemento finito
conveniente depende do tipo de problema que senple@nalisar.

3. 0O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.1. O elemento finito retangular de placa

A teoria das placas explica como se comporta umegie solido plano com determinada
espessura quando submetido a acdes de carregamgaatpsovocam principalmente a flexao
transversal. No entanto, como a equacao advindadesria é de dificil solugdo, o Método
dos Elementos Finitos pode ser aplicado atravédistaetizacdo da estrutura de placa em
diversos elementos menores. A discretizacdo padeakzada de varias maneiras diferentes
sendo possivel estudar formas geométricas var{@ek, 1989). No caso mais comum €, no
ambito desta pesquisa, estudam-se apenas 0s ebsndestretos retangulares como mostrado
na Figura 1 a seguir.

SV@

Figura 1 — Elemento de Placa Retangular N com 4riisgraus de Liberdade
FONTE: CLOUGH, 1993.
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Este elemento finito retangular foi apresentadoiaimente por Adini e Clough em 1961
(Soriano, 2003). Pode ser aplicado a problemasgj@numa discretizacdo simplificada em
malha retangular é adotada. O elemento possuiajuas, onde atuam trés deslocamentos
possiveis em cada vértice, num total de doze gtadiberdade por elemento. Como visto na
Figura 1, as trés direcbes de deslocamentos corrdem a translacao vertical (eixo 2),
rotagdo em torno do eixoe rotagcao em torno do eiyo Respectivamente, os deslocamentos
relacionam-se aos esfor¢cos cortantes, momentaseffeha direcém e momentos fletores na
direcéoy. O elemento possui dimensd®gsb e espessura. E importante notar que, quanto
maior for a discretizacdo da estrutura e menonfetemento discreto, maior precisao sera
obtida nos resultados, porém o custo computacimadra aumentar.

Monta-se entdo uma malha de elementos ligadoseus 130s, sendo que cada elemento
possui uma matriz de rigidez dita elementar. Erdeselpor rigidez a capacidade de resistir
aos deslocamentos que |he sdo impostos por uma éaterna. A rigidez depende assim da
geometria do elemento e das caracteristicas dorielatgie o compde. No Método dos
Elementos Finitos faz-se a montagem da matriz gidez global da estrutura a partir da
matriz de rigidez elementar utilizando a regra deaspondéncia entre os indices dos nés e
graus de liberdade interligados. Para o elemestoeatd retangular a matriz de rigidez € dada
como mostra a expressao (3) a seqguir (Szilard,)2004

KM — Eh
¢ 7 180(1 —1v2)
- 2" 3 ey RUE G 7 ea&] NS gE., 212

F G -H L -M -N O —-P -0 I J -k |1

R =Z =M [T "¢, P -U. @ . =F § ¢ |2
1% N ¢ X 0 ¢ Y —-K ¢ w |3

F G H I J K o0 -p Q |4

R Z =J: .8 @ P .U ¢ |5

Symmetric Vv K ¢ W -0 ¢ Y 6

Vi o-N ¢ X |9
F -G —-H |10
R .z |U
. 1% 12
L J (3)
onde os termos da matriz sdo dados como segue:
s (42 — 12v + 60p% + 60p2)h? 0 [15p7! = 3(1 — v)p]h?
e ab ’ o a )
. (30p+3p7 !+ 120p7HA? , >
G P T [ £ ; R = [20p + 4(1 — v)p~ k2,
/]
(30p~ " + 3p + 12vp)h? 5
H = f ke P) X S=[10p - —v)p l]/1‘,
a
(=42 + 12v — 60p% 4 30p~2)h? , ;
7 o — ; p ) ; T =[10p — 4(1 —v)p~ 1A%,

ab
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i [30p + 3(1 — v)p~'Ih?
J = 5 ;
(157" = 3p — 12vp)h?

U =[Sp 4 (1 —v)g 82,

V =[20p"" 4+ 401 — v)plh°,

a

(—42 + 12v — 60p~2 4 30p*)h?

L= W =[10p"" —4(1 — v)plh?,
ab
—15p4 30" 4 P2up~"Ih* ;
M=( 2o pb+ e )], X =[10p~" = (1 = v)p]h?,
300! 4-3(1 — v)plh? e A i
e OB %50 =TI ¥ =[5p"" + (1 — v)plH?,
a
42 ~ 12y — 30p* — 30~ 2)i? .
Il el Z = (15vh?),
ab
~15p4+3(1 — v)p~'1H?
P AR S X ¢ =0,
b
b
p:.2 and pl=-.

b a

Monta-se também o vetor de forcas nodaisonde para cada direcéo de deslocamento ha
um valor correspondente de forca. Neste trabalhrmeate consideram-se as forcas externas
verticais, sendo que os carregamentos distribupdosarea sdo transformados em cargas
nodais equivalentes e estes valores lancados appada regra de correspondéncia.

As condicdes de contorno séo aplicadas ao sisteomiado através da chamada técnica
dos zeros e um, atribuindo o indice 1 ou O paraimgs ou ndo um determinado grau de
liberdade, a depender do tipo de apoio nos boreste trabalho foram implementadas
somente duas situacoes, por serem as mais comulagesnsonvencionais: placas com todos
0s bordos com apoio simples ou com todos os bagastados.

; |
s | % 4 v
X
0 Qe 3 - 0 PP o X
] R A
| I A
| [ %
: [ P 1
4 %
L ] 2
| a A o Ty
- a
-+ !
}’l Y

Figura 2 — Tipos de condicdes de contorno: (a)apionples e (b) bordos engastados

Para a andlise estatica do problema monta-senpmdanatriz de rigidez globHl, o vetor
de forcas nodai§ e resolve-se o sistema algébrico, escrito na forma

KX=F (4)

onde X é o vetor dos deslocamentos nodais a ser calculado.
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4. ANALISE DINAMICA DE PLACAS

A analise dinAmica de placas engloba novas vadaye¢ fazem parte do fendmeno do
movimento oscilatério. Sabe-se que um corpo em mewio pode ser estudado através da
relagcdo entre a sua massa e a forga atuante desszordo com as leis de Newton. Essa
relacdo é dada como sendo a aceleracdo do movinumsie corpo. Sabe-se que 0
deslocamento é fungéo da for¢a na proporcéo ingersegidez, e que 0s corpos ao vibrarem
possuem certo amortecimento, que pode ser defamdéuncéo da propria massa e da rigidez
do sistema, sendo relacionado a velocidade degte.co

Dessa forma, em analise dindmica de estruturasgmeéscrever estas relacdes de forma a
encontrar a equacao conhecida como equacéo gemabwlmento, na forma

M X +C k+K k= F(1) (5)

Verifica-se que para o caso particular de uma eage e velocidades nulas, e com uma
forca que néo varia com o tempo, a expressdo (B8fézida a expressao (4) apresentada
anteriormente, que nada mais é do que a expressa@tasticidade dos materiais, onde o
deslocamento € diretamente proporcional a forc&caad e inversamente proporcional a

rigidez do elemento. Em outro caso particular, oadérca If(t)é nula, diz-se que o

movimento é de vibragéo livre.

Assim, para a andlise dindmica é necessario regsalgquacdo do movimento, calculando
deslocamentos, velocidades e aceleragcbes no sistec@nico ocasionados pela variacdo da
forca no tempo. Serdo apresentados a seguir oeitmhae frequéncia natural, matriz de
massa e amortecimento, necessarios para a impkegadentomputacional da rotina de analise
din&mica.

4.1. Frequéncia de vibracdo da estrutura

A analise dindmica pode ser caracterizada atragéséd propriedades fundamentais: os
modos naturais de vibracdo, os fatores de amorteton e as freqiéncias naturais da
estrutura.

As frequéncias naturais dependem tanto das casdites geométricas da estrutura
quando fisicas do material que a compde. Estesregmlpodem ser obtidos de forma
aproximada utilizando também o Método dos Elemeriostos, porém, por questdes
praticas, para este trabalho optou-se por utiiZaequéncia analitica, calculada diretamente a
partir dos dados iniciais de entrada. Com issqjz-e@ 0 custo computacional, visto que para
o tipo de analise desejada somente interessa o dal@rimeira freqiéncia natural, e os
valores calculados analiticamente apresentam beeisfio. E importante ressaltar que, em
estruturas convencionais, a primeira freqUiénciengpse a mais preponderante ao movimento
oscilatorio, sendo os demais modos de vibragagnifgiantes frente a este.

Dessa forma, o programa desenvolvido calcula osreslda frequéncia fundamental do
primeiro modo da estrutura de acordo com o tipwideulacdo dos bordos da placa. Para
placas com bordos simplesmente apoiados a prirffreigéiéncia é dada na seguinte forma

(Szilard, 2004)
71 11D
W, = ﬂz{g +E}\/r:_n (6)

Na (6), o termaom é a massa especifica por unidade de area da laje.
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Para placas com todos os bordos engastados a ricegi@o primeiro modo é dada

aproximadamente por
7(1 4 1 1)\ D
=12 [—| —=+— +— |, [= 7
“s \/S(a“ 7 &1 b“j‘\/rn (7)

4.2. A matriz de massa

Todo elemento estrutural possui massa, e assiimdquaplicada uma forga sobre o
elemento, este devera apresentar uma aceleragdioegao da forca aplicada, conforme as
leis da fisica. O conceito de massa esta relacemoath 0 movimento assim como a rigidez
esta relacionada ao deslocamento.

A massa implica ndo s6 em um peso atuando sobra@tuga, mas também é uma
caracteristica intrinseca do elemento estrutural igfluenciard diretamente no movimento
oscilatorio deste corpo. Isso fica claro ja no ai@lada frequiéncia natural, que depende da
massa especifica conforme visto no item anterior.

A analise estrutural através do Método dos ElenseRinitos permite a montagem de uma
matriz de massa da estrutuvh de forma semelhante a matriz de rigidez. Os terques
constituem a matriz de massa elementar dizem tesgsi caracteristicas de inércia ao
movimento dos corpos, relacionadas as dire¢cbesslechmentos.

A matriz de massa elementar para o caso de plalsagsy dada pela expressaoa8eguir
(Szilard, 2004).

uab
s X

25,200
[ 3454 11
461 80 2
—461 —63 80 3
[ 1226 199 =274 2454 Symmetric 4
199 40 —42 461 80 5
274 43 =60 461 . 63 80 6
394 116 -116 1226 274 199 3454 $
{6 =30 28 ~274 —60 —42 461 80 8
116 28 =30 199 42 40 461 —63 80 9
1226 274 —199 394 116 116 1226 —199 274 3454 10
—274 —60 42 —116 =30 —28 —199 40 —42 —461 80 1
| -199 -42 40 —116 —28 —30 —274 42 —60 —461 63 80 |12

(S}

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 (8)

4.3. O Amortecimento

O movimento, conforme mostra a equacao (5), é mraado pela variacdo da energia
potencial e cinética. O amortecimento pode senikficomo a perda de energia do sistema
mecanico e diversos fatores contribuem para queaessa perda de energia. Dentre estes,
podemos citar o atrito do corpo com o meio fluido ¢aso o ar) e a deformacéo do proprio
corpo que gera um atrito interno entre as partcula

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXIX, pags. 1729-1746 (2010) 1737

O amortecimento da estrutura € fortemente inflagwipela geometria da mesma.
Segundo Rayleigh, um sistema pode ser represeptddanatriz de amortecimen®, que
por sua vez é proporcional as matrizes de mbksa rigidezK (Clough, 1993). Dessa
maneira, as relacdes entre estas matrizes saelesidhs por coeficientes numériase a;,
de tal forma que

C=g,M +aK 9)
onde
a, =2a,[¢, (20)
2¢
=__2n 11
&=— (11)

n

sendoa, a freqiiéncia natural da estrutura EHemdo n-ésimo modo de vibracéo, & a taxa

percentual de amortecimento do materiahg&gsimo modo.

Observa-se que, para valores de frequiéncias bairelacdo da expressao (9) é muito mais
influenciada pela matriz de massa através do tegmnalculado pela equacédo (10). Somente
para o caso de altas frequéncias a matriz de @gidea influéncia significativa no
amortecimento. Sabe-se que, para o primeiro modohidacdo, as estruturas convencionais
de piso apresentam frequéncias naturais de vadvastante reduzidos.

Conclui-se, portanto que, neste caso, basta calaulaalor de @ e a matriz de
amortecimento sera dada por

C=aM (12)

Assim, o programa calcula a matriz de amortecimargartir da matriz de massa, definida
conforme o item 4.2.

4.4. Anélise de vibracéo

Diversos sdo os métodos para que possa ser avaiatl@acdo de uma estrutura em
valores numéricos. Uma forma pratica e bastanteetoente para analise dos estados de
servico é a andlise de vibracéo através do cattaileariacdo dos deslocamentos de cada né
da estrutura discretizada em funcdo do tempo (gait@85).

A equacgdo do movimento é, no entanto, uma equadd@mtial que ndo possui solucao
fechada. Por isso, a solucdo por métodos numéapogximados auxilia na andlise de
vibracdo para o calculo dos deslocamentos e tandlaémaelocidades e aceleragdes.

Assim, o Método dos Elementos Finitos pode sercagt, sendo agora necessaria a
implementacdo de uma técnica de integracdo numggicaresolver a equagédo do movimento
e obter os valores de deslocamentos, velocidadesleracdes nodais.

Dentre os métodos de integracdo mais conhecidds cedtflétodo de Newmark. Este
método possibilita uma aproximagdo bastante coemémipara a variagdo da aceleracdo em
cada intervalo de tempo.

O processo consiste basicamente em supor queagdarda aceleracdo do sistema ocorre
de forma linear através de coeficientes numéricéseptabelecidos, para cada intervalo de

tempo At. Assim, conhecendo-se a aceleradi—,ique corresponde ao tempp, pode-se

calcular a acelera(;é\ii}+1 para o tempd,,,. Considera se para tanto que a variacdo da mesma
é linear entre estes dois pontos no tempo.
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Essa variagcdo € representada pelos termos numeéri@$ que sdo parametros que
induzem a variagéo linear em cada intervalo, deeinamue a integracao desses intervalos
correspondem a variacao real de forma aproximada.

A expressao de Newmark para o calculo dos deslatas@ermite, portanto calcular o

deslocamento de um ponto em um tengpoa partir do tempd, de acordo com a equagao
(13) a sequir (Rao, 1996).

. mM{—l zx+i*x+[—1—1jﬁ}
X _[ ! M + [A?tC-FK} P a(At) ant 2 (13)
a
T el g
alt a a 2

E necessario, porém conhecer de antem&o a velec@adieslocamento inicial para ent&o
calcular a aceleragéo inicial do sistema. Em segusidlo atribuidos valores adequados para 0s
parametros:. e p. E dado ento inicio ao processo numeérico, caldol@ deslocamento para
t.,, a partir do tempa , iniciando poii = 0.

Pode-se considerar, para analise de lajes convenisjajue a estrutura parte do repouso.
Sendo assim a velocidade e o deslocamento inis@snulos. Os valores dee B sé&o
tomados como sendo =0,25 e £=0,5. Isso se deve pelo fato de ter sido comprovado

experimentalmente que para valores [leiguais ou inferiores a 0 resultam em um
comportamento que corresponde a uma vibracdo acita@a (Rao, 1996). Dessa forma, é
como se houvesse uma auto-vibracdo da estruturags edeslocamentos crescem
exageradamente. Constatou-se também que para svalerf maiores do qued,5 um
amortecimento positivo € introduzido ao sistemass® iacaba por reduzir a precisdo do
mesmo, pois 0 amortecimento considerado sera rdaigue o real. Portanto, neste trabalho
adotaram-se os valores recomendados por Rao elCloug

O processo, por se tratar de uma integracdo nuamédctera funcionalidade para anélises
em intervalos de tempos de integracdo pequenoac@reo com varios estudos de vibracao,
pdde-se verificar que os métodos numéricos devédimantpassos de tempo inferiores &, T/
onde T € o periodo, ou seja, o inverso da freqaérciesse intervalo “limite” da-se o nome
deAtgit.

Para a analise de vibracédo da estrutura tambéroeds@io conhecer a fungcdo matematica
que representa a variagao da forca aplicada soestgura, bem como o intervalo de tempo
total que se pretende analisar. Essa for¢ca poddiversas formas de variacdo (senoidal,
séries de cossenos, exponencial, entre outraslueg@id do tipo de acdo mecénica que a
provoca. Neste trabalho optou-se por desenvolver sub-rotina onde o programa pode ler
um arquivo texto que contenha o nivel de variagi@ gada intervalo de tempo, sendo o
intervalo total igual ao numero de linhas destaui@a Assim, a ferramenta desenvolvida
possibilitara a andlise de qualquer tipo de vadagé forca, desde que 0 usuério monte
corretamente o arquivo texto a ser lido.

Assim sendo, para atender aos objetivos destelligbaera fornecido junto com o
programa um arquivo padrdo com variacdo senoidafcteristica das forcas induzidas por
atividades humanas, na forma

p=p, Berfan ) (14)

ondepo € o valor da amplitude méxima a ser fornecido psleério,w € a frequiéncia da forca
e At o intervalo de tempo. Este arquivo servird de h@ae as andlises dindmica de
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estruturas de piso convencionais. Caso seja ne@ess@avaliacdo de estruturas de placa
submetidas a outros tipos de oscilagdes, o uspéde confeccionar um novo arquivo texto
com os dados de variacao da forca dinamica e fnetpiée excitacdo adotados.

5. APRESENTACAO DA FERRAMENTA SIAN LAJES

O algoritmo empregado na ferramenta computacioeslemvolvida neste trabalho é
baseado nas matrizes e equacdes apresentadasnsaniteriores.

E importante garantir a eficiéncia numérica do prow para evitar que erros NUMEricos
interfiram nos resultados finais. A linguagem Dékpluma linguagem dita de alto nivel e que
e permite uma 6tima e adequada eficiéncia numgeca este tipo de problema. Além disso,
o Método dos Elementos Finitos e a técnica de iatép de Newmark tém oferecido 6timos
resultados em diversos trabalhos de andlise diéemicontrados na literatura técnica.

Porém, outro ponto chave para a funcionalidadendgrograma de computador € a sua
interface gréfica onde o usuario pode trabalhaerindo dados de entrada e obtendo os
resultados do programa para andlise. E importaméeaginterface seja de facil manuseio,
evitando assim erros e auxiliando o processo désarestrutural.

Além do mais, deve-se desenvolver um programa assapser disponibilizado aos
profissionais de engenharia de estruturas, augitiaos na analise dindmica de lajes, e para
isso € importante que a interface do programaasgjais amigavel o possivel.

Dessa forma, a ferramenta computacional aqui, deeda em linguagem Delphi,
nomeada como SIAN Lajes — Sistema de Analise pstaiteras de Lajes permite ao
usuario o calculo de esforcos e deslocamentos eumieas de lajes retangulares sujeitas a
carregamentos de natureza estatica e dinamica.

A sequéncia de inser¢cdo de dados é feita de mage&ase introduza uma variavel a
medida que seja necessaria para o calculo de detetanetapa, conforme o fluxo interno do
codigo. A janela de inicializacdo (Figura 3) peeratidentificacdo de novo um projeto a ser
analisado através de nomeacao e numeracao.

e SIAN - LAJES

Tnicializagdo ]Dados da Estrutura ] Apoios e Carregamentos ] Andlise Dindmica ] Resultados ]

Sistema de Andlise para Estruturas
do tipo Placas Flanas - SIAM 2.0

Autor; Wagner Queiroz Silva
Prof,: Raimundo P, de Vasconcelos

SOBRE:

Realiza andlise dos deslocamentos e r

7| Janelas do Programg
esforgos de elementos de placas

1
|
planas submetidas a carregamentos } b
J
]

de natureza estatica e dinamica.

Dados Inidais e T _._..l
Avancar o processo
/Nome do Projeto: 1Pav Y
\umero do Projeto: /
Criac&o de Arquivo | —= l

Figura 3 — Janela de inicializacdo

A janela seguinte (Figura 4 a seguir) permite agéo da estrutura de placa a ser analisada.
S&o inseridos os dados referentes ao tamanho clatdiacdo nas duas dire¢cdes do plano da
placa & ey), sendo assim definido o tamanho dos elementa®dinDefine-se também o
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namero de elementos em cada direcdo (0 que poveaudefine as dimensdes de largura e
comprimento da placa) além do valor da espessugfindin-se ainda os dados fisicos do
material Modulo de Elasticidade e Coeficiente des$m. O programa oferece ao usuario os
dados padronizados por norma brasileira para pEmasoncreto armado e em ago, caso seja
necessarias. Ao clicar no botado “Avancar” o progradneca de janela e libera os campos a

serem preenchidos.

“- SIAN - LAJES

Dados Geométricos:

Nimero de dx's (dimensda L): |3

Mimero de dy's (dimensdo b): |10

Espessura da Laje { h):

7

| Confirmar Dados I

Geometria da Laje

Inidalizacie Dados da Estrutura |A|:|0ios & Carregamentos | Analise Dindmica | Resultados ]

Materiais

(¢ Concreto Armado

™ Metdlica {Aco)

“Dados Iniciais da Estrutura
Defini(;ﬁo da Discretizacio (MEF):
DISCFGtIZ&QéO Discretizagao em X: ii— metros
para O M EF Digcretizacdo em ! il— metros

Mddulo de Elasticidade: |25

Coef. de Poisson:

iU 13 metros!

Propriedades
do Material

l
GPs Y

b

Figura 4 — Criac&o do elemento de laje

Em seguida, sédo inseridos os dados das condicdea&x da estrutura (Figura 5). Séo
aqui definidas as condi¢cfes de vinculo dos bordosarregamento permanente distribuido
para andlise estéatica. O valor do carregamentaidlasdeve ser calculado previamente pelo
usuario, considerando o peso préprio, revestimensmbrecargas. As condi¢cdes de bordo
podem ser duas: bordos simplesmente apoiados dosengastados.

i SIAN - LAJES

Tnicializacgo | Dados da Estrutura  Apoios & Carregamentos | Andlise Dinmica | Resultados |

Agtes Externas

Carregamento Estatico
Distribuido:

Bl

Definicdo da cargg
permanente

kafjm2

Tipo de apoio nos bordos:

f* Bordos simplesmente apoiados

" Bordos engastados

Py

REEEERXRZXERIX

e

A g

0

)
|
|
|
[

e s

b

L
=

~{

Definicdo das
condi¢cbes de contorng

Confirmar Dados

Figura 5 — Dados referentes ao carregamento esttiondigcdes de bordo

Neste ponto, o codigo ja realiza a andlise estélicaroblema, considerando somente o
carregamento permanente. Os valores de deslocasnemsfor¢cos devido a esta carga serao
armazenados para em seguida serem somados adadeswula analise dinamica. Considera-
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se gque a carga dinamica ocorre somente apés duestse deformar pelo carregamento
estatico.

Por dltimo s&o inseridos os dados para a anélis&mica, como mostra a Figura 6. E
definida a taxa de amortecimento conforme o matefambém ¢é definida a funcdo de
variacdo da forca aplicada, indicando o caminha paeitura do arquivo texto que contenha
a variacdo em funcdo do tempo. Defini-se ainda pliarde méxima do carregamento, que
pode ser, por exemplo, 0 peso de uma ou mais [easgndo em uma area.

“- SIAN - LAJES

Inidializacio ] Dados da Estrutura | Apoios & Carregamentos  Andlise Dindmica lResuItados ]

Amortedmento

Taxa de Amorteci

2 Yo “

Definicdo da taxa de
fnco| @mortecimento

duas c

™ Metélica (Aco)

Leitura de arquivo textd
que defini a variacdo da

Acdes Externas

Carregamento Dinamico

Leitura da variacdo da carga em funcdo do tempo {.txt)

[EfiMy Domument=\PIBIC 2006\Projeto SIAN 2.010,01.5¢ A J forga
Am p | |tu de Amplitude Maxima(carga distribuida): 240 kafjm2
I\C/l axima d 0 | Confirmar Dados | Processo: 0%
arreaament
|

Figura 6 — Dados para andlise dindmica

Com todos os dados inseridos, a ferramenta processacalculos, exibindo o
caminhamento do processo em termos percentuai® &acaso de erros ou dados
inconsistentes, 0 mesmo informa ao usuario parerras janelas anteriores e verificar os
dados inseridos. O processo, por consistir na 8olag grandes sistemas matriciais pode
levar alguns segundos para completar a andliseepander da discretizacdo adotada. Os
resultados obtidos sdo entdo impressos em uma janal em forma de relatorio como texto,
de acordo com o que mostra a Figura 7.

"+ SIAN - LAJES

Inicializacdo ] Dados da Estrutura | Apoios & Carregamentos | Andlise Dindmica Resultados l

RELATORIO - RESLULTADO DE ANALISE DE LAJE

Data: 05/04/07
Exibicdo do

/ Relatério Final

de Resultados

Mimero de Incégnitas: 257
Mimero de Elemento: 99
Mimero de MN&: 80

RESULTADO DOS DESLOCAMENTO NODAIS:

MO CORD. X COORD. Y DESLOCAMETO (mm)
1 0,000 0,000 0,01
2 0,000 1,000 0,02

Gerar Relatdrio

Figura 7 — Relatério final da analise
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6. EXEMPLO DE APLICACAO

Para demonstrar a aplicacdo e a fim de avaliarsempenho numérico do programa
desenvolvido, sera realizada uma verificacdo dekdamentos verticais em uma estrutura de
laje de concreto armado quando submetida a castgticas e dinamicas. Os resultados serdao
avaliados segundo a norma brasileira NBR 6118. Airpdos resultados obtidos sera
realizada ainda uma analise comparativa entre asepsos de andlise estéatica e dinamica.
Essa comparacdo servira para verificacdo das dgfaseentre o estudo de uma mesma
estrutura considerando a influéncia do carregamesttiico (estabelecido por norma técnica)
e considerando a acao dinamica de atividades hanana

Seja entdo uma laje hipotética em concreto arm@ektjnada a uma sala para atividades
de ginastica. Considera-se que todos 0s seus bestigjam simplesmente apoiados em vigas.
Sao definidas as dimensdes hipotéticas da estrsmdo 15 centimetros para a espessura, 10
metros de comprimento por 8 metros de largura ésajala devido ao tipo de atividade).

O modulo de elasticidade sera calculado segundorrmanNBR 6118, admitindo que o
concreto utilizado seja um concreto convenciondimn C25; teremos entao

E, =5.6003/25= 2.8001 E,= 0,85 2.8060 23.80Pa (15)

Sendo o coeficiente de Poisson do concreto igugRapode-se entdo calcular a rigidez a
flexdo da placa pela equacéo (2):

3
__E 2 _23.800.00& 0,15_, o (16)
12(1-v?) 12(+ 0,2)

Para o valor do carregamento permanente sera esagdaum revestimento de argamassa
de cimento com dois centimetros de espessura saogusso proprio da estrutura.

p=0,02x 21 0,1% 25 4,1kN/m? (17)

Para o valor de carga acidental a ser utilizadaméise estatica, sera considerada a
atividade de ginasio de esportes. Segunda a NBR, 64-se para o carregamento acidental
o valor de 5 kN/mz2.

No caso da analise dindmica sera tomado um valocadeegamento uniformemente
distribuido com intensidade variavel, sendo quenglitude maxima do carregamento
corresponde ao peso de trés pessoas de 80 kpuidtrs por um metro quadrado de area, ou
seja, sera considerado que em um metro quadradossivel que atuem trés pessoas em
conjunto num movimento sincronizado. O valor denstdade maxima do carregamento seré
entdo de 2,4 kN/m2. E importante observar que amrdiderada uma carga dinamica de valor
inferior a metade do valor considerado para a sm&itatica.

Através da expresséao (14) o arquivo texto padréweée ao programa a variacdo de forca
no tempo, sendo que a frequiiéncia para atividaddamg é de 3,04{Bachmann, 1995).

Apoés a insercao destes dados na ferramenta SIANg#étizada entdo a andlise desta
estrutura de laje sendo avaliado o valor do desleoto vertical (flecha), ocorrido no ponto
mais central da laje, pois se sabe que é neste garto deslocamento maximo ira ocorrer.

Os resultados obtidos sdo comparados com a sokugdiitica de placas retangulares
proposta por Navier e também com o uso do prog@neercial SAP 2000. Na solugéo de
Navier séo utilizadas séries duplas de Fourievé@srde coeficientes numericos que permitem
escrever uma expressdo analitica aproximada pasgal retangulares sujeitas a
carregamentos distribuidos. Ja o software SAP 2&90ém utiliza o Método dos Elementos
Finitos permitindo analise dindmica com elememdiretangular.
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Os resultados considerando somente o0s carregamestascos sao apresentados na
Tabela 1 a seguir. Observou-se que as diferengesnteais séo baixas, com valores baixos,
nao superiores a 1,1%.

Tabela 1 — Comparacéo entre resultados para aral&tca

Deslocamento devido Métodos de Andlise Diferenca Percentual
carregamentos estaticos (cm) NAVIER SAP SIAN Navier x SIAN |SAP x SIAN
Permanente 1,48 1,47 1,47 0,4% 0,3%
Sobrecarga 1,77 1,77 1,75 1,1% 1,0%
Combinagao 3,25 3,24 3,22 0,8% 0,6%

Para a andlise dinamica, também foi avaliado orw@ddodeslocamento no centro da laje,
neste caso analisando a variacdo deste em funcéengm. Novamente os resultados sdo
comparados & solugdo analitica de Navier e ao gmgrSAP 2000. Estes resultados sao
apresentados no Grafico 1 a seguir.

Deslocamento vertical mdximo em funcéo do tempo

Tempo (s)

-0,025

-0,020

0015 A i A A
s L1 Il T

-0,005

o ||
-

Deslocamento (m)

0,005 \
0,010

0,015 V/ U \\/

0,020

|
\\—
:\_g
L

S

0,025

| — Solucédo Analitica —SAP2000 @ SIAN Lajes

Gréfico 1 — Resultados de deslocamentos obtidemalise dinamica

Observa-se que as curvas de deslocamento em fulocdidnpo apresentam o mesmo
comportamento e a mesma ordem de grandeza paras/aldximos e minimos. Verificaram-
se entre os resultados valores muito proximos, diferencas percentuais minimas, de
valores da ordem de 2% de diferenca (Tabela 2).

Tabela 2 — Comparagéo entre os resultados paraeadailamica

Deslocamento devido a 1 2 3 Diferenca %
carga dinamica (m) Navier SAP SIAN Navier x SIAN | SAP x SIAN
Max. 1,89 1,91 1,87 0,7% 1,9%
Min. -1,88 -1,91 -1,87 0,9% 2,2%
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Observa-se ainda através do Grafico 1 que, conssapao tempo, as diferencas entre 0s
valores obtidos através dos métodos distintos désanaumentam em razdo da propagacao
de erros numericos inerentes aos diferentes prosesatematicos.

Com a ferramenta SIAN é possivel ainda que sejdduotzido na andlise a taxa de
amortecimento da estrutura em funcéo do matersihdeo caso, concreto armado). Assim, o
amortecimento natural pode ser adicionado, tornandoalise mais real, visto que a rigidez
do elemento associada a sua massa gera este amentie; conforme o item 4.3. Os
deslocamentos obtidos considerando-se o amortetwre&a apresentados no Gréfico 2.

Deslocamento em funcao do tempo - Amortecido (2%)

0,020

0,015

0,010 I

0,005

0,000 T
0,00 0,%0 \1, )[0]

o LAV
A A A A A

-0,015 v U

Deslocamento (m)

-0,020

Tempo (s)

Gréfico 2 — Deslocamentos verticais maximos daigst considerando o amortecimento

Observa-se que os valores maximos e minimos sam pfiximos daqueles obtidos na
analise sem a consideracdo do amortecimento. Aedifa é que, com o passar do tempo, o
amortecimento ameniza a vibragdo da estruturaamort os deslocamentos sdo maiores
apenas no inicio do movimento, no entanto, osaxfalinamicos continuam a atuar sobre a
estrutura de maneira ciclica, desde que seja naatatidbém a carga dinamica.

Outros exemplos processados foram comparados dosevade referencia, sempre
apresentando diferengas insignificantes. Com ®3tstata-se que a ferramenta esta adequada
para a analise de lajes, seja em analise est&#ja, em analise dinamica, oferecendo
resultados confiaveis e seguros.

O valor da frequiéncia para o primeiro modo da astaianalisada é dg44 Hz A norma
NBR 6118 determina que a freqiéncia critica panaitesas destinadas a salas de danca ou
concerto sem cadeiras fixas € 16 Hz Portanto, segundo a norma brasileira, para qoe na
houvesse a necessidade de se realizar uma ariabseich, a freqiéncia da estrutura deveria
ser superior &,20x f_, , ou seja8,4 Hz

Portanto, verifica-se que neste caso a prescrigdwdna brasileira € adequada, havendo
realmente a necessidade de ser fazer uso dos toendaianalise dinamica de estruturas para
evitar o comprometimento da estabilidade da lajejeestao.
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7. CONCLUSOES

Os resultados para o exemplo aqui apresentadaeopaos varios exemplos processados
apresentaram valores bastante proximos a solucdiitiean e ao ja consagrado programa
comercial SAP 2000. Verificam-se diferengas percastmuito pequenas entre os resultados,
0 que nos permite concluir que o programa deseidmmpode ser utilizado com seguranca,
sendo util ao engenheiro calculista para analisgies e dinamica de estruturas de placa. Os
resultados obtidos poderdo servir como base pdim@nsionamento das pecas estruturais.

A partir dos resultados obtidos, pode-se ainda rfazm@a comparacdo entre o0s
deslocamentos ocasionados pela carga estaticaaecagla dinamica. Verificou-se que na
andlise estatica, o deslocamento vertical calcutado a carga acidental da norma foi inferior
ao deslocamento maximo obtido na analise dinamMddé@m disso, devido ao modo de
vibracdo da estrutura, esta apresenta, além docdesénto central positivo (de cima para
baixo), a ocorréncia de um deslocamento verticghtneo (de baixo para cima), ou seja, 0
ponto central da estrutura se desloca para bgpeaveecima.

Com isso, pode-se concluir que surgirdo esforcesnaos diferentes daqueles calculados
pela analise estatica, pois com maiores deslocasdrdvera maiores tensdes de tragdo na
armadura e compressao no concreto e, no entatdcar@sadura tera sido dimensionada para
esforcos inferiores aos que poderao solicitd-lasndo da atuagéo destas cargas dinamicas.

E importante observar que, o carregamento estatiogiderado é definido pela norma
brasileira NBR 6120 e equivale ao peso de seisopssatuando por metro quadrado,
enquanto que o valor do carregamento dinamicotfduado de acordo com a bibliografia
pesquisada e equivale a um peso de trés pessoasporquadrado. Ainda assim, os valores
de deslocamento foram superiores na consideracagadadinamica. Isso se deve na verdade
a frequéncia de excitacdo produzida pelo tipo d® apnsiderada. Por estar proxima da
freqUiéncia natural da estrutura, a freqtiéncia déagéo eleva o nivel de vibragcdo da mesma
podendo alcancar valores que amplificam os deslectos, comprometendo assim a sua
estabilidade.

A consideracdo da taxa de amortecimento da esdrunirprocesso de analise dindmica
torna a analise mais real. Porém observa-se queostecimento atua somente apds certo
intervalo de tempo, atenuando as deformacodes. [Osegamaiores sdo alcancados ainda no
inicio do movimento oscilatorio.

Em suma, a grande diferenca entre a andlise dindeiestatica pode ser atribuida as
forcas oriundas das velocidades (forcas de amorégtd viscoso) e das aceleracdes (forcas
de inércia) provocadas na estrutura.

A norma brasileira de concreto prevé que ndo héssatade de se realizar uma analise
dindmica para estruturas que apresentarem umaéfreigiide excitacdo 20% maior do que a
frequéncia critica, estabelecida por esta normaistatou-se que as estruturas analisadas
apresentaram frequéncias menores do que recomendana e observa-se que realmente
apresentaram problemas de vibracdo. Neste casmeréssante que seja realizada também
uma avaliagcado quanto ao conforto humano as vibsacte

Pode-se pensar em solugdes simples para resotegoreblema, como o enrijecimento da
laje através de vigas intermediarias, porém muites essa solucdo esbarra no projeto
arquitetonico e dependendo do caso pode nao saisaadequada.

O maior problema talvez seja o fato de que, enutessers usuais esse tipo de analise nao é
realizado na fase de projeto. As acdes dinamicasasiizadas ocasionadas por atividades
como danca de grupos de pessoas somente ocorreggirntura pronta e jA em servico.
Assim, os problemas de vibracdo somente serdolpeoseapos a fase construtiva, quando a
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estrutura estara entregue e em utilizacdo. Logeernt esse tipo de problema, surgira a
necessidade de intervengdes na estrutura, o gieenseum grande prejuizo. A avaliacdo da
vibracdo ainda em fase de projeto é, portanto,negdepara 0 sucesso da estrutura e para
evitar que este tipo de problema ocorra.

A avaliacdo com relacdo a analise dinamica deveeséizada, portanto, em funcéo do tipo
de utilizacdo da estrutura, cabendo ao projetistarchinar se esse tipo de analise € ou nao
importante para o dimensionamento.
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