Asociacion Argentina AMCL

de Mecanica Computacional

Mecéanica Computacional Vol XXIX, pags. 1783-1801 (articulo completo)
Eduardo Dvorkin, Marcela Goldschmit, Mario Storti (Eds.)
Buenos Aires, Argentina, 15-18 Noviembre 2010

COMBINACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS E DO
METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA ANALISE NAO
LINEAR GEOMETRICA DE PORTICOS PLANOS ACOPLADOS A
MEIOS CONTINUOS HETEROGENEOS

Wagner Q. Silva *, Humberto B. Coda °

* Doutorando na Universidade de Sio Paulo, Av. Trabalhador Saocarlense, 400, Campus
Universitario, Sdo Carlos - SP, Brasil, wagnerl@sc.usp.br

b Professor da Universidade de Sdo Paulo, Av. Trabalhador Saocarlense, 400, Campus Universitario,
Sdo Carlos - SP, Brasil, hbcoda@sc.usp.br

Palavras chave: Acoplamento MEC/MEF, nao linearidade geométrica, interagdo solo-
estrutura.

Resumo: A combinacdo entre diferentes métodos numéricos é uma alternativa interessante
para a andlise de problemas que envolvem diferentes meios. Neste trabalho apresenta-se o
desenvolvimento de um programa computacional para analise ndo linear geométrica (NLG)
de porticos planos acoplados a meios continuos heterogéneos. Adota-se o Método dos
Elementos de Contorno (MEC) combinado com o Método dos Elementos Finitos (MEF).
Considera-se um comportamento elastico linear para o meio continuo, modelado via MEC,
adotando-se uma estratégia algébrica alternativa a classica técnica de sub-regido que permite
melhor eficiéncia na considera¢do de multiplas inclusdes com diferentes rigidezes. Adotam-se
também elementos de linha de carga internos aos dominios € em qualquer direcdo, inclusive
ultrapassando diferentes materiais. As singularidades presentes nas equagdes integrais sao
tratadas por meio de uma técnica de subtragdo de singularidade. Para a modelagem da
estrutura de portico foi utilizado o software AcadFrame. Este software foi desenvolvido na
Universidade de Sao Paulo, e é baseado em uma formulag¢ao posicional do MEF para andlise
NLG com cinematica exata. O sistema nao linear ¢ resolvido de forma iterativa pelo método
de Newton-Raphson. Em ambos os programas foi realizada uma generalizagdo do grau dos
elementos discretos aplicando os polindmios de Lagrange na determinagdo das fungdes de
forma de cada elemento. Assim ¢ possivel a utilizagdo de elementos curvos de alta ordem. O
acoplamento numérico foi realizado através de uma estratégia algébrica, onde a matriz de
rigidez e o vetor de forcas de contato do meio continuo s3o condensados e somados,
respectivamente a matriz da estrutura e ao vetor de forcas internas a cada iteracdo no processo
de Newton-Raphson. Os resultados obtidos se mostraram satisfatérios e apresentam boa
precisdao, quando comparados com solugdes analiticas e outros programas comerciais. O
programa pode ser aplicado a andlise de edificios apoiados sobre solos com multiplas
inclusdes. E possivel considerar elementos superficialmente ligados ao meio continuo
(sapatas) ou elementos internos e em qualquer dire¢do, como estacas verticais ou inclinadas.
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1 INTRODUCAO

A andlise de sistemas estruturais complexos ¢ geralmente realizada isolando-se cada meio
envolvido no problema para facilitar o processo de andlise. Estruturas de edificacdes, por
exemplo, sdo usualmente analisadas em separado do solo de fundacdo em razdo da
complexidade de se modelar o sistema solo-estrutura. Para edificios de pequena e média
altura, este tipo de analise pode ndo ser necessario, a depender do nivel de carga e do tipo de
solo. No entanto, em edificacdes de maior porte ou em caso de solos complexos ¢ interessante
a avaliacdo de todo o conjunto acoplado para que possam ser observadas as reais
interferéncias que um meio tem em relagdo ao comportamento mecéanico do outro. De fato,
em diversos problemas de interacdo solo-estrutura a analise dos fendmenos de interacdo ¢
essencial para que se obtenham os reais esforcos nos elementos estruturais e se realize um
dimensionamento mais seguro € econdmico.

Surge entdo a necessidade de ferramentas computacionais que permitam esse tipo de
andlise. Porém, ¢ necessario simular adequadamente o comportamento de cada meio
considerando suas diferentes caracteristicas ¢ a transmissao de esfor¢os entre seus elementos a
fim de se verificar as reais influéncias que um tem em rela¢do ao outro. O acoplamento entre
diferentes métodos numéricos ¢ uma solucao interessante para esse tipo de problema, fazendo
uso das vantagens de cada método onde o mesmo melhor se aplica (Leite, 2007).

O objetivo deste trabalho ¢ realizar um estudo de sistemas estruturais formados por
porticos planos acoplados a meios continuos heterogéneos bi-dimensionais através do
desenvolvimento de um programa computacional. O meio continuo ¢ modelado via Método
dos Elementos de Contorno (MEC), enquanto que a estrutura de poértico ¢ modelada via
M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF).

Primeiramente foi desenvolvido o codigo via MEC para analise elastica do meio continuo.
Sabe-se que o solo pode ser formado por mais de um material em camadas ou ainda na forma
de inclusdes, como na presenca de detritos de rochas ou concentragdes de solos, sem
necessariamente formar camadas. E necessaria assim uma formulagdo que permita a
generalizacdo para a modelagem numérica desse tipo de problema, o que neste trabalho ¢
resolvido adotando-se a mesma metodologia apresentada em Silva (2009), que permite a
avaliagdo de solos com multiplas inclusdes e linhas de carga em quaisquer dire¢des. O
método consiste em eliminar os termos relativos as forcas de interface no MEC, restando
apenas deslocamentos incognitos. Isso se dd com a montagem das matrizes H e G de cada
inclusdo utilizando-se todos os pontos fonte do problema, corrigindo-as pela razao entre os
mobdulos de elasticidade transversal G de cada sub-regido.

Para a estrutura de portico acoplada adota-se o0 Método dos Elementos Finitos, por ser mais
adequado 4 analise de meios reticulados. Utiliza-se o software AcadFrame, que adota a
formulacao posicional apresentada por Coda (2003) no qual os graus de liberdade do
problema passam a ser as posi¢des nodais da estrutura. Considera-se a estrutura com
comportamento nao linear geométrico através de uma formulagdo cinematicamente exata.
Essa consideragdo, por sua vez, ¢ de extrema importancia, principalmente para edificagdes de
grandes alturas e estruturas esbeltas em geral, onde os efeitos da ndo linearidade sdo mais
significativos.

O acoplamento ¢ realizado somando-se uma matriz de rigidez do solo, condensada nos nos
acoplados, a matriz hessiana da estrutura reticulada em cada iteragdo da andlise ndo linear.
Soma-se também ao vetor de forcas internas do MEF as forcas de contato advindas do MEC.
Dessa maneira, a estratégia pode ser comparada a imposicao de condi¢des de vinculo do solo
sobre a edificagdo, porém considerando as configuracdes fisicas, geométricas e de
carregamento do solo.
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2 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O método dos elementos de contorno pode ser aplicado como solu¢do numérica em analise
de meios continuos que tendem para o infinito, como no caso da anélise de solos em intera¢ao
solo-estrutura. Esse tipo de problema de engenharia envolve uma série de fatores que tornam
a andlise complexa, despertando o interesse de diversos pesquisadores no assunto. Podem
ocorrer diversos casos diferenciados entre solos homogéneos e heterogéneos, estratificados ou
ndo, solos com presenca de rochas, inclusdes diversas ou escavagoes, etc. Dessa forma, torna-
se valiosa a busca por um processo de analise que seja generalizado e permita o estudo dos
mais diferentes tipos de problemas envolvendo meios continuos com mais de um material.

A idéia basica do método consiste em se determinar a equagdo de equilibrio integral a
partir da equacao diferencial de equilibrio de forcas de um meio continuo qualquer. Essa
equacdo ¢ entdo transformada em um sistema algébrico, fazendo-se a discretizagdo no
contorno do meio so6lido através de elementos de contorno, ligados por sua vez nos nos do
contorno. Utilizando-se de pontos fonte, faz-se uma integragdo numérica de todos os
elementos, montando assim um sistema de matrizes H e G.

Na solugdo via MEC, porém, a equacdo integral a ser resolvida pode vir a apresentar
singularidade matematica do tipo 1/r, aonde r ¢ a distancia entre o ponto fonte e o ponto de
integracdo. Para esse tipo de problema deve ser aplicada uma técnica de subtracdo da
singularidade tornando possivel a integracao numérica dos elementos singulares, sem prejuizo
do método numérico.

A integral singular da matriz H pode ser evitada com o uso do principio de movimento de
corpo rigido. As somas dos termos pares € dos termos impares da matriz devem ser nulas para
dominios finitos e iguais a unidade para dominios infinitos. Logo ao somar os termos fora da
diagonal principal, ¢ possivel obter o valor do termo livre da equacao.

A matriz G por sua vez necessita da técnica de subtragdo para os termos da diagonal. Para
tanto, escreve-se uma expansdo em série de Taylor sobre o ponto fonte singular em
coordenadas adimensionais imaginando um elemento reto ficticio com origem no ponto fonte.
Apenas o primeiro termo da série deve ser subtraido do nucleo singular, sobrando assim uma
integral regular que deve ser resolvida numericamente e outra integral que deve ser resolvida
analiticamente.

Maiores detalhes sobre a técnica de subtracdo de singularidade para o elemento curvo
podem ser encontradas em Coda (2000) e Kzam (2009).

2.1 O Elemento Curvo

A discretizacdo da superficie através do MEC ¢ na verdade uma aproximacdo de sua
geometria por meio de fungdes matematicas onde apenas alguns pontos possuem coordenadas
cartesianas conhecidas. A partir destes pontos denominados nés do contorno, podem ser
considerados os elementos que terdo suas funcdes incdgnitas (deslocamentos e forgas)
aproximadas também por uma fun¢do matemadtica com valores nodais. Esse ¢ o principio
basico da discretizacao via MEC.

Diversos autores ja publicaram trabalhos em que sdo utilizados elementos constantes e
lineares para a discretizagdo do contorno. O uso de elementos de maior ordem costuma ser
evitado pelas dificuldades em se desenvolver as equacdes integrais analiticas para que se
obtenha a solucao do problema. No entanto, a implementagdo computacional para elementos
de alta ordem se torna mais facil de ser elaborada com o uso dos polindmios de Lagrange e de
métodos de integracdo numérica, como o método de Gauss, por meio do uso de elemento
isoparamétrico.
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De fato, a escolha do tipo de fung¢do aproximadora pode ter grande influéncia na
convergéncia dos resultados obtidos, a depender do tipo de problema que se estd analisando.
Elementos com aproximagdo quadratica, ctibica ou de maior ordem sdo preferiveis para
descrever, por exemplo, geometrias curvas e fun¢des de alta ordem. O uso de elementos
lineares ou constantes exige uma maior discretizacdo das superficies curvilineas para que se
possa aproxima-las corretamente, como se fossem formadas por diversos trechos lineares. A
Figura 1 ilustra essa situagao.

(b)

Figura 1: Diferentes discretizagdes do contorno utilizando (a) 3 elementos retos e (b) 1 elemento curvo

Neste trabalho, foi implementado o elemento de contorno curvo com aproximacao
qualquer da geometria e das variaveis para analise do solo via MEC, baseado no trabalho de
Kzam (2009). Para isso, utilizam-se os polindmios de Lagrange na determina¢do das fungdes
de forma do elemento. E importante comentar ainda que o software AcadFrame, utilizado na
modelagem da estrutura de poértico, também utiliza estes polindmios, dispondo de elementos
finitos curvos com qualquer ordem de aproximagao.

2.1.1 Polinomios de Lagrange

Para um elemento j de ordem qualquer existem » fungdes de forma, cada uma relativa a
determinado n6 do elemento, cuja aproximagado ¢ dada pelos valores assumidos pelas fungdes
em cada nd. Assim, a func¢do de forma ¢, terd valor unitario em n e nulo nos demais nos do

elemento. Cada equacgdo das funcdes de forma do elemento de n nds serd, portanto um
polindmio de grau n-1. As funcdes de forma podem ser de qualquer tipo, desde que respeitem
estas condigoes.

Podemos escrever todas as k& fungdes de forma de um elemento com ordem qualquer
através dos polinomios de Lagrange, dado pelo produtorio que segue:

_ - g_é 1
P l;[ e (D

As coordenadas ¢ assumem valores entre -/ e +/ no espago adimensional. Basta entdo
definir a ordem desejada para a aproximacdo de geometria e de varidveis e calcular as
coordenadas adimensionais de cada nd, através da mudanga do sistema de coordenadas
geométrico para o sistema adimensional. Com os valores de ¢,, ¢ possivel determinar em
seguida todas as fun¢des de forma do elemento. Com as func¢des de forma definidas, pode-se
calcular qualquer ponto sobre o elemento desde que conhecida sua coordenada ¢.
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Apos esse procedimento, ¢ possivel realizar a integracdo numérica dos elementos através
dos pontos e pesos de Gauss distribuidos ao longo do elemento isoparamétrico. Estes valores
podem ser obtidos com o uso de uma rotina IMSL (Fortran), dando como entrada apenas o
niamero de pontos de integragdo desejado. Logo, torna-se simples a implementacdo de
elementos de contorno curvos, com qualquer nimero de nds (ver Figura 2).

Figura 2 — Elemento curvo com coordenadas adimensionais

2.2 Problemas Heterogéneos via MEC

Os meios heterogéneos podem se apresentar de duas maneiras distintas: na forma de
camadas e zonas, ou como inclusdes. No primeiro caso, os diferentes dominios possuem
apenas uma parte de suas fronteiras em comum, sendo as demais superficies independentes.
Logo, o contorno externo do corpo é formado por faces de materiais distintos. J4 no caso das
inclusdes, um dominio encontra-se totalmente contido dentro do outro, tendo sua superficie de
fronteira inteiramente comum aos dois dominios. A Figura 3 demonstra os dois casos para
problemas bidimensionais.
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Figura 3 — Meios heterogéneos

Os dois tipos de situagdo sdo bastante comuns em problemas de engenharia. Podemos citar
exemplos de problemas geotécnicos, onde ha uma enorme variedade de tipos de solos
estratificados que podem também apresentar algum tipo de material imerso em seus meios.
Diferentes tipos de solos em camadas sobrepostas, por exemplo, constituem um problema
especifico. Muitos trabalhos ja desenvolvidos na area geotécnica tratam o solo como sendo
constituido por camadas de diferentes propriedades (Ribeiro, 2009). Estes solos podem
apresentar ainda heterogeneidade na forma de inclusdes. E o caso da presenca de material
rochoso imerso em uma camada de solo, ou mesmo concentra¢do de determinado material,
sem necessariamente formar camadas.

Percebe-se, portanto, a importancia de um método generalizado para analise de meios
heterogéneos, face a enorme diversidade de problemas desse tipo.
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A formulacdo clédssica do método dos elementos de contorno foi desenvolvida a partir do
estudo de dominios considerados homogéneos, ou seja, constituidos por apenas um material
cujas caracteristicas fisicas sdo Unicas ao longo de todo o corpo. Existe, contudo, uma
formulagio ja consagrada para resolver problemas heterogéneos. E a chamada técnica da sub-
regido, descrita em Brebbia e Dominguez (1992). A técnica prevé o estudo em separado de
cada sub-regido para em seguida ser utilizada as condi¢des de equilibrio e compatibilidade
geométrica (ou cinematica) na interface.

Tomemos como exemplo um problema envolvendo dois dominios de caracteristicas fisicas
diferentes, em contato por uma interface comum as duas sub-regides (Figura 4).

e
/ 0, I'n \
{ - | BT Q. \

“\,_,LL\*L\ N /

—

TXa

Figura 4 — Dominio plano constituido por duas sub-regides €, e €.

Montam-se os sistemas de equagdes de cada dominio Q considerando-os como problemas
isolados. Em seguida, aplicam-se as condi¢des de compatibilidade de deslocamentos u e
equilibrio de forgas p na superficie ¢ de contato entre os dominios, dadas pelas expressoes:

fucf ={ulf={u} @)
{pt}=={p2}={p.) (3)

Com isso, ¢ possivel escrever um unico sistema que representa todo o dominio em questao,
incluindo as incognitas de deslocamento e for¢a na superficie de contato.

Apesar de ser utilizada desde 1975 com sucesso, a técnica classica da sub-regido aumenta
o numero de incognitas a medida que considera todos os valores de deslocamento e de forca
de superficie na interface de contato. Além disso, quanto maior for o nimero de sub-regides
envolvidas no problema, e quanto mais diferenciada for a distribuicdo de cada material no
meio, mais complexa serd a aplicacdo da técnica, o que torna dificil sua implementagao
computacional generalizada.

Nesse sentido, torna-se util a adog¢ao de técnicas que permitam uma maior facilidade para a
generalizacdo e para a implementagdo de codigos computacionais, possibilitando a simulagao
do comportamento de meios heterogéneos complexos via MEC.

2.2.1 Técnica alternativa de Venturini para sub-regioes

Este processo alternativo a técnica classica de sub-regido foi inicialmente motivado por
problemas em andlise ndo-linear de estruturas, em que o aumento do numero de linhas de
interface a ser discretizado ou o aumento do tamanho do sistema algébrico a ser resolvido
causava a deterioracao dos resultados (Venturini, 1992).

Venturini propds entdo, para o estudo de problemas heterogéneos via método dos
elementos de contorno, que o equilibrio de forgas e a compatibilizacdo de deslocamentos nas
interfaces comuns fossem realizados antes da montagem das equagdes. Dessa forma,
eliminam-se as aproximacdes de for¢a de superficie no contato, e torna-se possivel escrever
equacdes para o dominio heterogéneo como um todo, evitando assim a separagdo fisica do
problema.
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Para o entendimento da técnica, considere o0 mesmo problema da Figura 4 onde podem ser
escritas duas equagdes integrais, uma para cada dominio, na seguinte forma

cu; :—j u,p,'dT - I u,p,'dT + J phudT + I piu'dT 4)
1—‘Iﬂ r12 1—‘10 rlZ
2.2 2 _*2 2 __*2 2. *2 2. *2
cyuj——jujpijdr—jujpijdr+j‘pju,.de+iju[de (®)]
rZO FZI rZO l—‘Zl

sendo u* e p* as solucdes fundamentais respectivamente em deslocamento e forga, e os
indices / e 2 relativos a cada sub-regido Q.

Admitindo que o valor do coeficiente de Poisson seja 0 mesmo para todos os materiais
envolvidos na andlise, nota-se que o termo constante da solu¢do fundamental de Kelvin em
forca p* sera o mesmo para todos os dominios, pois este nao depende do modulo de
elasticidade transversal G. No caso da solu¢do fundamental em deslocamento u*, ja o termo
constante apresenta diferenca quando escrito para cada sub-regido, pois este sim depende do
modulo G de cada material.

Se multiplicarmos a equagdo integral da sub-regido k pela relagdo entre o0 modulo Gy e o
moddulo G, sendo o indice / referente a sub-regido dita padrdo, e lembrando das relagdes de
compatibilidade e equilibrio (equagdes 2 e 3), torna-se possivel relacionar as equagdes escritas
para cada dominio de maneira a escrever uma em fun¢do da outra. A relagdo entre a solucao
fundamental de cada dominio pode ser expressa por

W' =2y (6)

Assim, considera-se a superposicdo de efeitos de tal forma a obter um Unico sistema de
equacdes valido para todo o corpo em estudo. De forma genérica, a equacao resultante para ns
dominios fica na forma

' ns G
k k m m__*m *
cu; = —Z; G I u; p; dF+ijude (7)
m=l Jp r

onde /"¢ o contorno externo formado por /7y + 9 no caso da Figura 4.

Para o procedimento algébrico de montagem do sistema de equagdes, define-se
primeiramente o dominio dito padrao cujo modulo de elasticidade transversal serd G;. Para
cada sub-regido ¢ entdo montado um sistema de equacdes utilizando-se todos os pontos fonte
do problema. Estas matrizes sdo multiplicadas pela relacdo entre o médulo de elasticidade
transversal da sub-regido correspondente e 0 modulo padrdo e entdo superpostas para formar o
sistema de equagoes de todo o dominio em estudo.

O termo livre ck,-j pode ser calculado utilizando o principio do movimento de corpo rigido
somando na linha da matriz H os termos das colunas pares e impares.

Observando novamente a solucdo fundamental de Kelvin para problemas elasticos
bidimensionais fica fécil perceber que os termos da matriz G relativos aos nds da interface
entre sub-regides se anulam pelo equilibrio de for¢as sendo, portanto retirado do sistema as
incognitas de forca de superficie. Os termos da matriz H referentes aos nds da interface sao
corrigidos de maneira que se introduz no sistema de equagdes de compatibilidade.

Caso se deseje aplicar forgas de superficie nas interfaces dos corpos, basta que os trechos
da matriz G correspondentes sejam previamente armazenados na memoria para serem, neste
caso, reativados.
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Para ilustrar o método citado, considere o problema de um dominio constituido por trés
sub-regides com diferentes modulos de elasticidade e mesmo coeficiente de Poisson. Cada
sub-regido i ¢ fechada por um contorno /. Para o melhor entendimento, o problema sera
dividido conforme a Figura 5.

Figura 5 — Exemplo ilustrativo constituido por trés sub-regides.

Ao montar as matrizes H e G de cada sub-regido em separado, devem ser utilizados todos
os pontos fontes do problema original, fazendo com que as matrizes das sub-regides 2 ¢ 3
possuam maior numero de linhas do que de colunas. Os sistemas ficam entdo escritos da
seguinte forma, respectivamente para os dominios 7, 2 ¢ 3

1 1

H11 le H13 U1 G11 G12 G13 Pl
H21 sz H23 ’ Uz = G21 Gzz G23 ’ Pz (8)
H 31 H 32 H 33 U3 G31 G32 G33 P3
Hvlz G'12 G H'lz _G12
, 2 , 2 , 1 1
H'y '[Uz] =Gy [Pz] =—2<H 22 '[Uz] =1-Gy [Pz] )
H'32 Gvaz 1 H'32 _G32
H“13 G"13 G H"13 _G13
" 2 " 2 " 1 1
H"), '[Us] =1G"y [P3] :>E3 H"), '[Us] =1-Gy [Pa\] (10)
H"33 G"33 : H"33 _G33

onde os indices superiores /,2 e 3 indicam cada superficie /" correspondente.

De fato, ¢ possivel escrever os sistemas (9) e (10) em funcdo dos deslocamentos e forcas
do dominio 1, utilizando para isso as relacdes de compatibilidade e equilibrio, e atentando
para a solucao fundamental do problema. A superposi¢do ¢ valida permitindo, portanto que as
matrizes sejam somadas para que seja escrito um unico sistema de equagao para o problema
original que inclui todas as sub-regides juntas. Observa-se que os termos da matriz G
relativos as forcas nos contornos /> e /3 se anulam, restando apenas incognitas de forga no
contorno externo. Nas superficies de contato restam apenas incognitas de deslocamento.

H, (H,+H')) (H,+H";) U, G,
Hy, (H,+H',) (Hy+H",)|1U,=1G, (-[R] (11)

Hy, (Hy+H',) (Hy+H')| (U] Gy
A partir deste exemplo simples, fica facil a compreensdao da estratégia para a
automatizacao do processo via programag¢do computacional, por maior que seja o nimero de

sub-regioes. Para problemas em que os diferentes dominios encontram-se em forma de
camadas ou zonas, o procedimento ¢ o mesmo, sendo que desta vez, apenas os termos da
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matriz G nas linhas de contato se anulam, ou seja, ainda restam somente incognitas de
deslocamento na superficie de contato.

A estratégia €, portanto, genérica e pelo sistema (11) fica claro o funcionamento da técnica
alternativa descrita pela equagao (7).

No caso dos pontos internos ao dominio, pelo fato da estratégia algébrica multiplicar o
sistema matricial original pela razao entre os modulos de elasticidade transversal, ¢ necessario
corrigir os valores calculados para deslocamentos internos multiplicando-os pela relacao
inversa entre os modulos.

Para o célculo de tensdes internas o procedimento ¢ semelhante ao anteriormente citado.
Utilizando a lei de Hooke ¢ possivel chegar a equacao integral de tensdo, que tem a mesma
forma da equacao do contorno.

ijk ijk

B Gt e .
a;f:—zarjkuks aT+i|:ka., dT (12)

m=l1

23 Linhas De Carga

Em diversos problemas de engenharia pode haver a necessidade de se modelar um
carregamento atuando no dominio interno do MEC na forma de uma linha de carga. E o caso
de simulagdo de estacas cravadas no solo onde os elementos finitos de barra que simulam as
estacas atuam como linhas carregadas internas ao dominio do solo (Venturini, 1988).

Para que seja possivel esse tipo de andlise, ¢ necessaria a implementagdo das linhas de
carga no sistema algébrico, inserindo elementos de linha de carga (semelhantes a elementos
de contorno) internos ao dominio. Estes elementos ndo formam contornos fechados ¢ devem
estar inteiramente contidos no corpo.

Os nos dos elementos de linha de carga ndo constituem necessariamente incognitas do
problema, e por isso geram somente termos na matriz G do sistema de equagdes,
representando assim o carregamento aplicado sobre os elementos internos (Coda, 2000). Os
valores de forcas distribuidas sobre as linhas de carga devem ser todos conhecidos, nao
cabendo nenhuma restricdo a deslocamentos para nos internos. A singularidade presente na
equagao integral recebe o mesmo tratamento realizado nas integrais do contorno.

A matriz H, por sua vez, devera ter as mesmas dimensdes da matriz G. Os nos internos
podem gerar linhas na matriz ao integrar o contorno externo, como parte do problema. Logo,
o sistema pode calcular deslocamentos de pontos internos juntamente com pontos do
contorno. Os nds do contorno nao integram os deslocamentos dos elementos da linha de
carga, ja que estes nao sdo aproximados. Os termos correspondentes sdo entdo nulos na matriz
H. O sistema algébrico devera ser, portanto montado como mostra a equagao (13).

H ee 0 Ue Gee Gei Pe
. = . (13)
H i [ Ui Gie Gii P

e 1
onde a letra e indica os termos do contorno externo e a letra i os termos relativos ao
“contorno” interno (linhas de carga). / ¢ a matriz identidade.

A generalizacdo para aproximacgdes de ordem qualquer também pode ser aplicada a estes
elementos internos, permitindo inserir linhas de carga curvas. Além disso, podem ser
representadas fungdes de carregamentos parabdlicas, etc. Outra vantagem do processo
utilizado ¢ a possibilidade de inserir linhas de carga em qualquer dire¢ao dentro do dominio, o
que viabiliza a andlise de estacas inclinadas.
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Em meios heterogéneos, ¢ possivel ainda que as linhas de carga passem através de
diferentes dominios, simulando casos de estacas cravadas ultrapassando varias camadas de
solo. Para isso, ¢ necessario primeiramente que sejam estabelecidas as sub-regides as quais
fazem parte cada linha de carga. Em seguida, durante a montagem das matrizes H ¢ G de cada
sub-regido, realiza-se a integral dos elementos de linha de carga contidos naquele dominio
para montagem da matriz G. A superposi¢do ainda serd valida e o sistema final ao ser somado
inclui, portanto todas as linhas de carga internas, bem como as relagdes de equilibrio e
compatibilidade entre os diferentes dominios.

3 O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Meétodo dos Elementos Finitos ¢ o método numérico mais utilizado em andlise de
estruturas nos dias de hoje. Isso se deve principalmente pela sua versatilidade e vasta
aplicacdo em diferentes tipos de analise.

Neste trabalho utiliza-se o software AcadFrame para a modelagem da estrutura de portico
plano que serd acoplada ao MEC. O software AcadFrame ¢ baseado no MEF adotando uma
formulagdo dita posicional, e foi desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas
da Universidade de Sao Paulo (USP) em Sao Carlos pelos professores Dr. Humberto Breves
Coda e Dr. Rodrigo Ribeiro Paccola. O programa permite andlise de estruturas reticuladas
planas considerando o comportamento ndo linear geométrico das barras com cinematica
exata.

A descri¢ao da formulagao posicional do MEF pode ser encontrada nos trabalhos de Bonet
(2000), Coda (2003) e em Coda & Greco (2004). Esta formulacdo consiste em se admitir que
as variaveis principais do problema sejam as posi¢cdes nodais da estrutura, diferente da
formulagdo convencional onde se consideram os deslocamentos incognitos. Considera-se um
eixo referencial fixo (lagrangeano) e fora do corpo em estudo. Assim, ¢ necessario o
mapeamento das posi¢des iniciais e finais (ou correntes) do solido estrutural, sempre em
relagdo a este referencial. A formulagdao ndo linear geométrica adotada ¢ classificada entdo
como lagrangeana total.

Para resolver o problema mecanico, basicamente escreve-se o funcional de energia do
sistema em funcdo das posi¢des nodais. Ao aplicar-se o principio da minima energia total,
sabendo que o equilibrio estavel ocorre na situacao de minima energia, chega-se a um sistema
algébrico formado por uma matriz hessiana, que ¢ dada pela segunda derivada da energia de
deformacgdo, ¢ um vetor de desbalanceamento de for¢as do sistema mecanico. O sistema
algébrico formado ¢ ndo linear e pode ser resolvido por meio do método iterativo de Newton-
Raphson.

O célculo das deformagdes resulta diretamente do conceito de posi¢do proposto, usando o
sistema de coordenadas fixo no espago adimensional. A cinematica de Reissner ¢ empregada,
ou seja, as segdes transversais planas permanecem planas apos a deformagdo da estrutura,
porém nao necessariamente perpendiculares a chamada linha neutra.

Tal qual no desenvolvimento do MEC, os polindmios de Lagrange sdo adotados como
funcdo aproximadora no MEF, tanto para a geometria do elemento quanto para as variaveis
do problema. Assim, elementos finitos curvos e de alta ordem podem ser aplicados. Isso ¢
importante para o acoplamento numérico, uma vez que os elementos finitos poderdo ter a
mesma ordem de aproximacao dos elementos de contorno no MEC.

Foram necessarias apenas algumas alteragdes no cddigo original do software AcadFrame
para a implementac¢ao do acoplamento numérico entre os métodos, tal qual serd comentado no
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proximo item. Caso seja do interesse do leitor, maiores detalhes sobre a formulagdo do MEF
utilizada no desenvolvimento do software AcadFrame podem ser encontrados nas referéncias.

4 A COMBINACAO ENTRE OS METODOS NUMERICOS

Para o acoplamento entre os diferentes métodos numéricos se faz necessario que sejam
distinguidos os elementos que estdo acoplados dos que ndo estdo. Assim, podemos escrever o
sistema algébrico do MEC na seguinte forma

H H b G. G 5
cc cl ULB — cc cl PCB ( 1 4)
H le H 1l Ul Glc Gll P/

sendo o indice ¢ relativo aos nos acoplados e o indice / aos nds livres ou nao acoplados. O
indice superior B indica que os deslocamentos U e as forgas de superficie P sdo relativos ao
MEC (boundary).

Para o MEF monta-se o sistema com a mesma idéia, ficando, portanto na forma

Kce Kcm ULF F;F

onde novamente o indice ¢ indica termos dos nds acoplados e o indice m indica termos dos
nods livres da malha do MEF. Aqui, o indice superior F' indica que os deslocamentos U e as
forgas concentradas F' sdo relativas ao MEF (finite).

Partindo do sistema em (14) pode-se escrever o deslocamento na superficie livre U; em
funcdo dos demais termos. Organizando os termos, obtém-se a seguinte expressao

HU! =GP’ +T (16)
tal que
H,=[H, ~H,H,'H,] (16.a)
G.=|G.—H,H,'G,] (16.b)
r=[G,-H,H,'G,|B’ (16.c)

Ao multiplicarem-se ambos os lados da equagdo (16) por uma matriz Q,, originada da
integracao das fungdes de forma dos elementos finitos acoplados, ndo alteramos seu resultado.
A funcao da matriz Q. ¢ concentrar as for¢as de superficie P nos nos, tornado-as assim
carregamentos nodais F. Logo, pode-se transformar os valores de forca de superficie no
contorno em carregamentos nodais equivalentes para serem aplicados diretamente ao MEF.

Logo, aplicando Q. sobre a equacdo (16) do MEC, resulta

K.U?=F'+F 17)
onde agora
=
ch - Qchc Hcc (173.)
P.=0G.T (17.b)
F’=QP° (17.¢)

Da equagdo (17) € possivel escrever a for¢a nos nos do elemento de contorno em fungao de
todos os outros termos.
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Voltando ao sistema do MEF na equagdo (15) e aplicando as condi¢gdes de compatibilidade
e de equilibrio de for¢as na interface comum aos métodos numéricos, o seguinte sistema

algébrico sera obtido
(KCC + ECC ) Kcm Uf ﬁ(‘

mc mm m

Este sistema resultante €, portanto, o sistema que representa a estrutura de portico acoplada
ao solo. A matriz K, pode ser entdo entendida como uma matriz de rigidez do solo

condensada nos nos acoplados e que insere no MEF as condigdes advindas do MEC. O vetor
P inclui as condi¢Oes de carregamento na interface oriundas do MEC e serd na verdade

somado ao vetor £ a cada iteragdo do método de Newton-Raphson.

Pelo fato de neste trabalho o solo ser considerado elastico linear, sua matriz ndo se altera
durante o processo iterativo, sendo assim calculada somente uma vez, na primeira iteragao do
programa NLG.

Apos cada iteragdo no processo de solucdo € preciso que os vetores de forgas internas do
elemento finito sejam “corrigidos”, somando-se a este os valores dos carregamentos nodais
oriundos da reagdo do solo sobre a estrutura. Estes valores podem ser calculados através do
produto da matriz de rigidez do solo pelo vetor deslocamento dos nds na interface.

A consideragdo de solos heterogéneos pode ser feita pela metodologia descrita no item
2.2.1, pois os procedimentos apresentados sdo aplicados antes da montagem do sistema
algébrico final no MEC. Dessa maneira, ao serem condensadas as matrizes H ¢ G, todo o
dominio heterogéneo estara sendo considerado.

O uso de linhas de carga enriquece ainda mais a analise, pois permite a simulagdo de
estacas em qualquer diregdo. Como a formulagdo permite que as linhas de carga atravessem
diferentes materiais, os elementos finitos poderao da mesma forma, fazé-lo.

5 EXEMPLOS DE VALIDACAO E APLICACAO

5.1 Barra homogénea tracionada

Este primeiro exemplo comprova a eficiéncia do acoplamento numérico. Consiste de uma
barra homogénea submetida a tragdo uniforme. A andlise ¢ feita modelando metade do
comprimento da barra através do MEC e a outra metade através do MEF. Para testar a técnica
alternativa implementada no MEC, sdo consideradas trés sub-regides com mesmo moédulo de
elasticidade no meio continuo (E; = E, = E; = 10.000 kN /cm?) acopladas a duas barras do
MEF, de acordo com a Figura 6 a seguir. Para esse problema, ¢ adotado coeficiente de
Poisson v = (). A barra transversal do MEF ¢ extremamente rigida possibilitando o resultado
atingido ser comparado ao valor analitico.

Na malha do MEC foram utilizados 22 nds no contorno e 12 elementos quadraticos,
enquanto que no MEF utilizou-se 5 nds e 2 elementos quadraticos. Aplicaram-se nés duplos
nos vértices da malha do MEC para considerar a descontinuidade de forgas de superficie.

A solugdo analitica para o deslocamento maximo na direcdo horizontal deste problema ¢

baseada na resisténcia dos materiais e ¢ dada pela expressao

NL 10%x4
Umax. = =7 = Too000l = 0,004 cm (19)
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Na secdo mais ao meio do vao o deslocamento horizontal ¢ igual & metade desse valor, ou
seja, Urx=2,0) = 0,002 cm.
2.0cm 2.0cm

F =10kN
*—>

X
Figura 6 — Modelo MEC/MEF para barra tracionada

Apresentam-se os resultados de deslocamento horizontal obtidos com o uso do programa
desenvolvido. Os valores de deslocamento obtidos sdo pequenos e por esse motivo a solugao
¢ idéntica a resposta analitica, comprovando o adequado funcionamento do programa.

Legenda:
0.00400
0.00375
0.00350
0.00325
0.00300

0.00275
0.00250
0.00225

0.00194

Figura 7 — Deslocamento horizontal na malha do MEF

10000
¢0000
€0000
0000
S000'0
90000
20000
20000
60000

L00'0
LLOO'0
cLooo
€L000
¥100°0
GL00'0
91000
21000
21000
61000

c00'0

Figura 8 — Deslocamento horizontal na malha do MEC
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5.2 Estaca inclinada atravessando solo heterogéneo

Neste exemplo, serdo calculados os deslocamentos da combinagdo de cargas vertical,
horizontal e de momento aplicados na extremidade superior de uma estaca inclinada inserida
em um solo heterogéneo, além de averiguar as tensdes ocasionadas no solo (Figura 9).

/\‘M
Fy 'I'F
—

P

2.0m

5.5m

5,0m

Figura 9 — Problema da Estaca inclinada

Para a estaca admite-se se¢do transversal de areca A = 900 cm? Adota-se o Estado Plano
de Deformacao e o coeficiente de Poisson da estaca e de ambas camadas no solo ¢ v=10,2. Os
valores de carregamento admitidos sdo: Fy = 100 kN, F, = 300 kN e M = 50 kNm.

Foi utilizada uma malha com 168 elementos quadraticos no contorno do solo e 42
elementos quadraticos ao longo da estaca. Os valores obtidos sdo comparados com o0s
resultados utilizando-se a ferramenta Ansys.

8,0E-03

7,0E-03

6,0E-03

5,0E-03

4,0E-03

Ux

3,0E-03

2,0E-03

1,0E-03

0,0E+00

Deslocamento Horizontal

Diferenca Relativamaxima =5 % !

¢ MEC/MEF

-B-Ansys

10 15 20 25 30 35 40
Altura

Grafico 1 — Deslocamento horizontal resultante
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Deslocamento Vertical
0,0E+00 Altura
(L 5 10 15 20 25 30 35 40

-2,0E-03

-4,0E-03 * MEC/MEF

E 2
-6,0E-03 Ansys
>
|

-8,0E-03

-1,0E-02 Diferenca Relativamaxima= 1%
-1,2E-02

-1,4E-02

Grafico 2 — Deslocamento vertical resultante
Rotagao

1,0E-04

0,0E+00
-1,0E-04
-2,0E-04
-3,0E-04

5 ¢ MEC/MEF
-4,0E-04
-B-Ansys

-5,0E-04
-6,0E-04

-7,0E-04 Diferenca Relativamaxima = 6 %

-8,0E-04

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Altura

Grafico 3 — Rotagdo ao longo da estaca resultante

Os resultados de forma geral se mostram bastante satisfatorios, com diferengas relativas
minimas em relagdo aos valores de referéncia. Apds o processamento da estrutura, pode-se
calculo as tensdes ocorridas no solo através de uma rede de pontos internos inseridas no meio
continuo no programa do MEC (Figura 10).
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-3
-4
5
6
-7
-8

10 20 30 40

Figura 10 — Distribuicdo das tensdes ox, oy e Txy (respectivamente) ao longo do solo
5.3 Barra engastada em solo heterogéneo
Seja uma estrutura de barra esbelta engastada em um solo heterogéneo, conforme mostra a

Figura 11. Neste exemplo demonstra-se outra aplicacdo do programa desenvolvido, para um

problema onde agora a ndo linearidade geométrica da estrutura também tera forte influéncia
no resultado final, devido a elevada esbeltez da barra.

- _l 50 kN

100 m

30 m

| 60 m
I

Figura 11 — Barra engastada em material heterogéneo

O solo ¢ formado por trés diferentes materiais, sendo a camada mais inferior a de material
menos rigido. As condi¢des de contorno do solo sdo restricdo ao deslocamento horizontal nas

faces laterais e restrigdo ao deslocamento vertical na face mais inferior. Adota-se o Estado
Plano de Deformacao.
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Para a barra é considerada uma se¢do transversal de area A = 0,1166 cm?, momento de
inércia I = 0,0183 m* e 0 mddulo de elasticidade do material é E = 210 GPa.

Os resultados obtidos com a utilizagdo do programa desenvolvido serdo comparados com
valores obtidos para uma andlise linear com apoios fixos nos nds da barra que se encontram
internos ao solo. Pretende-se assim demonstrar as diferencas ocasionadas entre dois extremos:
a andlise considerando comportamento linear e fundacdo rigida e outra considerando a nao
linearidade geométrica da barra em conjunto com a interagdo solo-estrutura.

Os resultados obtidos para deslocamentos horizontais e para momento fletor ao longo da
estrutura sdo apresentados respectivamente nas Figuras 12 ¢ 13 a seguir.

Legenda:
0.95196
0855921
0.73647
0.E1373
0459055
036524
0.24550

I 012276
0.00001

Figura 12 — Deslocamento horizontal para (a) analise linear e (b) este trabalho

a) b)

Legenda:

48353151

-3.19225

-21 26602
—34.33975
-47.41355
-B0.45731
—-7356107

I -6k G345
-39, 70360

Figura 13 — Momentos fletores para (a) analise linear e (b) este trabalho
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Observando o deslocamento horizontal e a distribuicio do momento fletor ao longo da
estrutura percebe-se a importancia da consideragdo da NLG e da interagdo solo-estrutura para
este problema. Nos resultados deste trabalho, o valor para o momento fletor maximo na base
da estrutura e o deslocamento horizontal no topo chegam a ser o dobro do resultado obtido na
andlise linear com apoios fixos. Este fato precisa ser levado em conta no dimensionamento
estrutural, caso contrario deverd ocorrer problemas estruturais graves e que podem
comprometer a seguranga de pessoas.

6 CONCLUSOES

O acoplamento entre os métodos numéricos se mostrou bastante eficiente na analise de
problemas envolvendo os diferentes meios. A estratégia algébrica adotada para o acoplamento
permite que a matriz de rigidez condensada do solo seja aplicada ao sistema algébrico do
MEF a cada iteracdo no processo de Newton-Raphson. Assim, o solo atua como condic¢ao de
contorno para a estrutura de portico ja considerando suas diversas caracteristicas.

Com a utilizacdo da formulagdo alternativa no MEC, ¢ possivel considerar o solo como
sendo formado por diversos materiais com diferentes modulos de elasticidade e configuragdes
geométricas diversas. A formulagdo alternativa adotada também reduz o tamanho do sistema
por ndo aproximar forga de superficie no contato. As linhas de carga, por sua vez, permitem
que sejam simulados elementos internos em qualquer dire¢do, como no caso de estacas
inclinadas. Da forma como foi elaborada, a estratégia permite inclusive que estas estacas
ultrapassem diversas camadas de solo.

Tanto na formulacdo do MEC quanto na do MEF, o uso dos polindmios de Lagrange de
ordem qualquer permitiu a generalizacdo de ambos os codigos para o uso de elementos curvos
isoparamétricos. E possivel que superficies curvilineas e fungdes de alta ordem sejam assim
melhor representadas. O uso desses elementos pode assim melhorar a qualidade das repostas
em ambos 0s programas.

E importante ressaltar ainda que as alteragdes inseridas no sistema algébrico do MEF pelo
acoplamento numérico consideram quaisquer configuracdes definidas preliminarmente no
MEC. E possivel assim, por exemplo, avaliar qual a influéncia que uma carga atuante no meio
continuo afastada da estrutura de portico terd sobre o comportamento desta Ultima. Para isso
basta que sejam definidas tais forcas de superficie atuando no modelo do MEC, antes que
sejam condensadas as matrizes.

O primeiro exemplo apresentado, apesar de simples, comprova a eficiéncia da formulagdo
do MEC e do acoplamento numérico. Pode-se também alterar os valores de mddulo de
elasticidade dos materiais envolvidos para analise de barras constituidas por mais de um
material. Os dois outros exemplos apresentados demonstram aplicagdes praticas na
engenharia, em problemas que envolvem meios continuos heterogéneos. No segundo
exemplo, as méximas diferencas percentuais relativas sao insignificantes do ponto de vista de
engenharia, além de serem esperadas devido a diferente natureza dos processos numéricos
comparados (lembrando que no Ansys todo o dominio e a estrutura sao modelados via MEF).
No terceiro exemplo fica claro que a consideracdo da ndo linearidade geométrica para as
estruturas de portico também pode ser importante a depender da esbeltez da estrutura.

Os recursos da ferramenta desenvolvida podem ainda ser aplicados & problemas de
acoplamento entre pecas mecanicas ou em analise de materiais compostos, como na
ancoragem de armaduras (dobradas ou ndo) do concreto armado.

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXIX, pags. 1783-1801 (2010) 1801

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Bonet, J. et al. Finite element analysis of air supported membrane structures. Computer
Methods in Applied Mechanic and Engineering. 190: 579-595, 2000.

Brebbia, C.A. e Dominguez, J. Boundary elements: an Introductory course. Computational
Mechanics Publications, London, 1992.

Coda, H.B. Contribui¢do a Analise Dinamica Transiente de Meios Continuos pelo Método
dos Elementos de Contorno. Sdo Carlos. Tese (Livre Docéncia), Escola de Engenharia de
Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo, 2000.

Coda, H.B. An exact FEM geometric non-linear analysis of frames based on position
description. In: XVIII Congresso Brasileiro De Engenharia Mecanica, Sdo Paulo, 2003.

Coda, H.B. e Greco, M. A simple FEM formulation for large deflection 2D frame analysis
based on position description. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
193: 3541-3557, 2004.

Kzam, A.K.L. Formulagdo Dual em Mecanica da Fratura Utilizando Elementos de Contorno
Curvos de Ordem Qualquer. Dissertagao (Mestrado), Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sdo Paulo, 2009.

Leite, L. G. S. Desenvolvimento de modelos numéricos para analise de problemas de
interagdo de dominios bidimensionais. Tese (doutorado), Escola de Engenharia de Sao
Carlos — Universidade de Sao Paulo, 2007.

Ribeiro, D. B. Estudo e aplicacdo de um elemento de contorno infinito na andlise da interagao
solo-estrutura via combinacado MEC/MEF. Tese (doutorado), Escola de Engenharia de Sao
Carlos — Universidade de Sao Paulo, 2009.

Silva, W. Q. Uma estratégia para o tratamento de multiplas inclusdes generalizadas e de
linhas de carga via método dos elementos de contorno com aproximacao qualquer. In:
XXXI Iberian-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering,
Buzios/RJ. Anais, 2009.

Venturini, W. S. Alternative formulations of the boundary element method for potential and
elastic zoned problems. Engineering analysis, Great Britain, 9: 203-207, 1992.

Venturini, W.S. Um estudo sobre o método dos elementos de contorno e suas aplicacdes em
problemas de engenharia. Tese (livre docéncia), Escola de Engenharia de Sdo Carlos,
Universidade de Sao Paulo, 1988.

Copyright © 2010 Asociacién Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



