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RESUMO

Neste trabalho apresenta-se um modelo de elemento finito de viga unificado proposto por Reddy,
que ndo apresenta bloqueio por deformacdo a corte, e que engloba as teorias de vigas de Euler-
Bernoulli, Timoshenko e de terceira ordem de Reddy. Implementa-se a matriz de rigidez unificada
desses elementos em um programa de elementos finitos para a andlise linear de poérticos planos.
Mostra-se os resultados de exemplos numéricos nos quais se constata a inexisténcia de travamento a
cisalhamento.
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1. INTRODUCAO

Vigas sdo elementos estruturais com grande aplicacdo na engenharia, e para as quais
existem diversos modelos de analise. Na Figura 1.1, a cinematica das teorias de Euler-
Bernoulli (TEB), Timoshenko (TT) e de terceira ordem Reddy (TR) é mostrada. A teoria mais
simples e a mais comumente usada é a de Euler-Bernoulli a qual adota um campo de
deslocamento que implica nas hipdteses de que uma linha reta e normal a superficie neutra
antes da deformacdo da peca, permanecera reta e normal ap6s a deformacao desta, implicando
ainda no negligenciamento dos efeitos normais e cisalhantes sobre a estrutura.

indeformada

TEB

TT

TR

Figura 1.1: Cinematica das teorias de Euler-Bernoulli, Timoshenko e Terceira ordem. Reddy (1997)

A teoria de viga de Timoshenko considera que as secgdes planas antes da estrutura se
deformar se mantém planas apés a deformacdo. Contudo, supde-se que uma sec¢do normal ao
eixo da viga ndo mantém essa caracteristica ap6s a deformagdo. Ainda é levada em
consideracao os efeitos das forcas cisalhantes pela introducdo de uma constante de correcdo
na coordenada orientada sobre a altura da estrutura. Uma variedade de elementos finitos de
viga de Timoshenko surgem na literatura, diferindo uns dos outros na escolha da funcdo de
interpolacéo usadas para a deflexdo transversal w,e rotacdo ¢, ou na forma fraca utilizada

para desenvolver o modelo de elementos finitos.

A fim de representar de forma verdadeira a distribui¢do das tensdes de cisalhamento sobre
a altura da viga, Reddy et al desenvolveram teorias de terceira ordem. Nestas, uma linha reta e
normal a linha neutra antes da deformacao da peca, ndo se encontrara mais reta e normal apds
a deformacdo da mesma. Semelhantemente a TEB, nestes modelos também se computa o
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estado de deformacdo ao cisalhamento transversal na se¢do da peca, mas ndo se necessita da
introducdo de um coeficiente para levar em consideracéao estes efeitos.

Neste trabalho implementa-se a matriz de rigidez de um modelo de elemento finito de viga
unificado proposto por Reddy que engloba as teorias de viga de Euler-Bernoulli, Timoshenko
e terceira ordem de Reddy em um programa de elementos finitos linear para analise de
porticos escrito com a linguagem FORTRAN por Taylor (2003). Com este investigou-se a
cinematica de exemplos numéricos de estruturas levando-se em consideragdo varios tipos de
carregamentos.

2. REVISAO DAS TEORIAS DE VIGAS E SEUS ELEMENTOS FINITOS

As equacdes seguintes foram extraidas de Reddy (1997). Elas exprimem em sintese as teorias
das vigas de Euler-Bernoulli, Timoshenko, terceira ordem, a relacdo entre as mesmas, e 0
modelo unificado de Reddy que abrange as formulagdes antes mencionadas.

2.1 Teoria de viga de Euler-Bernoulli (TEB)

Nesta teoria o carregamento externo e o momento fletor sobre o elemento sdo dados
respectivamente por

d*ME
dXZXX =—q(X) (1)
dwE
ME=-D —0 2
XX XX dXz ()

2.2 Teoria de viga de Timoshenko (TT)

Na teoria de viga desenvolvida por Timoshenko, as expressdes que contabilizam o
carregamento externo e 0 momento fletor sdo definidas como

dm?’ do’
e =q, deX - q(x) @)
d¢’ 1 ( T, dw j
MT =D 22 or=AK/[s+D0 4
XX XX dX QX A(Z S ¢ dX ( )

Onde K, denota o fator de corregéo ao cisalhamento.

2.3 Teoria de viga de terceira ordem refinada (TR)
As equacdes que governam o equilibrio do elemento de viga neste modelo séo:

R
Mo _r o pr 5)
dx dx
dQFf dr d’P
X — _qag(x el XX 6
dx a(x)+ 5 dx ¢ dx? ©)
R R 2..,R
M2 =D, 9 _oF |90, IV %
dx dx dx
R~ [ .r . dwl
— 0 8
Q, A&z(cﬁ + ™ (8)
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R R 2..,R
Pxx :Fxx d¢ _aHxx d¢ +d VZO (9)
dx dx  dx
R
=D, (¢R — J (10

Na TR, P, e R, denotam as resultantes de tensdo de ordem superiores; D, a rigidez a
flexdo; A,, arigidez ao cisalhamento.

D, = [ EZ’dA=E,I] Fo=[ Ez'dA=E1})
H, =] E,2%dA=E,1}) A, = G,dA=G, A (11)
D, =[,G,2°dA=G,1{} F.=[G,2'dA=G,I}
Ijxx:Dxx_anx lExx:Fxx_aHxx
'E\xz = sz _ﬂsz 5XZ = sz _ﬂsz (12)
ISxlejxx_alExx AAZZ'E\AZ_ﬂISXZ
4 4
o =——- y = 36{ = — 13
an? B 2 (13)
Iy =, (2)dA (14)
Onde: i - i-ésimo momento de inércia de area sobre o eixo-y; A - Area da secdo
transversal

Nas trés teorias antes mencionadas, existem varaveis primarias e secundérias. As primeiras
constituem uma condicdo de contorno geométrica, enquanto que a segunda estabelece uma
condigdo de contorno de forca. Deve-se notar que a teoria de terceira ordem requer as
especificacbes de ¢ e dw, /dx, e a forga de cisalhamento é V, .

> Euler-Bernoulli - TEB

L, dw,
Primérias: w,, d—°

(15)
Secundarias: Q,, M,,
>Timoshenko - TT
Primarias: w,, ¢ "
Secundarias: V,, P,, M —aP,_ (16)
> Reddy refinada - TR
Primarias: w,, ¢
Secundérias: V,, P, M —aP,, (17)
dP,
sendo V, =Q, - R, +« d—XX (18)
X
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2.4 Relacg0es entre as teorias

2.4.1 Relacdes entre as solugbes TEBe TT

A deflexdo, o momento fletor e a forca cisalhante da teoria de viga de Timoshenko podem
ser expressas em termos de quantidades correspondentes da teoria de viga de Euler-Bernoulli.
Estas relagdes sdo resumidas por:

D, W, (X) =D, wy (x)+ Dy, M5 (x)+C D, x—x—3 -C X—Z—C x—C (19)
XX 0 XX 0 AQK XX 1 AQKS 6 2 2 3 4
dwt x?
DXX¢T (X) == _Dxx d—;+Cl7+C2X+C3 (20)
My (X)=ME (x)+Cx+C, (21)
Q (X)=Q (x)+C, (22)

Onde C,, C,, C, e C, sdo constantes de integracdo. Estas sdo determinadas pelas
condicdes de contorno da estrutura em particular.

2.4.2 Relagdes entre as solugbes TEB e TR

Ao contrério da teoria de viga de Timoshenko, a teoria de terceira ordem requer a solucao
de uma equacdo de segunda ordem adicional que pode ser dada em termos de QF, M %, ¢~
ouw,. No caso de vigas sob carga transversal uniformemente distribuida q,, a equagdo de
segunda ordem em termos de QF é dada por,

d2 R
—d)?; -A°Qf = y[q—z"(L—Zx)+ cl} (23)
onde
D A,D
12 — éxz xx_ e — _ z xx_
o ( Fxx Dxx - Fxx Dxx) a a (Fxx Dxx - Fxx Dxx) (24)

A solucdo desta equacdo diferencial é
Qf (x) =Cgsenhax+C; cosh ix+%(Qf +C,) (25)

As equac0es para forga e momentos resultantes, rotacéo e deflexdo da TR em termos das
solucGes de TEB sdo dadas por

R
Y (x)= Q- AR, +ar e = S QF (1), (26)
ME(x)=MS (x)+Cx+C, (27)
E F 2
DXX¢R(X)=—DXX%+a(£JQf+C1X7+CZX+C3 (28)

3 2

R E 5)()( R
DxxWO (X): DxxWO (X)+(EJ(IQX (n)dn)_cl%_CZ X7+CSX+C4 (29)
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As seis constantes de integragéo (C,—C,) séo determinadas usando as seis condicdes de

contorno calculadas na teoria de terceira ordem. As condi¢des de contorno para varios tipos
de suporte sdo abaixo definidas, de acordo com as variaveis primarias e secundarias da TR:

Livre (L):

Qf - ﬂRx ta d& =0
dx
MR —aP, =0 (30)
Pxx = 0
Simples (S):
W =
M} -aP, =0 (31)
P,=0
Engaste (E):
wy =0
R _
=0 (32)
dw, 0
dx

3 MODELO DE ELEMENTO DE VIGA UNIFICADO DE REDDY

Reddy (1997) desenvolveu um elemento que incorpora a cinemética das trés teorias antes
apresentadas. A deducdo utiliza as relagdes entre as solucdes das trés teorias. Para evitar
resolver a equacéo de segunda ordem, simplificou-se a teoria de terceira ordem através da
reducdo de ordem da teoria de sexta para quarta. Isto se faz duplicando-se o termo de segunda

derivada na equacéo diferencial adicional paraw, . Enquanto esta é uma aproximacéo da teoria

original de terceira ordem é tdo simples e preciso quanto a teoria de viga de Timoshenko,
além de ndo requerer o fator de correcédo ao cisalhamento.

3.1 TR simplificado

Inicialmente deriva-se a equagdo de segunda ordem em termos de w,. Substituindo (7) em
(27) obtemos

< dgFf d2wg d2w

D, i -aF,, e =—DXXde°+C1x+C2 (33)
Integrando, a equacédo acima torna-se
D, ¢" —aF, d(;"f :—DxxddiXOE+Clx72+C2x+Cs (34)
De (5), (8) e (10), terﬂos que

De modo que
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1 dME dw?

R —_———
v = A, dx  dx (36)
Substituindo (36) em (33), obtemos
D, |dM? aw’ dw; X2
/SQXJ T e @)
Que integrada produz
o D, | = . X3 X2
DxxWO (X): AA Mxx+DxxW0 (X)_Clz_CZ ?_CSX_C4 (38)
De (7) temos
_ d¢R dZWR
M)S( = Dxx _anx 20 (39)
dx dx
R 2:,,R
MR =MR_gp —p 99 _F 4V (40)

“dx % dx

Eliminando d¢® /dx de (39) e (40), obtemos

“ . n . dZWR
D MR-D M® =a(F,D,_ +F_D, |—> (41)
XX XX XX XX XX XX XX XX dX2
E usando (27), podemos escrever
. D Ao = AW
MXRX:Ijxx(lv|fx+clx+cz)+Iji(FXXDXX—FXXDXX)de0 (42)
Finalmente substituindo (42) em (38), obtemos
R o 2., R S
Dxxwg (X)_"i(FxxDxx - FxxDxx)diwzoz DxxW(;E (X)+ [’?XX fo
A, dx A,
(43)

. [

{’é—(%ﬂ HCZ —Cx-C,

Simplifica-se a TR pelo negligenciamento dos termos de segunda derivada em (43), 0 que
significa transformar a ordem da teoria de sexta para quarta. Obtemos assim,

D x> (D
Dxx (? :Dxx (;E = M:(Ex_ ——| == Cl—C3X—C4 44
" W(X)+(Ax] {6 [AXH o

4 A

3.2 Resumo das relagbes entre TEB, TT e TR simplificada

As relacdes entre TEB, TT e TR simplificada pode ser expressa agora em termos de um
conjunto de coeficientes introduzidos (A e B).

V. (x)=0Q; (x)+C, (45)
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My (X)=Mg (x)+Cx+C, (46)
E 2
DXXHR(x):—DXdei;+ClX?+C2x+Cs (47)
X3 NG
D, W (X) = D Wy (X)+ AMXEX(X)—Q(E— AXJ—C2 (7— BjJrCSXJrC4 (48)
onde
0—>TEB

|5 0—>TEB

A={2% 5TT B=:0->TT (49)

D I?” — TR —simplificado

Z

I?” — TR —simplificado

Z

e 6% é ainclinagdo equivalente

R
DXXeR(x)z_ﬁqusR(x)_aF”ddﬂ (50)
X

3.3 Deducéo da matriz de rigidez

Considere um elemento de viga (hermitiano clbico), de comprimento h e de propriedades
geomeétricas e materiais constantes. Permitindo deslocamentos generalizados nos nés 1 e 2, de

um elemento tipico de alguma das trés teorias de vigas definidas como ilustrado na Figura
3.1 por

(0)=A1, 9(0)
(h)=4,, 6(h)

A,

N (51

E £

6(X) denota a inclinagdo (sentido horario adotado como positivo), que tem diferente
significado para as diversas teorias, como definido abaixo
_d% _reg

dx
O(X)=56"(X)>TT (52)

6" (X) — TR —simplificado

Onde X denota a coordenada do elemento, cuja origem estd localizada no né 1 do
elemento. Q, e Q, representam as forcas de cisalhamento (isto €, valores de V,) nos nés 1 e

2, respectivamente. Igualmente Q, e Q, denotam os momentos fletores (isto é, valores de

M ) nos nés 1 e 2, respectivamente. A Figura 3.1 mostra a convencéo de sinal usada para os
deslocamentos e forgas generalizadas.
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W
1
( LMC::. i‘é?
~IT=zz = s u3
s Hﬂ?:? ““._er )
v
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k ‘:At-,___,;:::
“ kﬂl el T[.;‘
k3
L === J)knl 1&1.'. [P IkaL

Figura 3.1: Convencéo de sinal e geométrica para deslocamentos e forcas generalizadas de um elemento de viga:
(a) forcas generalizadas e deslocamentos generalizados; (b) interpretacdo dos coeficientes de rigidez como forgas
requeridas para produzir deslocamentos unitarios generalizados (Reddy, 1997).

A matriz de rigidez para o elemento unificado é deduzido usando o0 método tradicional para
calcular a rigidez na andlise estrutural que envolve impor um deslocamento unitario
generalizado, enquanto todos os outros deslocamentos generalizados sdo zero, e determinando
as forcas requeridas para obter o equilibrio na viga. A formulacdo utiliza as relacbes entre
TEB, e TT e TR. Isto equivale a usar interpolacdo cubica de Hermite para a deflexdo
transversal e interpolacdo dependente para a inclinag&o.

Para obter a primeira coluna da matriz de rigidez do elemento, estabelecemos que:

>em X=0:
E T R dW(I]E T R
W, =W, =W, =A,, ——=60 =6"=0 (53)
dx
>em X=h:
E T R dW(I]E T R
WO:WO:WO IO,KIQ :9 :O (54)

e assim determinamos as constantes C, —C, de (45) a (48). Obtemos ent&o:

C _12D, | _A A, sz_%cl

1 3 2
h h

E+A (55)

C,=0,C, :(%AjAﬁBCZ

Com a substituicao das constantes calculadas acima nas equacdes (45)-(48) produz-se,
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0.=-130)- {2 ).
56
Q,=-V7 (h) = u(lzhexx A (56)
0= =4 s
onde
“:1+1129’ Q:h_AZ ®7)

O mesmo procedimento pode ser repetido, com um conjunto de deslocamentos unitarios

generalizados diferentes para obter os coeficientes de rigidez restantes. O modelo de elemento
finito completo é dado por

12D, 6D, 12D, 6D,
" h®  h  h
_6D, 4D, , 6D%, 2D, A 1@
ul N h h? h® )8 _ )% | |Q (59)
_ 12 DXX 6 Dxx 12 Dxx 6 Dxx AS q3 Q3
h® h? h® h? ||A, % |Q
6D, 2D 6D 4D
_ XX XX XX XX i
h? h 5 h? h
onde
A=1+30Q, £ =1-6Q (59)
h
q :L q(x)p; (x)dx (60)

Aqui ¢, (x) denota as funges de interpolagdo de Hermite implicita nas equagBes (45)-
(48).

4. EXEMPLOS NUMERICOS ANALISADOS COM O PROGRAMA DE
ELEMENTOS FINITOS PARA ESTUDO DE PORTICOS PLANOS.

A matriz de rigidez deduzida da teoria de viga unificada de Reddy foi implementada no
programa linear para portico estrutural plane_frame_1.f90, que teve seu cddigo escrito por
Taylor (2003). Constantes foram inseridas para caracterizar propriedades materiais (Tabela
4.1), além de outras que permitem ao usuario fazer a opcao pela teoria de viga com a qual o
mesmo deseje trabalhar.

E A 1z (2) 1z (4) 1z (6) G Ks h
10° 10° 10° 1,8.10° |3,857.10° | 3,846.10° | 0,8333 | 3,464
Tabela 4.1: Propriedades materiais usadas na teoria de viga unificada de Reddy
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Dois exemplos numéricos formam estudados com o programa ap06s as implementacGes
antes referidas. A primeira estrutura trata-se de uma viga simplesmente apoiada sob carga
uniformemente distribuida - Figura 4.1.

9

! vV V V Y /

. L

Figura 4.1: Viga simplesmente apoiada sob carga uniformemente distribuida

Como se pode observar pela Tabela 4.2, os resultados fornecidos pelo programa tanto para
as deflexdes quanto para as rotacdes ddo valores iguais nas trés teorias de viga que o0 modelo
unificado de Reddy incorpora, independentemente da discretizacdo da estrutura. E possivel
afirmar que para os propdsitos da anélise (linear) os elementos sdo destravados em relagdo aos
efeitos do cisalhamento nas trés teorias.

Elemento | N=1 N=2 N=4 N=1 N=2 N=4
L/h=10 vx107 —¢x107°
TEB -0,160045  -0,160045  -0,160045 | -0,500000  -0,500000  -0,500000
TT/IE -0,160045  -0,160045  -0,160045 | -0,500000  -0,500000  -0,500000
TR -0,160045  -0,160045  -0,160045 | -0,500000  -0,500000  -0,500000
L/h=100 vx10? —¢
TEB -0,156288  -0,156288  -0,156288 | -0,500000  -0,500000  -0,500000
TT/IE -0,156288  -0,156288  -0,156288 | -0,500000  -0,500000  -0,500000
TR -0,156288  -0,156288  -0,156288 | -0,500000  -0,500000  -0,500000

Tabela 4.2: Comparacéo das solugdes por elemento finito com as deflexdes e rotagdes méximas exatas de uma
viga isotrdpica simplesmente apoiada com carga transversal uniformemente distribuida.

A segunda analise realizada deu-se em um pértico estrutural com dois membros. Uma
ilustracdo deste € exibida na Figura 4.2, com as trés malhas nas quais foi feita sua

discretizacéo.
A N %
9

4Pl
2P

uapnwn)l /
== o B B

I,

28
|
: A A
|

| 128 !

@ O © (d)
Figura 4.2: (a) Portico analisado; (b,c e d) Discretizagdo da estrutura em malhas com 2, 4 e 8 elementos (Reddy,
1997).

A analise dos resultados (Tabela 4.3 e 4.4) produzidos pelo programa de analise linear, no
caso do portico plano, nos mostra que os valores tanto de deslocamentos quanto de forcas
internas nos nds sdo 0s mesmos para as trés teorias e para os trés refinamentos de malhas
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disso,

pode-se

verificar

a caracteristica da
superconvergéncia dos modelos para os exemplos numéricos estudados.

Dngs:]%";”gg?%s TEB(2) | TT(@ | TR | TT@ | TR@ | TT@®) | TR(®)
Ug 0,83925 0,83925 | 0,83925 | 0,83925 | 0,83925 | 0,83925 | 0,83925
Vg -0,68131 -0,68131 | -0,68131 | -0,68131 | -0,68131 | -0,68131 | -0,68131
o -0,96169 -0,96169 | -0,96169 | -0,96169 | -0,96169 | -0,96169 | -0,96169
Tabela 4.3: Deslocamentos no nd B da estrutura aporticada calculados pela Teoria Unificada de Reddy.
Esforcos | TEB (2) 1IE (2) TR (2) 11IE(4) TR (4) 11E (8) TR (8)
N” | 4,73135  4,73135 4,73135 4,73135 4,73135 4,73135 4,73135
0 QyA 0,72641 0,72641 0,72641 0,72641 0,72641 0,72641 0,72641
g M2 | 10,9413 10,9413 10,9413 10,9413 10,9413 10,9413 10,9413
g NB | -4,73135 -4,73135 -4,73135 -4,73135 -4,73135 -4,73135 -4,73135
= QyB 1,27519 1,27519 1,27519 1,27519 1,27519 1,27519 1,27519
M? | -50,4539  -50,4539 -50,4539 -50,4539 -50,4539 -50,4539 -50,4539
NB | 2,65896  2,65896 2,65896 2,65896 2,65896 2,65896 2,65896
o Qf 1,41996 1,41996 1,41996 1,41996 1,41996 1,41996 1,41996
neo M? | 50,4539 50,4539 50,4539 50,4539 50,4539 50,4539 50,4539
% N¢ | -0,25896  -0,25896 -0,25896 -0,25896 -0,25896 -0,25896 -0,25896
= Qf 1,78004 1,78004 1,78004 1,78004 1,78004 1,78004 1,78004
MS | -82,8607 -82,8607 -82,8607 -82,8607 -82,8607 -82,8607 -82,8607

Tabela 4.4: Forgas nos nds A, B e C da estrutura aporticada calculados pela Teoria Unificada de Reddy.

5. CONCLUSOES

Foi apresentado as teorias de viga classica e deformaveis a cisalhnamento. A formulacéo de
um modelo unificado proposto por Reddy que engloba as teorias de Euler-Bernoulli,
Timoshenko e terceira ordem de Reddy é mostrado e, sua matriz de rigidez foi implementada
num programa linear de elementos finitos. Exemplos numéricos de estruturas compostas por
elementos de viga foram investigadas. Os resultados mostram que sob um prisma linear de
analise, os valores das rotacOes e deflexdes em pontos notaveis das pecas analisaddas sdo
equivalentes para as trés teorias de viga abrangida pelo modelo unificado. Observa-se ainda a
caracteristica da superconvergéncia além da ndo ocorréncia de travamento ao cisalhamento.
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