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Abstract. En este trabajo se presenta una compabacentre diversos etodos de aalisis
para la obtenadbn de frecuencias naturales de vibragide elementos estructurales con mas:
y resortes adosados. El efecto de adosar sistemas masa-resorte sobre elementos estruc
es bien conocido desde &poca de Lord Rayleigh. Sin embargo, el iéteno ha dedao a
lo largo del tiempo debido, principalmente, a su importanciagiica dado que son muchas
las situaciones en donde ocurren estas modificaciones. Las met@oldijizadas son: masa
aparente, ratodo de los multiplicadores de Lagrange, FEM y receptancia. En el trabajo
muestran las ventajas y desventajas de cada enfoque.
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1 INTRODUCCI ON

Conocer las frecuencias naturales de vilirace elementos estructurales cuando se le adosan
sistemas masa-resorte es de gran relevancia tantodeomo pactica. Desde el punto de vista
tedrico debido a la creciente necesidad de modelar este tipo de sistemas tan comunes en la vide
diaria. Desde el punto de vistagatico su relevancia reside en el hecho de la aplicede este

tipo de configuradin como absorbedor damico, lo cual ha suscitado, desde su descubrim-
iento en 1909 y su posterior tratamientorieo en 1928 por Ormondroyd y Den Hartbgu
utilizacion como absorbedor de vibraciones en unisinmero de situaciones como por ejemplo

la supreshn de vibraciones en rascacielos debido a su exoitagor el viento, raquinarias
sometidas a excita@n constante, asientos de autos, etc. Entre la innumerable cantidad de tra-
bajos que ha generado caben mencionar, para vigas a las que se adosa un sistema de un grac
de libertad, los trabajos de LaueaaF , Gurgozé y Dowell* entre los fundamentales.

En este trabajo presentaremos diversas metotsa@pmo el ratodo de masa aparente, mul-
tiplicadores de Lagrange, FEM y receptancia para calcular frecuencias naturales déwjbraci
gue, si bien arrojan similares y por supuesto correctos, presentan distintas ventajas unas respec
tos de otras en cuanto a la compréndiisica de este tipo de sistemas y en cuanto al tiempo de
calculo que demandan.

2 METODOLOGIAS EMPLEADAS

Empezaremos describiendo cada una de las metddslpgopuestas.

2.1 Masa aparente

El concepto de masa aparente ha sido ampliamente usado para analizar sistemas vibrante:
acoplados. La idea consiste en poder reemplazar un sistema masa-resorte (o en general un sis-
tema n&ds complejo) sometido a una excitatidiramica por una masa equivalente (aparente)

gue dependérde la frecuencia de la excitaai (fig. 1).

De esta forma, el disis de la estructura acoplada (sistema base sistema adosado) se hace

mas simple y directo ya que el sistema acoplado es reemplazado polouelemento cuyo
comportamiento diamico es conocido.

Para un sistema de un grado de libertad, la masa aparante se calcula de la siguiente forma.
Si tenemos una fuerza aomica F'(t), que excita una sistema masa-resorte de la forma que se
puede ver en la figura 1, ambos elementos pueden ser reemplazados por una masa dependient
de la frecuencian(w) que tiene la siguiente exprési.

() = 1)

Wi —w?
dondew, = \/k/m es la frecuencia natural de oscilcidel sistema masa-resorte.

Consideremos el caso en que tenemaos una estructura a la cual se le-adasaa ésticamente.
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k — m(w)

F cos(wt) T

F cos(wt)

Figure 1: El sistema masa-resorte de 1 grado de libertad es reemplazado por una masa aparente que depende de
frecuencia de excitadn

En este caso supondremos que el sistema estructural es una viga, peém tpoaia ser una
placa u otro elemento estructural y el planteamiento del problerreaedenismo.
Introduciendo el valor de lmasa aparentéecuacbn 1) en la ecuadn diferencial de la viga y
sabiendo que la fuerza que haobre la misma s&iF' = m,(w)w(z,t), entonces la ecuam
nos queda de la forma

r

Mw(x,t) 8 w(z, t
EI=—21= + pA ZF 5(x 2)

dondeF, = —m, ,w(z,t). E es el ndbdulo de Young/ es el momento de inercia dateaA, p
la densidad del material.
Suponiendo

= ZWi(fL’)Qi(t) 3)
=1
entonces la ecuam 2 resulta

iEleV( +pAZW Zm”ZW (4)

=1

multiplicando poriV;(z) e integrando en todo el largo de la vigasabiendo que las fun-
cioneslV;(z) son ortogonales y normalizadasia= pA (masa por u/long.), se tiene finalmente
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viga

Figure 2: Variables auxiliares del problema en el plantearétbdo de los multiplicadores de Lagrangglicado
a unaviga a la cual se le adosasistemas de un grado de libertad

T n

(@ =@, (1) = Y > @ ma, W (2,)Wil2,)g;(t) = 0 ®)

v=1 =1
En la ecuadn anterior hemos supuesigdt) = g,(t)e™*, siendo adess lasw; las frecuen-
cias naturales de la viga libre ( que en adelante llamaremos desnuda). En forma matricial la
ecuacdbn 5 se puede poner
([A] -&*[B])g =0 (6)

donde las matricelsi], [B] vienen dadas por

[Alnxn = diag[w?]nxn )
[Bluxn = Hlnxn + [Blnsxn, [B'] = Zma,u{W(xu”nxl{W(xV)}z:xl (8)

Para hallar las autofrecuencias del problema debemos Hati¢d] — w?[B]) = 0. En
este caso hay que notar que, a diferencia de los casos usuales debobtienautovalores a
partir de un problema de la formid] — w?[B] donde[A] y [B] son matrices con coeficientes
constantes, adel autovalor inégnitaw esé dentro de la matrizB] por lo que no es posible
aplicar metodos como eQR-iterativoo el deJacobi generalizadpor ejemplo y en cambio es
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U, €lementoviga Ug

Figure 3: Elemento viga usado para la implemeia@taciel concepto demasa aparenten el programa de elementos
finitos

conveniente resolver el problema com@&todo de mitad de intervalghalf interval method) o
algln otro algoritmo de esas caradsticas®.’

2.2 Multiplicadores de Lagrange

Otro método para abordar el problema es @tato de los multiplicadores de Lagrange. Este
método fue aplicado coaxito por Dowell para un sistema de un grado de libertad acoplado a
una vigd y aqu intentaremos exponerlo brevemente.

Considerando el mismo caso anterior, es degiasas adosadassticamente, planteamos la
enerda cirética y potencial para el sistema total (vigas-sistentastiebs adosados). Sabiendo
que

w(z,t) =Y Wi(z)a(t) 9)
=1
La enerda cirgtica y potencial total es
T:liM»qﬂulimz‘? (10)
2 po 1Y 2 y:l 12597
Vzlzn:wzq'-2+1i:k(z — 20,)? (11)
2i:1 3 Yi 2D:1ut/ Ov

Donde las variables,, z,, son introducidas como variables auxiliares del problema (figura 2)
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Aplicando las ecuaciones de Lagrange con restricciones, que se introducen a las ecuaciones
a tra\es de los multiplicadores de Lagrange resulta

dk —l—wzqk = Z)\VWk(a:l,) k=1,.n; v=1,.r

o (12)
muéu+ku(zu_20u) =0 v=1,..r

kl/(zl/ - ZOI/) = Al/

Asumiendo movimiento artmico simple en las variableg = q,c*“?, 2, = Z,e™'y 2y, =
Zo,e™!, se despejan lag, z,, 2o, €n funcbn de las)\, y se reemplazan en las ecuaciones que
representan las restricciones

fo= ZWZ(xV)q’L(t) — 20, =0 (13)

de forma que nos queda finalmente, escribiendo las ecuaciones en forma matricial.

[BI{A} =0 (14)
donde{\},1, es el vector de log multiplicadores de Lagrange y la matfi2|,.., viene dada
por

¢k xZ; <Z>1c x] 1 .o
— Oy i,7=1..r 15

Z My (W} —w?)  mgw? " J (15)
donded;; es la delta de Kroneckema,i es la i€sima masa aparente calculada en la secci
anterior yM;, est definido como

l
M= pd [ oua)o(a)ds (16)

Para obtener las frecuencias finalmente haceiat$3] = 0. Notemos que si elamero
de masas adosadags menor al amero de modos asumidos en la expat@si de la funddn
desplazamienta(z, t) resulta que en este caso debemos resolver un determinante de orden
r < n con las ventajas que ello implica.

2.3 Meétodo de los elementos finitos (FEM)

En esta secon no se pretende hacer una revsidel nétodo de elementos finitos, ya que

la misma se puede encontrar en cualquier texto dedicado al®teina,que la intenéin es
mostrar una de las formas en que se pueden aplicar los conceptos anteriormente mencionado:
en la cnica de elemntos finitos para resolver el problema.

Consideremos nhuevamente el sistema viga al cual se le agregasas adosadassticamente.

Si discretizamos el dominio de la viga en una determinada cantidad de elementos, como sucede
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de manera usual en FEM, la forma de ubicar los sistengasiebs se harde manera de poder
utilizar el concepto denasa aparenté

Supongamos que el elementale la viga sea de la forma que se muestra en la figura 3.
Luego, la matriz de mas@a/|. y la matriz de rigideZ K]. vienen dadas por, en virtud de las
definiciones denasa aparenteadas en la sedm 2.1

M1 +mg1 Mo M3 M4
Mte ]\/-[622 M623 M624
M.z Mezo Mess +mg2 My
M.y Mo Mey3 My

Kell KelQ K613 Kel4
Ke?l KeZZ K623 K€24
Ke31 Ke32 Ke33 Ke34
Kenn Kesz Koz Kew

En donde los coeficiente¥,;; y K.;; son los coeficientes usuales en las matrices de masa y
rigidez de un elemento viga libremt, ; y m, 2 son las masas aparentes de los sistemas masa-
resorte que se ven en la figura 3, que se adosan a los nodos 1y 3 en este caso.

Las frecuencias naturaleg son determinadas a partir de las siguientes ecuaciones, como re-
sulta de aplicar el gtodo convencional de los elementos finitos

[M]{g} + [Kl{q} = 0 (17)

donde las matricef\] y [K] son las matrices de masa y rigidez globales de toda la viga
obtenida de ensamblar las matrices de cada elenmi&hty K| e imponiendo las condiciones
de borde que correspondan§} y {q} son los vectores aceleraaiy desplazamiento de los
nodos.

Como fuese mencionado anteriormente, el autovaldrgnita esh metido dentro de la matriz
[M] es por eso que se deben emple&tado no convencionales de obténcide autovalores
como el damitad de intervalgara resolver el problema.

M, =

K. =

2.4 Método de receptancia

Sitenemos un sistema masa-resorte, la expmed lamasa aparentest dada por la ecugm
1. Ahora bien, la receptancia de este sistema, por defimicésulta ser
2 2
o= — 18
2 (18)
dondew, = /k/m es la frecuencia natural del sistema masa-resorte de la figura 1. Recordemos
gue la receptancia éstlefinida como la ram entre el desplazamiento en un cierto punto de un
sistema con la fuerza ejercida en ese mismo punto $lfreceptancia directd)es decir
T
5 (19)
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Por otro lado, la receptancia de una viga que es excitada con una fuerza anica Fe™!
est dada por

Ugp = Opg = Z ¢1 I.)(Z)Z (20)

wf—oﬂ

y representa el desplazamiento de la viga en cualquiertgecale la misma si una fuerza
armbnica lateral de la forma&'e™! es aplicada a la viga en el punto= h,

w(z) = oy Fe™ (21)

Si bien la definidbn de receptancia contempla la suma de los infinitos modos involucrados, en
adelante tomaremos lasprimeros de forma de poder realizar |@daulos.

Para poder obtener las frecuencias debemos acoplar ambas receptancias la del sistema masi
resorte y la de la viga, lo cual se realiza mediante el siguiente teorema.
Si By C son dos subsistemas, en nuestro cBs(viga), y C' (sistema masa-resorte) de un
sistema oscilantel y existe una sola coordenada que los ygneoodenada cofm a ambos
sistemas, entonces la receptangjade A eng; viene dada por la ecuasi

1 1 1

— = + — 22
ag ﬁzl (22)
La ecuadbn de frecuencias queda en este caso
1
—=0=mwm+0u=0 (23)
ay

Volviendo al problema de lasmasas adosadas, debemos agregar a la viga no unoi@imphes
sistemas de un grado de libertad. Para ello debemos generalizar el teorema anterior para el cast
en que tengamossistemas élsticos adosados. Entonces, si dos subsistentas wsidos por

r coordenadas la ecuéci de frecuencias se convierte en

Bii+v1 Biet+re o B+
Bo1 +v21 Baz+v22 .o Bor + Y2

=0
/67“1 + Tr1 ﬁr2 + Yr2 .- Brr + Vrr
Por lo tanto sabiendo que
Pi(z ) k(7)) -
;= — L ,j=1.. 24
ﬁ] - M ( —C()Z) 2,7 r ( )
y w2 — w-z
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dondew; son las frecuencias naturales deladstemas adosadosly,, definido anteriormente,
obtenemos la ecudmi de frecuencias como la Halnos obtenido a tré&s del nétodo los mul-
tiplicadores de Lagrange. La ventaja sobre el mismo es que,aadéenconservar sus carac-
teristicas respecto del tiempo y algoritmo ddaulo, esta metodoldg permite calcular casi en
forma autonatica, es decir sin necesidad de plantear las ecuaciones de movimiento, larecuaci
de frecuencias, sabiendo la receptancia de cada uno de los sistemas involucrados.

3 EJEMPLOS NUMERICOS

En esta secbn utilizaremos los distintos @odos propuestos anteriormente para que se puedan
visualizar y corroborar los resultados que se anticiparon anteriormente. Para ello proponemos
el siguiente problema.

Calcular, con las distintas metodolag propuestas, las cinco primeras frecuencias naturales
de vibracén en los siguientes casos.

e viga con 3 sistemas de 1 grado de libertad adosados.

e viga con 10 sistemas de 1 grado de libertad adosados.

Comparar el tiempo estimativo dalculo entre los distintos @todos.
Establecer conclusiones a partir de los resultados obtenidos.

3.0.1 Resultados obtenidos

Enlatabla 1 se muestran las primeras 5 frecuencias naturales obtenidas por los diétindos m
descriptos anteriormente para el caso en que 3 sistemas de 1 grado de libértadoggados
sobre una viga cantilever cuyos paretros de dis® fueron,k,,1 = 3k, mpy1 = 0.2my,;

k’m,g = 4.5k, My = 0.5my,; km,S = 6k, Mpy3 = 1.0my, [ = 1Im kb = EI/Z?’ =
6.34761 x 10*N/m, m, = 15.3875 kg . Estos valores han sido propuestos de forma de poder
compararlos con los obtenidos anteriormente por Wu y Chou.

Los valores que se presentan en la tabla 1 fueron obtenidos de la siguiente forma.

Tanto para el ratodo demasa aparenteomo el declementos finitqen la tabla 1 se repre-
sentaron los mismos valores que los obtenidos en el trabajo de Wu § @ndonde el ratodo
ANCM alli presentado es equivalente alrdasa aparentg el FEM corresponde al de elemen-
tos finitos. Para el gtodo de los multiplicadores de Lagrange y receptancia, que dan lugar,
por su formuladn, a icenticos resultados, se utitizl programa Mapfé€ y su rutinafsolve
Posteriormente los mismoslculos fueron realizados con Matfaempleando la rutinézerq
arrojando los mismos resultados que Maple. El tiempo empleado que puede vergéisrala
columna de la tabla 1 fue computado a partir del programa Matlab ya querssuttonsider-
ablemente ras apido que el programa Maple en este caso.
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Para la viga con 10 sistemas masa-resorte adosados, cuyos valorefidselisgiestran en
la tabla 3, los valores nuenicos para las 5 primeras frecuencias naturales de vitiracieden
verse en la tabla 4.
Tambien en el caso del @todo demasa aparentg deelementos finitoks resultados mostrados
corresponden a los de la tabla 4 del trabajo de Wu y Chou.
Para el caso de lanultiplicadores de Lagrangg tambén para el ratodo dereceptancialos
programas utilizados fueron, como en el caso anterior, Maple y Matlab. Ambos mostraron
dificultades a la hora de calcular las frecuencias de vibradebido a que el determinante
ecuacdbn resultante que debresolverse era de orden 10. Tener un orden tan grande en el
determinante implica en este caso que los coeficientes en el polinomio que se obtiene a partir del
determinante, tengan un valor excesivamente grande y mariejearas tan grandes se vuelve
intratable desde un punto de vistamerico para estos programas. Es por eso que los resultados
que pueden verse en la tabla 4, adsnde que el tiempo empleado para obtenerlos fue muy
superior al de los otros @odos all mostrados, carecen de prebisiy son poco confiables.

Table 1: Primeras cinco frecuencias naturales de vibrade una viga cantilever a la cual se le adosan 3 sistemas
masa-resortek(, 1 = 3k, Mum,1 = 0.2mp; ko = 4.5ky, M2 = 0.5my; kg = 6ky, M3 = 1.0my ,
l=1mkb= EI/F' = 6.34761 x 10*N/m, m; = 15.3875 kg)

Posicbn de las Frecuencias naturales (rad/s)
masas Mtodos
T €2 xs w1 wo w3 Wy ws tiempo (S)
0.1 04 0.8 Masaaparente 102.7175 188.7607 248.5116 349.1476 1427.9722 5.
Mult. de Lagrange 102.7961 188.7437 248.6614 349.1241 1427.9611 0.8
FEM 102.7987 188.7388 248.6632 349.1174 1428.0327  19.1¢
Receptancia 102.7961 188.7437 248.6614 349.1241 1427.9611 0.8

Table 2: Ubicaciones y valores de los 10 sistemas masa-resorte adosados a la viga

Sistema
montado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ubicacbnz; = z; /1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 10
Valor dek; = k; /ky 3 4.8 3 4.5 4 55 5 6 4.5 2.6
Valor dem} = m;/my, 0.2 0.6 0.2 0.5 0.3 0.8 0.65 1 0.5 1

Frecuenciav, 248.7521 181.6628 248.7521 192.6825 234.5257 168.4059 178.1350 157.3246 192.6825 327.4973

4 CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron diversas metotdade alculo para obtener frecuencias de
vibracion de sistemas estructurales a los cuales se le adosan sistemas masa-resorte al mismi
tiempo en que se mostraron ejemplos calculados péedasdas ventajas y desventajas de unas

y otras.
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Table 3: Primeras cinco frecuencias naturales de vibradé una viga cantilever a la cual se le adosan 10, cuyos
valores se encuentran en la tabla 3

Frecuencias naturales (rad/s)

Métodos

wq w2 w3 Wy ws tiempo (s)
Masa aparente 774453 162.8975 172.2979 181.0118 183.0263 8.98s
Mult. de Lagrange 78.3193 151.8605 169.4538 181.6628 196.8592 130s
FEM 77.4452 162.8876 172.2835 181.0045 183.0103 22.08 s
Receptancia 78.3193 151.8605 169.4538 181.6628 196.8592 130s

A partir de los ejemplos mostrados se puede concluir que para sitemas en los cuatasrel n

de masas adosadaes menor al amero de modos empleados en la f@moilesplazamiento del
sistema estructural (en nuestro ca3pesto es < n es nas conveniente utlizar la metodolag

de multiplicadores de Lagrangeo receptancia(ambas equivalentes) ya que la ecbacide
autofrecuencias resultante conduce a un determinante de qrdetiferencia defmétodo de
masa aparentgue conduce a un determinante de ordemel de elementos finitos ya que es,

en general, ras complejo de implementar . Ahora bien si se quieren implementaaloslas

a partir de programas comerciales como en nuestro caso Maple o Matlab, no es conveniente
que el rumero de masas adosadas supere las & 5), &in si(r < n) parar > 5 ya que
como vimos el tiempo empleado aumenta considerablemente y es mejor implendeiigas c
propios.

Si el fumero de masas es mayor que:, el método de masa aparents el nés conveniente

ya que en este caso el orden del determinante d3e los resultados mostrados en las tablas
puede verse que y lo$digos que contemplan este tipo de problemas como el ya mencionado
método de mitad de intervaloesulta nas @pidos y precisos.
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