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Resumen.

El conacimiento de los modas de vibracion reviste singuar importancia tanto en tareas de
investigacion como de aplicacion, pudendo citarse mo gemplo, el andisis de \ibraciones
forzadas y las témicas de cntrol pasivo y activo de vibraciones. El objetivo de este trabgo
esexaminar € efedo gue la presencia de HUECOS RECTANGULARES en pacas ortétropas
redanguares vibrantes causa en las formas moddes.

En este estudio se presenta el andisis de los primeros sis modaos de vbracion ndural
correspondentes a dos modelos de placas con condciones de borde mixtas. empotrado —
simplemente apoyadoy empotrado —libre. En €l desarrollo modd la amplitud de deflexén de
la placa se aproxima con sumatorias de funciones viga, ili zandoen su expresion los valores
de freauencias naturales determinadas mediante d méodovariaciond de Rayleigh —Ritz
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1.INTRODUCCION

En los dltimos afos la utilizadén de materiales ortétropos y anisétropacs (por ggemplo resinas
epoxidicas) en la wnstruccion y reparacion e estructuras ha alquirido ura enorme
importancia en el campo ce laingenieria mecénica, naval y agonauticaentre otras.
En muchas estructuras resulta conveniente dotar a los e ementos estructurales de condciones
de ortotropia adeaadas, orientacion de las fibras en los materiales compuestos, efedos de
laminado en metales, ubicadon ce hierro en e hormigon, o utilizar ventgosamente tales
cond ciones presentes en alguncs materiales como maderas, vidrios, cristales.
Lapresenciade aerturasy orificios en las estructuras s presenta wn asiduidad en la préactica
de laingenieria. Los orificios % hacen con dversos propdsitos. para divianar la estructura,
para d pasge de condwctos y cables, para permitir el aaceso a otras partes de la estructura o
para modificar la respuesta dinamica.
En e estudio de dementos estructurales con aberturas se ha encontrado que la presencia de
orificios produce un efecto significativo en algunas frecuencias naturales, aunque la forma
modal correspondente puede no ser sensiblemente dedaday viceversa
En la literatura se ha estudiado en profunddad la influencia de orificios en la vibracion de
placa redangulares isétropas™ # > 4, pero no asf con gacas ortétropas con condciones de
borde diversas’.
En este trabajo se presenta un andlisis de las vibradones libres de placas rectangulares con
orificios redangulares.
Las condciones de vinculadon de borde de los modelos de placaanalizado son: empotradas,
simplemente gooyadas o con algun badelibre.
En los casos presentados £ @mnsideraron das tipas de condciones de borde externo.
a) Empotrado-Simplemente Apoyado-Simplemente Apoyado-Empatrado (E-SA-SA-E).
b) Empotrado-Simplemente Apoyado-Simplemente Apoyado-Libre (E-SA-SA-L).

2.FORMULACION DEL PROBLEMA

En este andlisis de vibracion e placas redangulares ortétropas con aificios redangulares &
utiliza @ Método ce Rayleigh -Ritz.

La amplitud de desplazamiento de la placavibrante W(x,y) se aproxima mediante un conjunto
de funciones viga que verifican las condciones esenciales de borde en €l contorno exterior de
laplaca

M N

W) =35 5 AnXn (N, () e

donce X, (x)eY, (y) sonlas funciones de las formas modales de |as vigas que tienen en cada

direcaon x 6y las mismas condciones de borde que la placa
Las frecuencias fundamentales correspondentes a los modcs normaes de vibradon
transversal se determinan minimizandolafuncional de energia del modelo de placa anaizado:
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Jw(x y)=U .. wxy)-T,.W(xy) 2)

donce U _, (W)es lamaxima eergia de deformadény T, (W) laméaxima energia dnética

durante lavibradon
Siguiendo la notadon de Lekhnitskii para materiales ortétropos, se tiene para la méxima
energia awmulada durante la deformadén:

U, ,,)= % . (OWE + 2Dy W W, +2DWE +4D W2 )ty (3

Ap: es e dominio de integracion que wrresponce ala superficie de la placa descontado el
orificio.

Los D, y D, sonlas constantes de rigidez flexional de laplaca.
—_ Elh3
o120-vy,)

E,h’
12(1— vlvz)

(4)

D, = )

en tanto qLe:
— (';12h3

k
12
eslarigidez torsional, en las direcciones el asticas principal es.

(6)

E,,E, sonlosmoduos de Yourg

Vv;,V,, sonlos coeficientes de Poison

G,,, esel méduo de dasticidad transversal
h es &l espesor de laplaca

Por otra parte laméaxima energia dnéticade laplacavibrante es:
1 2
Tmax WX,y)) = E phmZIApW(X, y) dXdy (7)

donck p es la masa por unidad de volumen del material de la placay w es la freauencia
natural circular devibradontransversal del sistema.
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Siguiendo € método e Rayleigh — Ritz, se minimiza la funcional (2) con respedo a los
coeficientes A, dela groximadon (1)

Para cala modelo de placa e estudio se aloptan las funciones viga que se @rrespondan con
las condciones de vinculo de laplaca en los bordes exteriores opuestos’.

En los casos que se andlizan, se utilizan las funciones viga segun corresponda a modelo
vibrante.

F(s): funcion viga (8)
X (X)= F(9)
Y,()=F(9 e

para s= X 0S= Yy segln corresporda
Caso de bordes opuestos smplemente gpoyadaos (SA-SA):
F(s) = sen(ks)
donce k= nrm conn=1, 2, 3....
Caso de bordes opuestos sSmplemente goyado —libre (SA-L):
F(s) = sen(ks) + senh(ks) + r [sen(ks) — senh(ks)]

senh(k) + sen(k)
senh(k) + sen(k)

doncer =

y los autovalores nlasraices dela ewiadon caraderistica
tan(k) = tanh(k)

En este cao € autovalor k = 0, tiene sentido fisico pues corresponce d movimiento de aierpo
rigido.

Caso de bordes opuestos empatrado —simplemente gooyado, (E — SA):

F(s) = cosh( ks) - cos( ks) - r [senh( ks) - sen(ks)]
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cosh(k)—cos(k)
senh(k) - sen(k)

conr =

y los autovalores onlasraices de lasiguiente exiadon caracteristica
tan( k) =tanh(k)
Caso de bordes opuestos empotrados, (E-E):
F(s) = coshks) —cosks) —r [sen(ks) - senh(ks)]

coshk) —cosk)
sen(k) — senh(Kk)

conr =

y los autovalores onlasraices de lasiguiente exiadon caracteristica
cosk).coshk) =1

El sistema de ewaciones linedes a que lleva la glicacion dad método & Rayleigh — Ritz
surge de minimizar lafuncional de energia

QI(W) _
oA,

o ,Ua, (10)

Matricialmente puede escribirse mwmo:
(U-QT)A=0 (12)

donck A es el vedor de los coeficientes Ay, dela exp. (1), U lamatriz de los coeficientes
derivadas de la energia potencial, T, esla matriz de los coeficientes derivados de la energia
cinéticay Q. son los coeficientes adimensionales de freauencias naturales circulares del

sistema vibrante:

Q? = ph a‘w’ (12)

1

El determinante — ecuadon de freauencias de la placaresulta:

u-0°T|=0 (13
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Resolviénddo, se obtienen los coeficientes Q. correspondentes a los modos normales de
vibradon.

DETERMINACION DE LAS AUTOFUNCIONES.

Obtenidoslos Q,, se procede acalcular unanuevamatriz C delaforma
C=U-Q7T (14)
Conla aia puede escribirse d sistemalined homogéneo de M x N eauadones (11) como.

CA=0 (15)

Para determinar las autofunciones s procede a aignar valor unitario a una de las constantes
A, de vedor A

Se genera &l un sistema de ecuaciones reducido no hanogéneo de M x N —1 eauadones con
M x N -1 incognitas:

C'A' =B (16)

Con € cual pueden cdcularse los valores de las restantes constantes A, con respedo a la
constante adoptada de valor uno.

De esta manera se determina la autofuncion correspondente acada weficiente de freauencia
natural (autovalor) Q, .

M

WxY)=S$ S AnX, (XY, (v) (17)

m=1 n=

P4

3.RESULT ADOSNUMERICOS

Los resultados numéricos obtenidos sguiendo e procedimiento propuesto, se @rroboraron
con aros resultados tanto numéricos como experimentales encontrados en |a literatura para
placas isotropas.

Se analiz6 e modelo de placaisotropa rectangular con aificio centrado de laFigura 1.
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Figura 1: Placaisbtropa con orificio centrado

Larelacion celadosdelaplaca es A 4 é y €l orificio centrado tiene dimensiones: A
y % El coeficiente de Poisson adoptado es v = 0.30.

EnlaTabla 1l se muestran los valores de |los primeros 6 coeficientes de freauencia natural .

Estos resultados s mmpararon con resultados publi cados”®®. La @mparacion se efedtia para
los primeros cuatro modcs de vibraddon. Se eidencia que estos resultados estan
razonablemente de awerdo con los valores determinados tanto experimental’ como
numéricamente”®®.,

Q, Q, Q, Q, Q. Q,
34.36 56.36 63.68 96.89 118.43 152,454 | presente Estudio
34.04 54.57 65.05 95.38 --- - Ref. [8]
33.83 53.99 62.49 95.03 - - Ref. [7]
33.22 53.01 61.91 91.87 --- --- Ref. [7]
32.42 53.42 62.35 94.83 --- - Ref. [9]

* . Resultados experimentales

Tabla 1. Comparaddn de los coeficientes de frecuencia natural Q = p % aza), para la placa isétropa

redangular E— SA — E — SA, con un orificio centrado. (Figura1).

El segundomodelo de placa analizado corresponce auna placa ortétropa wn condiciones de
borde no simétricas. E-E-SA-SA. Ver Figura 2.
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@

(b)

(©)

| a- |

Figura 2: Placaortétropa redangular E-E-SA-SA. A =a/b=1,5

En primera instancia se presentan en la Figura 3 las formas modales de |os primeros seis
coeficientes de freauencia natural de la placamadza. (Fig. 2(a)). Lareladon de lados elegida
esA = a/b=15 y las correspondentes relaciones de ortotropia alaptadas para & material de

laplacason D, =D, =D,/2;v, =0,3
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Figura 3: Formas modales y coeficientes de vibradon de la placaorttropa madza E-E-SA-SA
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Figura 3 cont.: Formas modalesy coeficientes de vibradon de la placaortétropa madza E-E-SA-SA

La Figura 4, muestra las formas modales de una placa ortétropa similar
3 . D B o
% = % D, =D, =75, v, = 3/10% con un aificio centra  redangular

% = 32 ,conc = O.30a). Ver Figura 2(b).
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Observandolas Figuras 3, 4y 5, puede greciarse como la presencia de un aificio del orden
del 9% de la superficie de la placa produce variadones en las formas modales sn cambiar
significativamente los coeficientes de frecuencia crrespondentes.

Incluso, ndese que € huem centra (Figura 4) atera d orden de las formas modales
correspondentes ala aartay quinta frecuencia

En la Figura 6 se muestra wmo el tamanio de un orificio central produce dteradones en los
valores delos =is coeficientes de freauencia natural .

Qi
300

250

_ /
L/

Q1
-
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0 T T T T T T
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Figura 6: Variadon de los primeros 6 coeficientes de freauencia naturales en ura placaortétropa
E-E-SA-SA, con unorificio centrado, en funcion de las dimensiones del orificio. Con 1=a/b=1.5.

LaFigura7 muestra d efecto del tamafio de un aificio udcadoen 0,1ay 0,1b.
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Figura7: Variadon de los primeros 6 coeficientes de freauencia naturales en ura placaortétropa
E-E-SA-SA, con unorificio descentrado, en funcion de las dimensiones del orificio. Con A2=a/b=1.5.
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En unsegundoandlisis & ansiderod laplacarectanguar ortétropa E-SA-SA-L con A =1,5.
-Figura 8- y conlas sguientes variantes:

a) placa ortétropa maciza;
b) placaortétropa @n orificio central: con % =030y d b= 0,30

c) placa ortétropa n aificio excéntrico, en x, =010a e y, =010b con %:O,BOy

% =0,30

y
N
o : i
o
b | e sA| (3
s Lo
| a |
Iy |
N
L i
—— 1
b E ____________ _._._.E _____ _Id SA i (b)
% 5 |
___________S?T __________ |oox
, an :
| a |
| |
A
] - :
L
o .. s ©
L
__yl [T _TSA . i s X
K a .

Figura 8: Placaortétroparedangular E— SA —SA —-L a/b=15
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En laFigura9 se presentan las formas modales de la placamadza Figura (8a) y los valores de
los coeficientes de freauencia de los primeros sis modos de vibracion.
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Figura 9: Formas modales y coeficientes de vibradon de la placaortétropa madzaE-E-SA-L
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Figura 9 cont. : Formas modales y coeficientes de vibradon de la placaortétropa madza E-E-SA-L

En las Figuras sucesivas 10y 11se indican las formas modales correspondentes ala placa @mn
orificio, -Figura8(b y ¢)- y en las Figuras 12 y 13 se muestran sendcs graficos que indican la
variadon cklos sis primeros coeficientes de freauencia en funcion del tamarfio del orificio de
la placaortotropa E-SA-SA-L.
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Figura12: Variadén de los primeros 6 coeficientes de frecuencia naturales en una placaortétropa
E-SA-SA-L, con un orificio centrado, en funcién de las dimensiones del orificio. Con A=a/b=1.5.
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Figura 13: Variaddn de los primeros 6 coeficientes de frecuencia naturales en una placaortétropa
E-SA-SA-L, con un orificio descentrado, en funcion de las dimensiones del orificio. Con A=a/b=1.5.
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