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Resumen. Es un hecho conocido que la presencia de oxigeno en los tejidos vivos facilita la absorcion
de la radiacién; por ello, en el tratamiento de células cancerosas con esta técnica, es comun introducir
dicho gas en el tejido hasta que éste alcanza la mayor concentracion posible. La superficie expuesta
del tejido presenta una cantidad maxima de oxigeno que es proporcional a la fuente que lo introduce,
mientras que en su interior éste se difunde hasta una cierta distancia, que depende de la concentracion
y la difusividad del gas en el tejido. Una vez que el tejido no absorbe mas oxigeno, se sella la
superficie y éste continla absorbiendo el oxigeno presente en su interior, de modo que su
concentracion disminuye en el tiempo, hasta anularse. Asi, el perfil inicial va cambiando en el tiempo
y gradualmente el punto de concentracion cero, se mueve hacia la superficie hasta que el oxigeno
desaparece por completo. En consecuencia, el planteo matematico descriptivo del proceso constituye
un problema en que el dominio de trabajo varia en el tiempo, es decir, es un problema de frontera
libre. Las condiciones fisicas a tener en cuenta son la cantidad de oxigeno presente en el tejido, su
concentracion y los limites de la tumoracién. En este trabajo se presenta el estudio numérico del
problema cuando la absorcién de oxigeno y/o su difusividad en el tejido dependen de la concentracion.
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1 INTRODUCCION

La presencia de oxigeno en los tejidos tumorales favorece la absorcién de la radiacion con
la que se tratan y consecuentemente contribuye a la efectividad del tratamiento. La practica
general consiste en la introduccion de oxigeno en el tejido, con altas concentraciones en la
superficie del mismo, de modo que éste se absorba en su interior hasta que alcance el estado
estacionario. Cuando esto ocurre se sella la superficie exterior y se comienza con la
irradiacion. El oxigeno inicialmente presente en el tejido, es absorbido y consumido en su
interior, lo que altera el perfil (estacionario) inicial, de modo que gradualmente el punto de
concentracion nula se mueve hacia la superficie hasta que el oxigeno desaparece por completo
del tejido.

Este problema ha sido abordado por diversos autores, (Crack y Gupta, 1972; Berger et al.,
1975; Liapis et al., 1982; Byrne, 1999; Friedman y Reitich, 1999; Aschieri y Turner, 2001;
Catal, 2003; Ahmed, 2006) en coordenadas cartesianas, con una razén de consumo de
oxigeno constante en el tiempo mediante modelos adimensionales.

La representacion matematica general responde a un modelo difusivo en una ecuacién no
homogénea, debida precisamente a la razon de consumo de oxigeno en el tejido, que puede
ser constante o variable con la concentracion, pudiendo variar también su difusividad. La
resolucion del problema puede encararse mediante un algoritmo de calculo que contemple
ambas dependencias. (Zerroukat y Chatwin, 1994)

En este trabajo se presenta el tratamiento del problema en coordenadas cartesianas, para
obtener el perfil de concentracion de oxigeno en el tejido cuando el consumo del mismo y/o
su difusividad dependen de la concentracién del gas presente en el interior del mismo.

2 FORMULACION MATEMATICA'Y PLANTEO DEL PROBLEMA

El problema resulta completamente formulado por la ecuacion de difusion no homogeénea,
sujeta a las correspondientes condiciones iniciales y de contorno. En particular, en este
trabajo se presenta el planteo unidimensional en coordenadas cartesianas. Las condiciones
fisicas a tener en cuenta son la cantidad de oxigeno presente en el tejido, su concentracion y la
posicion limite de absorcion del mismo, variable en el tiempo e incdgnita adicional, por lo
que constituye un problema de frontera libre. Por ello, serd necesario determinar
conjuntamente la posicion de tal frontera denotada con s(t) y la concentracion de oxigeno
presente en el dominio que ella encierra; limite que se determina evaluando la concentracion
de oxigeno en el interior del tejido.

Sea c(x,t) la concentracion de oxigeno, funcion de la posicion x y del tiempo t; D(c) su
difusividad en el tejido (dependiente, en principio, de la concentracién) y f(c) la funcion que
determina el consumo de oxigeno en el tejido, con ellas se establece la ecuacion de difusion
descriptiva del proceso. La concentracion inicial c(x)=c(x,0), es maxima al inicio. El
problema general queda completamente descrito por las ecuaciones (1) a (5).

o _ 0 (pee)®)_
5_6X(D(C)axj f(c) 0<x<s(t) t>0 1)
oc
&(O,t)_o t>0 @)
c(x,0)=C(x) 0<x<Xp 3
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C(S(t),t)zg(s(t),t)zo t>0 4)

S(O) = Xo (5)

En estas ecuaciones xo denota la distancia a la que ha penetrado el oxigeno en el tejido, la
que inicialmente coincide con la posicion de la frontera s(0) en t=0.

Debido a que el oxigeno es absorbido hasta alcanzar el estado estacionario, el valor de xo
se determina anulando la derivada temporal en la ecuacion (1), el que resultard dependiente de
la cantidad de oxigeno absorbido por el tejido.

En un trabajo anterior (Bouciguez et al, 2008) se han estudiado los casos en que tanto la
difusividad como el consumo de oxigeno son constantes, que corresponde al tratamiento
clasico, generalmente expuesto en bibliografia (Tarzia, 1984) y el caso en que la difusividad
es constante pero el consumo de oxigeno varia con la concentracion. En este trabajo se
analizan los casos en que la difusividad y/o la absorcion de oxigeno varian con la
concentracion, tal como se expresa en las ecuaciones (6) y (7).

D(c)=ac+b b>0 a>0 (6)
f(c)=ac+p >0 =20 (7)

Es atil sefalar que a los efectos de que la difusividad resulte positiva, el coeficiente b es
necesariamente mayor que cero, mientras que el coeficiente a no puede ser negativo. De igual
manera, £ debe ser positivo y « debe ser mayor o igual que cero, de modo que la razén de
consumo de oxigeno resulte siempre positiva.

Para efectuar el analisis propuesto, al igual que se hizo en los casos anteriores, es necesario
resolver el problema estacionario, lo que permitird determinar la penetracion maxima del
oxigeno en el tejido, denominada xo y la concentracion inicial del mismo en su interior, dada
por c(x,0). Las ecuaciones correspondientes al estado estacionario y sus respectivos
desarrollos se presentan en las ecuaciones (8) a (10), con las condiciones de contorno dadas
por las expresiones (11) a (13):

d dc
og -1 ®
2 2
a>0, a=0 = a(%j +(ac+b)dC 2z 9)
dx dx?
(dc)z d2c
a>0, >0, = a —| +(ac+b)—=ac+p (10)
dx dx2
c(x=0)=Cy (11)
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c(x=x%p)=0 (12)
d
Cd(XX) X=Xg 0 (13)

A este punto es til sefialar que por tratarse de una ecuacion de segundo orden en las
derivadas, bastan dos condiciones para su resolucion; la tercera, se utiliza para determinar la
posicién inicial xo a la que ha penetrado el oxigeno en el tejido.

Cuando solamente la difusividad es funcion de la concentracion, es decir, la
correspondiente a la ecuacion (9), con las condiciones (11) a (13), resulta xo y ¢(x) dadas por
las (14) y (15).

1/2
ZbCO a .2
| Z==0,%¢c 14
X0 [ 7 +/3 OJ (14)
b (b2 5 1/2
c(x):—g+£—2+g(x_x0)2] (15)
a

En cambio, cuando tanto la difusividad como el consumo de oxigeno son funciones de la
concentracion, situacion expresada por la ecuacion (10); no es posible llegar a una solucién
analitica para la expresion de xo y de c(x), siendo necesario indagar sobre la existencia y
unicidad de tal solucién.

En este caso, de acuerdo a lo ya sefialado, una vez alcanzado el estado estacionario, se
arriba a un problema de contorno no lineal para la ecuacion diferencial de segundo orden,
dado por la expresion (16)

d2c dc)? 1
7:{a.c+ﬂ—a(&j } , Xxe(0,xp) (16)

d (ac+b)

A los efectos de estudiar la existencia y unicidad de la solucion, se introduce la funcién u,
igual a derivada de la concentracion, expresada por (17) y la F, funcion de la concentracion,
su derivada y parametros, expresada por la ecuacion (18)

dc
u= & (17)
d*c = F(c,u,pardmetros) = [a c+f—au? ] L (18)
2 o ' (ac+b)

Teniendo en cuenta los resultados provistos por diversos investigadores (Bayley et al,
1986; Kubicek et al, 1983; Villa, 2000) sobre el comportamiento de este tipo de problemas,
puede asegurarse la existencia y unicidad de la solucion del problema de contorno no lineal,
expresado por la ecuacion (18), con las condiciones de contorno (12) y (13), supuesta la
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solucidn pertenecer a una clase de funciones suficientemente regular, como lo es en este caso
particular, con gradiente acotado.

En tal sentido, puede consignarse que dado que la funcién F, es definida y continua en el
intervalo [0,x0] x (0,1) x (0,M) donde M denota una cota superior para u y siendo ademas
lipschitziana respeto de ¢ y u en (0,1) x (0,M), el problema de contorno planteado posee
solucién Unica.

En efecto, al ser F lipschitziana respecto de ¢ y u, verifica la expresion (19), con las
constantes de Lipschitz estimadas como se expresa en las ecuaciones (20) y (21)

|F(c,u, parametros) —|F (w,u,parametros) < K|c —w|+ Lju —v| (19)
oF| la| (aM)? |q| 20
ZEZEJ’_T +b—2|05C0+ﬂ| ( )
oF| |al?
L=Max 2| =24 ™ 1)
ou b

Integrando la ecuacion (16) entre un valor genérico x y el valor X, resulta la expresion (22)

X0g2c %o dc)? 1
;I'(dz—zdzz J(I:(CZC(Z)'Fﬂ)—a(E) ]mdz (22)

Evaluando esta expresién se obtiene una primera estimacion de la derivada primera de la
concentracion, la que integrada sucesivamente resulta una ecuacién con tres términos, uno
polindmico, otro que contiene un logaritmo y un tercero con la funcidn inversa de la tangente.

3 MODELO DE CALCULO Y RESULTADOS OBTENIDOS

Se ha trabajado con un modelo de simulaciéon numérica en diferencias finitas explicitas,
para evaluar la concentracién de oxigeno en el tejido y la penetracion de éste en funcién del
tiempo, utilizando el lenguaje MATLAB, ya que éste permite el manejo de matrices, la
obtencion de resultados y su gréafica en un mismo paso.

A los efectos del calculo, la razén de consumo de oxigeno se ha considerado igual a
B=0.0008. EIl coeficiente b se ha tomado igual a la difusividad de oxigeno en agua
(considerando que el tejido es practicamente esta sustancia) esto es 4 10~8, mientras que el a
se ha considerado un valor méas pequefio e igual a 1% y al 1%o de esta cantidad.

En el caso en que el consumo de oxigeno depende de la concentracion, se ha tomado el
mismo valor de B, mientras que el valor de a se ha considerado igual al 1% y al 1% de éste
ultimo; la difusividad se ha considerado igual a la situacion anterior.

En las Figuras 1 y 2, se presentan los resultados obtenidos en el caso en que la difusividad
depende de la concentracion, mientras que la absorcién de oxigeno en el tejido es constante
(a=0). En la primera a=0.01b y en la segunda a=0.001b. En ellas se muestra la variacion de la
concentracion, con la posicion, para diferentes tiempos: 0, 3, 6, 9y 12 horas.
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Figura 1: Concentracion en funcién de la posicién para D=ac+b y f(c)=/4, con a=0.01b
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Figura 2: Concentracion en funcion de la posicién para D=ac+b y f(c)=4, con a=0.001b

Cuando tanto la difusividad como la absorcion de oxigeno en el tejido varian con la
concentracion, los resultados obtenidos se muestran en las Figuras 3 y 4, para los casos en que
a=0.01b y a=0.01p y a=0.001p, respectivamente.

En las Figuras 5 y 6, se presentan los resultados cuando a=0.001b y a=0.01p y o=0.001p,
respectivamente.

A los efectos de poder visualizar rapidamente estos resultados y fundamentalmente de
poder compararlos se los ha representado para los mismos tiempos y penetraciones: Por la
misma razon se ha utilizado los mismos colores para todos casos.
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Figura 3: Concentracion en funcién de la posicion para D=ac+b y f(c)=ac+p, con a=0.01b y «=0.01p5.
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Figura 4: Concentracion en funcién de la posicion para D=ac+b y f(c)=ac+2, con a=0.01b y «¢=0.0015.

En las Figuras 1y 2, se observa que la concentracion depende fuertemente de los valores
de a y b, cuanto mas pequefio es el valor de a, menor es la penetracién de oxigeno en el
tejido, asi como su permanencia.

En las Figuras 3 y 4 se observa que para un mismo valor de la difusividad, la
concentracion de oxigeno en el tejido depende notablemente de su absorcion en el mismo,
esto es del valor del coeficiente a, aumentando la concentracion cuando dicho coeficiente es
menor, lo que equivale a decir, que el oxigeno permanece mas tiempo en el tejido cuando
menor es su absorcion, lo que es razonable. Esto mismo se desprende de las Figuras 5y 6.

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2090 A.BOUCIGUEZ, L. LAZO, L. VILLA

100 ; ; ; ;
NF-\ - P S S il
,,,,,,, ... = 5o0h | |
80 : : T —an
o 70F----- I e oo 6h |-
=
< ‘ l l — %
§ 0 N . LT 12h |
€ 50—~ N B R R
= ‘ l l l
S 40 T~ N S T
o | | | |
O 30—~ P NN o R

100 | | | |
0\
,,,,,,, Lo ... —606h | ]
% : : R
= 70 ——---- [ Lo __ Ly —6h |---
= \ | |
S w | | — 9h
€ 50 e N e L e P
= | | |
e\ N S SR
Q | | |
© 30— ~——— N C

posicién (cm)

Figura 6: Concentracion en funcion de la posicion para D=ac+b y f(c)=ac+p, con a=0.001b y «=0.0012.

4 ANALISIS DE RESULTADOS

En todos los casos planteados se observa gue la concentracion de oxigeno es fuertemente
dependiente de su difusividad en el tejido y de como éste es absorbido.

Se ha considerado una penetracion maxima de oxigeno de 12 cm, evaluada de acuerdo a
los pardmetros dados (difusividad y consumo de oxigeno) en estado estacionario. El tiempo
empleado para el calculo es el necesario para asegurar que el tejido no contenga mas oxigeno
en su interior, es decir, el que garantiza su completa absorcion.
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Asimismo, asignar el valor 100 a la concentracion inicial de oxigeno, permite conocer
rapidamente el porcentaje de permanencia del mismo en el tejido.

Para una mejor comparacion de los resultados se presenta en las Tablas 1, 2 y 3 un
resumen de los mismos, donde se muestra la concentracion de oxigeno al cabo de 3, 6, 9y 12
horas, en la superficie del tejido y a las profundidades de 4 y 8 cm (x=0, 4 y 8 cm) para las
distintas situaciones planteadas, es decir, para los distintos valores de a y o considerados.

La Tabla 1, muestra la concentracion porcentual de oxigeno, para el caso en que o=0y
a=0.01b y a=0.001b. Esto es la variacion de la concentracién de oxigeno cuando solo la
difusividad depende de la concentracion del mismo en el tejido.

tiempo a=0.01b ; a=0 a=0.001b ; a=0
(hs) x=0 x=4cm x=8cm x=0 x=4cm x=8cm
3 55.8 43.7 16.0 50.4 324 7.2
6 38.0 30.5 11.6 31.6 21.3 4.6
9 24.0 18.7 5.6 17.1 10.7 0.2
12 11.8 8.1 0.3 4.8 1.4 0

Tabla 1: Concentracion porcentual de oxigeno cuando =0y a=0.01b y a=0.001b.

La Tabla 2, muestra la concentracién porcentual de oxigeno, para el caso en que a=0.01b 'y
a=0.01B y «=0.001p. Esto equivale a una misma dependencia de la difusividad y diferentes
dependencias de la absorcion de oxigeno con la concentracion. En forma similar, la Tabla 3,
muestra la concentracion porcentual de oxigeno, para el caso en que a=0.001b y a=0.018 y
a=0.001p.

tiempo a=0.01b ; a=0.01p a=0.01b ; «=0.0010
(hs) x=0 x=4cm Xx=8cm x=0 x=4cm x=8cm
3 51.0 39.8 14.2 55.3 43.3 15.8
6 31.0 24.4 8.4 37.2 29.8 11.2
9 16.0 11.8 2.0 23.1 18.0 5.1
12 4.0 15 0 11.0 7.2 0.1

Tabla 2: Concentracion porcentual de oxigeno cuando a=0.01b y ¢=0.013 y ¢=0.0015.

tiempo a=0.001b ; a=0.01B a=0.001b ; =0.001p0
(hs) x=0 x=4cm x=8cm x=0 x=4cm x=8cm
3 46.0 29.3 4.2 50.0 32.0 4.8
6 25.3 16.6 1.6 31.0 20.8 2.8
9 14.4 5.6 0 16.3 10.1 0.2
12 0 0 0 4.2 0.9 0

Tabla 3: Concentracion porcentual de oxigeno cuando a=0.001by ¢=0.018 y «=0.0015.

La comparacion de los resultados presentados en las tres tablas sefiala claramente que la
concentracion de oxigeno en el tejido es fuertemente dependiente tanto de su difusividad
como de la rapidez con que se absorbe.

En efecto, para la misma dependencia de la difusividad con la concentracién, se observa
que la cantidad de oxigeno presente en el tejido aumenta si disminuye su absorcién; lo que
podria representarse con la desigualdad c(a=0) > c(a=0.001p) > c(a=0.01p), donde c es la
concentracion y o el pardmetro que influye en la absorcion, a mayor valor de o, mayor
absorcion.
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5 CONCLUSIONES

El modelo numérico utilizado para el calculo permite evaluar rapidamente la concentracion
de oxigeno en el tejido, a la vez que facilita la visualizacion grafica de los resultados en un
solo paso.

El problema no siempre presenta solucion analitica en estado estacionario, estado a partir
del cual se determina la penetracion del oxigeno en el tejido y su distribucion inicial en el
interior; por lo que ha resultado util el analisis de existencia y unicidad de la solucion para el
caso en que no se cuenta con dicha solucion.

El esquema de célculo, su procesamiento numérico y los resultados obtenidos, muestran
claramente la dependencia y sensibilidad de la concentracion de oxigeno tanto con su
difusividad en el tejido como con la razén con la que éste se absorbe, tal como se aprecia de
las figuras y tablas presentadas.

El problema esta abierto para resolver, utilizando el mismo planteo de base, con las
modificaciones que resulten necesarias, otras situaciones en las que la difusividad y/o el
consumo de oxigeno en el tejido presenten otro tipo de dependencia con la concentracion.
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