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Resumen: La congestion del trafico urbano es una de las cuestiones mas preocupantes para los
habitantes de las ciudades en cuanto a su calidad de vida. En las horas pico, la congestidn vehicular
produce un notable incremento en el tiempo de viaje entre puntos de origen y destino, lo que tiene
consecuencias negativas desde el punto de vista social y econémico. Ademas, la congestién de trafico
es la principal causa de contaminacion acustica y atmosférica y sus efectos en la salud de la poblacion.
Por tal motivo, el disefio (o redisefio) de las redes de trafico urbano es un tema central que hace
necesaria la adecuada prediccion de los efectos que tendran diferentes modificaciones en la red (tales
como aumento del nimero de carriles, cambio de sentidos de circulacion, ciclos de semaforizacion,
etc.) sobre la redistribucion del tréfico.

En tal sentido se han efectuado importantes avances en la modelacién matematica del tréafico,
pudiéndose actualmente efectuar (en forma aproximada) la prediccion de los flujos de trafico en las
diferentes arterias de una red, a partir del conocimiento las caracteristicas de la misma y la cantidad de
viajes de un punto a otro (matrices origen-destino). Tal problema se formula como uno de
optimizacion que suele ser de gran escala. Este modelo puede ser denominado formulacion discreta.
Un enfoque diferente y menos explorado es la formulacion continua, donde la idea fundamental es que
la variacion de las caracteristicas del trafico en areas cercanas es pequefia cuando se la compara a las
diferencias del sistema entero y de esta manera se pueden utilizar funciones continuas para representar
las caracteristicas de la red tales como el costo de viaje y el flujo vehicular. Esencialmente el problema
se reduce a un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales a derivadas parciales.

En este trabajo se propone un nuevo modelo continuo que se deduce directamente de la formulacion
discreta del problema y que conduce a ecuaciones de difusion anisétropa no lineal que pueden ser
adecuadamente resueltas mediante el método de elementos finitos.

El presente enfoque permite la determinacion de los coeficientes de dichas ecuaciones a partir del
conocimiento de las caracteristicas de cada tramo del sistema discreto. La eficiencia del nuevo modelo
se estudia a partir de una comparacion con resultados obtenidos mediante el enfoque discreto. Se
muestra que los resultados son similares aunque el tiempo de célculo es ostensiblemente menor.
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1 INTRODUCCION

La congestion de trafico es un problema cotidiano para los habitantes de las grandes
ciudades, principalmente en determinadas horas del dia. Durante las “horas pico”, la gran
cantidad de vehiculos en la red de transporte produce demoras en la circulacion que afectan
fisica y animicamente a los conductores y a los habitantes en general. El trafico urbano es la
principal causa de contaminacion tanto acustica como atmosférica y por lo tanto origen de
enfermedades respiratorias, alérgicas y estrés entre otras. Lograr un trafico fluido que
minimice estas consecuencias para la poblacion es una de las principales preocupaciones de
los disefiadores de las redes de transporte. Las ciudades estan en constante crecimiento, y en
consecuencia, se incrementan también, tanto las distancias a recorrer como el nimero de
vehiculos puablicos y particulares. Para atender esta demanda de viajes creciente, la red de
transporte se modifica y se agranda continuamente y resulta imprescindible que esta
expansion sea cuidadosamente planificada. En este proceso de planificacion se utilizan
modelos matematicos que permiten obtener patrones de flujo y tiempos de viaje de acuerdo a
la disponibilidad de rutas y servicios, a la demanda de viajes y a criterios de seleccidn de rutas
por parte de los usuarios. La demanda de viajes estd determinada por una serie de factores
tales como el uso del suelo (ubicacién de centros comerciales, edificios de oficinas, complejos
residenciales), las caracteristicas socioecondémicas de las personas y la disponibilidad de
instalaciones y servicios de transporte. La disponibilidad de rutas involucra las caracteristicas
de las calles existentes (cantidad de carriles, accesos, semaforizacion, etc.) y sus posibilidades
de ampliacion.

El comportamiento colectivo de los usuarios en cuanto a la eleccion de rutas se basa en el
denominado primer principio de Wardrop (Wardrop, 1952 ver en Sheffi, 1984) o principio del
equilibrio del usuario. Este establece que “para cada par origen-destino, el tiempo de viaje es
igual sobre todos los caminos usados y también menor que o igual al tiempo de viaje que
experimentaria un vehiculo aislado por un camino no utilizado”, es decir que todos los
conductores elegiran las rutas de minimo tiempo (o costo) de recorrido y ninguno podra
experimentar un tiempo menor utilizando otra ruta.

A partir de tal principio puede formularse el denominado problema de asignacién de viajes,
cuyas incognitas corresponden a los flujos de trafico circulando en cada una de las arterias
con destinos diferentes asi como los tiempos de viaje entre origenes y destinos.

Para ello, la ciudad se divide en zonas donde las caracteristicas de demanda son
relativamente homogéneas y se asume que toda la actividad de las mismas se concentra en
puntos denominados “centroides” que generan y atraen los viajes hacia y desde otras zonas.
Matematicamente, la ciudad se modela como un grafo dirigido donde los “centroides” y las
intersecciones de calles son los nodos, y los tramos de ruta entre intersecciones constituyen
los arcos, enlaces o “links” de dicho grafo. Los arcos tienen asociadas funciones que
representan el costo de viajar a través de ellos. Este costo (en general el tiempo de viaje) es
una funcion creciente del flujo vehicular que se ajusta experimentalmente, aunque existen
expresiones generales, que son extensamente usadas y dependen de caracteristicas particulares
de las vias consideradas.

Con estos datos es posible construir un problema de optimizacion equivalente al primer
principio de Wardrop, tal como el propuesto por Beckmann, 1956 (ver Sheffi, 1984). Una
exposicion detallada de esta formulacion tanto para problemas de asignacion, como para
problemas de distribucién-modo-asignacion y algoritmos de resolucion del problema pueden
encontrarse en Sheffi (1984). Como el problema se plantea como un programa de
minimizaciéon de una funcién objetivo convexa con restricciones lineales, se utilizan en la
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solucion métodos de direcciones factibles, siendo uno de los mas conocidos el método
propuesto por Frank y Wolfe, 1956 (ver Sheffi, 1984). Este y enfoques similares han sido
ampliamente utilizados por diferentes autores en los problemas de disefio y gestion de redes
de transporte (Poorzahedy y Rouhani, 2007; Ying et al. 2007, Chiou, 2009). Los autores del
presente trabajo utilizaron la formulacion discreta en el estudio de la optimizacion de flujos de
transito considerando aspectos ambientales (Dominguez et al. 2009). La ventaja fundamental
del enfoque discreto es que permite una representacion muy detallada de la red y por lo tanto,
el mismo detalle se obtiene en la determinacion del flujo vehicular y del tiempo de recorrido
de los tramos. Esta misma ventaja se convierte en una desventaja cuando las redes son muy
grandes, ya que tanto el incremento de nodos y arcos, como el de puntos de origen y destino
aumentan exponencialmente el tiempo de calculo.

Un enfoque diferente y menos explorado es la formulacion continua, donde la idea
fundamental es que la variacion de las caracteristicas del trafico en areas cercanas es pequefia
cuando se la compara a las diferencias del sistema entero y de esta manera se pueden utilizar
funciones continuas para representar las caracteristicas de la red tales como el costo de viaje y
el flujo vehicular. El enfoque continuo tiene algunas ventajas en redes densas (Sasaki et al.
1990) ya que requiere menor cantidad de informacién. En principio puede aplicarse sin la
necesidad de una construccion detallada del grafo de la red, utiliza menos recursos
computacionales y aun asi, puede brindar una vision rapida del impacto que se produce ante
un cambio en la red. Existen diferentes estudios basados en este enfoque tanto para resolver
problemas de asignacion, como problemas combinados de distribucion-asignacion (Wong y
Sun, 2001; Ho et al. 2006), teniendo en cuenta ademas, la posibilidad de considerar multiples
clases de usuarios (Ho et al. 2003). Una detallada resefia de la literatura y las posibilidades de
aplicacion se puede ver en Ho y Wong (2006). Los autores del presente articulo, utilizaron el
enfoque continuo para estudiar el impacto ambiental acustico (Cortinez y Dominguez, 2009)
y atmosférico (Dominguez y Cortinez, 2009) que puede ser producido por un cambio
morfoldgico en la red de transporte.

En todos los trabajos mencionados que usan la formulacion continua, el modelo es
isétropo, es decir que asume que las caracteristicas de las calles y las condiciones de
circulacion son independientes de la direccion considerada. Asimismo, hacen uso de
funciones que expresan los tiempos de recorrido por unidad de longitud (si bien relacionadas
con las caracteristicas de las vias de circulacion tales como la capacidad y la velocidad a flujo
libre) sin detallar como pueden obtenerse experimentalmente. De hecho, no estan
explicitamente vinculadas a las funciones de tiempos de recorrido de arco usadas
habitualmente en el enfoque discreto.

Una tercera cuestion no especificada en los modelos continuos publicados es cémo
determinar el flujo y el tiempo de recorrido en cada calle a partir de los resultados obtenidos
sobre el dominio espacial. Es decir que solo permiten la determinacién de flujos promediados
por zonas.

Con el animo de aprovechar las ventajas del enfoque continuo, pero partiendo de las bien
conocidas y aceptadas funciones de costo (tiempos de recorrido) en los arcos del enfoque
discreto, en el presente trabajo se desarrolla un nuevo modelo que tiene en cuenta ademas la
anisotropia de la red. Como se demuestra, la presente formulacion conduce a un sistema de
ecuaciones de difusion anisotropa no lineal, que puede ser adecuadamente resuelto mediante
el método de elementos finitos.

En la siguiente seccidn se presenta la formulacién matematica del nuevo modelo, en el
apartado 3 se comentan algunos aspectos de la resolucién computacional. Posteriormente, en
la seccién 4, se analiza la efectividad del modelo propuesto mediante la comparacién con
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resultados obtenidos a partir del clasico enfoque discreto. Se presentan luego, en la seccion 5,
dos ejemplos en los cuales se aplica el modelo propuesto a una ciudad con zonas de distintas
caracteristicas y finalmente, en la seccion 6, se presentan las conclusiones.

2 MODELO CONTINUO ANISOTROPO
2.1.- Problema de Equilibrio del Usuario: Formulacién Discreta

Se considera la ciudad como una region Q delimitada por un borde exterior T a traves del

cual no ingresan ni egresan vehiculos, en la hora pico de la mafiana cuando los viajes se
generan en los hogares (distribuidos por toda la ciudad) y se dirigen hacia determinados
puntos de destino.

La red de transporte se representa mediante un conjunto de nodos unidos por arcos
dirigidos (con determinados sentidos) que representan en forma mas o menos detallada las
diferentes arterias urbanas (avenidas y/o calles). Los nodos corresponden a las intersecciones
entre arterias, asi como a los centroides de las zonas que actian como origenes o destinos de
viajes. Tal enfoque se denomina modelo discreto, en contraposicion al enfoque continuo que
se explicaen 2.2.

El problema consiste en obtener las rutas seguidas por los usuarios desde sus puntos de
origen hacia sus destinos, conociendo la cantidad de viajes entre tales pares origen-destino,
asi como las caracteristicas de la red de transporte. En otras palabras, la solucién de tal
problema permite determinar los flujos horarios en cada arco de la red.

Es importante mencionar que se suponen caracteristicas del trafico constantes durante el
periodo de estudio, es decir se considera la situacion estacionaria.

Para describir matematicamente tal problema es necesario definir, en primer lugar, el
tiempo de recorrido en cada arco como una funcion creciente del flujo existente en el mismo,
es decir

=1, (Xa) (1)

donde x, representa el flujo horario de vehiculos (nimero de vehiculos/hora) que recorre el

arco a.
El carécter creciente de tal expresion refleja el efecto de la congestion. Por otra parte, para
el caso de muy bajo flujo (x,=0), la expresion (1) adopta un valor definido que se designa

tiempo de recorrido a flujo libre, t,, (este valor es obviamente igual al cociente entre la

longitud del arco y la velocidad maxima sobre el mismo).

La existencia de tal funcion es verificada experimentalmente, y su expresion empirica
depende de varios parametros que consideran caracteristicas especificas del arco, tales como
el tipo de calle, la cantidad de carriles, la pendiente, tipo de semaforizacion, capacidad
maxima, etc.

Para completar la formulacidn, se acepta que la eleccion de rutas por parte de los viajeros
se realiza de acuerdo al ya enunciado primer principio de Wardrop, segun el cual los usuarios
eligen las rutas de tiempo minimo (0, més generalmente, de costo minimo). Como ha
demostrado Beckmann (ver Sheffi, 1984), este problema, denominado de equilibrio de
usuario, puede ser formulado mediante un problema de optimizacion, sujeto a restricciones.

Dicha formulacién matematica se expresa de la siguiente manera
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min z(x) = Zj'oxa t.(w)dw VacA (2a)
s.a.
Z fkl’s — Qrs vr,s (2b)
k
fkrs >0 vk,r,s (2C)
donde
X, = ZZZ foor, VaeA (2d)
r s k

donde f"es el flujo entre el origen r y el destino s en la ruta k y Q.es la cantidad de viajes

entre dichos puntos de origen y destino. La restriccion (2b) expresa el principio de
conservacion de flujo y la restriccion (2¢) indica que el flujo en cada ruta entre r y s no puede
ser negativo. La funcion z(x) esta definida sobre toda la red, mientras que la restriccion de
conservacion de flujo esta formulada sobre el conjunto de arcos consecutivos que forman las
rutas entre origen y destino. Ambas se relacionan a través de (2d).

En correspondencia con este problema se puede formular un problema dual que maximiza
una funcién objetivo @ que depende de una funcidn potencial de costo u que representa el
tiempo de viaje desde un determinado punto de la ciudad hasta el punto de destino “s”.

En consecuencia, el tiempo de recorrido, medido por los usuarios con destino “s”,
correspondiente al arco “a” dirigido desde el nodo i hacia el nodo j, puede expresarse en la
forma

ta =Ujq _ujs (3)

Luego, el problema dual equivalente a (2) puede ser expresado en la forma (Sasaki et al.
1990, Robusté et al. 1990)

ta —
max C!)(U) = ZzursQrs _ZL tal(Z)dZ (43.)
S.a.
Uj +1, 2 U Vi jsa (4b)
t, >t vV a (4c)

donde t,"es la inversa de la funcion de costo de viaje en el arco y los extremos de la integral
t,y t, representan el tiempo de recorrido y el tiempo de recorrido a flujo libre del arco a

respectivamente.
La restriccion (4b) debe cumplirse para todo valor admisible de u,, aunque la relacion de

igualdad solo se verificara para la solucion del problema, es decir, para los valores que
minimicen (4a). La restriccion (4c) sigue de la definicion del tiempo de recorrido por arco (1).

Es importante mencionar una diferencia de la presente formulacion dual en comparacion
con aquellas presentadas por Sasaki et al. (1990), Robusté et al. (1996). En la referencia citada
en primer término, el problema variacional se plantea para una red distribuida en forma
continua, mientras que en el trabajo de Robusté et al., si bien, también se plantea tal principio
para la red de transporte representada en forma discreta (como un conjunto de arcos dirigidos
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y vinculados), se adoptan como variables de optimizacién a los tiempos de recorrido de arco
t.. Sin embargo, la utilizacion de la funcion potencial u, como variable de optimizacion a

través de la definicion (3) facilita la formulacidén continua que se desarrolla en la seccién
siguiente.

Considerando la expresion (1) y especializando para un solo destino, el problema de
optimizacion (4) puede ser reescrito en la forma

ta
max o(u) =>_u,Q, —z_ft x, (z)dz (52)
s.a.
u+t, 2, Vi j,a (5b)
ta Ztao VY a (5C)

Las formulaciones (2) y (4) para mdaltiples destinos (o la (5) para un solo destino) son
validas para diversas expresiones del tiempo de recorrido de arco t,. En este trabajo se
considera una de las funciones de tiempo de recorrido de arco mas utilizadas, propuesta en el

Manual de Asignacién de Trafico de la U.S. Bureau of Public Roads (1964), conocida como
funcién BPR , que aqui se expresa de la siguiente manera

t,=t, (1+aa((xa+xRa)/Ca)%) (6)

donde C, representa la capacidad del arco, medida en vehiculos por horay por calley «, y
@, son coeficientes que tienen en cuenta las caracteristicas especificas de la arteria
considerada. La formula BPR relaciona el tiempo de recorrido con el flujo total sobre el arco.

En la expresion (6) este ultimo se considera como la superposicion de dos términos, uno que
describe el flujo de usuarios x, que se comportan segun el primer principio de Wardrop,

mientras que el otro describe flujos residuales x., que no cumplen tal principio. Este tltimo
término permite representar, por ejemplo, el flujo de vehiculos de transporte pablico.

2.2.- Modelo Continuo para una Ciudad Monocéntrica

Se considera una ciudad con un solo centro que actia como destino de todos los viajes
producidos. Siguiendo el enfoque clasico tal problema puede ser formulado mediante las
expresiones (5) y (6).

Partiendo de tal planteo en forma discreta, se pretende obtener una formulacién continua
aproximadamente equivalente. Esto quiere decir que mantenga las caracteristicas del sistema
y que una vez resuelto permita obtener el flujo vehicular y el tiempo de recorrido en cualquier
calle de la red con valores similares a los obtenidos por medio del enfoque discreto.

Para ello, se divide el dominio completo de la ciudad © en M celdas de area L,L , tal

como se puede ver en la Figura 1, donde las longitudes L, y L, son pequefias con respecto a

las dimensiones de la ciudad. Se supone que en el &rea que se examina existe un sistema de
calles paralelas de tal manera que para cada calle en una direccién y sentido, existe otra en
igual direccién y sentido contrario.
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De esta manera, los arcos que se suman en la expresion (5a) corresponden a la mitad de los
arcos y las longitudes I, de los tramos a tener en cuenta seran las distancias entre dos calles

de igual direccion y sentido. Se considera que el sentido de circulacion en el arco a, en la
direccion s, que forma un angulo y, con el eje x, es desde el nodo i hacia el nodo j de acuerdo
a la Figura 2.

El tiempo minimo de recorrido del arco se puede expresar, de acuerdo a (3), y esta
diferencia de potencial entre los dos nodos del arco puede aproximarse de la siguiente
manera:

ou
AU = ——| 7
=k (7)

rll
celda m
L,
2
1 €1,
Figura 1: Discretizacion de la ciudad y sistema de calles en las celdas
VA
X
Figura 2; Tramo de calle entre nodos. Direccidn y sentido de circulacion.
Teniendo en cuenta que:
ou ouox ouoy ou ou
—=——+——"—=—2C0Sy +—S5Seny (8)
0S OXO0S 0oyos Ox oy
el tiempo de recorrido del arco puede ser escrito en la forma:
ou ou
t. =—I | —cosy+—seny 9
: ( T ©)
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En las expresion (7-9) se asume implicitamente que u puede representarse como una
funcién continua bidimensional que adopta los valores adecuados en cada uno de los nodos a
los cuales se los identifica por sus coordenadas cartesianas (x,y). En consecuencia u(x,y)
representa el tiempo de viaje desde el nodo ubicado en (x,y) hasta el centro (destino).

Aplicando ahora célculo variacional sobre la formulacion (5a) se obtiene la siguiente
expresion:

S0 = Z§UQ -3 5j x(z)dz-ZéuQ 3> %), m=12,.,M (10)

m aem m aem

donde adenota cada arco (en uno de los dos posibles sentidos) perteneciente a cada celda m.
Por otra parte, invirtiendo la expresion (6), se obtiene

1

2
X, (t,) = (a %CwaJ — Xe, (11)
a,t,
Multiplicando y dividiendo el segundo término de (10) por t,, empleando la notacion
. :ﬂ, U, :a—u, u, = Gl , Y teniendo en cuenta que ot, = N ‘ o , | sellega
t, OX ay ou, ou,

a la siguiente expresion:

S = 25“ Q ZZ pa< (uX cosy, +uysen;/a))(—|a Cos y,0u, — |asen7a5uy) (12)

m aem

y entonces

S = Z§u Q -D.> p,licos? yusu, + p,lZcosy,seny,udu, +

m aem

+ p,lZseny, cosy,u,du, + p,lisen’y,u,du, (13)
Multiplicando y dividiendo por el area L, L,y reagrupando se llega a:

So=306uQ, - (kudu, +k,udu +k usu +kudu )LL, (m=12,..M) (14)

donde:
2 cos® y
t a
aezm Palta) = L.L, (15a)
|2 sen
t a
aezm P )= L.L, (15b)
12 cos ysen
kxy:Z: pa(ta)aL—i:]/ (15C)
aem Xy
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Las expresiones (12-15) llevan implicita la suposicion de que para cada celda, las
derivadas parciales de u no varian. Esta es una muy razonable hipotesis si se considera que las
dimensiones de la celda son muy pequefias frente a las distancias caracteristicas de toda la
ciudad. Con tal idea se toma a continuacion el limite de la expresiéon (15), cuando el area
L.L, tiende a un diferencial de area dQ, asumiendo la demanda de viajes distribuida

continuamente en el area: g (nimero de viajes por unidad de area).
En consecuencia, se obtiene

ow = IQ 5uqu—J.Q(quX5ux +kyu,0u, +k, uou, +kudu, )dQ

(16)
Integrando por partes el segundo término de (16) se llega a:
o(k ok, u, ok, u olk,u
5a):j qou + (XUX)5u+ (%, )5u+ (%, y)5u+ (k, y)éu dQ -
Q OX oy OX oy (17)

_Qﬁr(kxuxau +kyu,ou+k, uou+ kyuyéu)dl“

En un punto estacionario debe ser ow =0y por lo tanto como oJu es arbitraria, se deben
cumplir las siguientes condiciones

a[k 8—u+k 6_u)+£(k au+k a—uj+q=0

& X OX Xy ay ay X)’& y ay V(X, y) e (18)
y
donde
fofi My N
ox Yoy
(20)
f.=—| K, a—u+k il
y y ax y ay

mientras que n,y n, son las componentes del versor normal a la curva que define el contorno

de la ciudad.
Las ecuaciones (18) y (19) asi determinadas corresponden a las ecuaciones de Euler del
funcional (17). Considerando la interpretacion de q(x,y), es claro que, con las definiciones de

densidad de flujo de trafico f = ( f, fy)dadas por (20), la expresion (18) corresponde a una

ecuacion de continuidad de vehiculos por hora.
Otras condiciones de contorno posibles son las siguientes:
a) valor nulo de u en el centro de destino (por definicion del potencial u):
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u(x.,¥.) =0 (21)

donde (X, Y, ) son las coordenadas del centro de destino.
b) flujo conocido f , enalgun borde interno o externo

fon.+fn =1, (22)

La ecuacion gobernante (18) con sus correspondientes condiciones de borde (19, 20, 6 21)
constituye el modelo continuo aqui propuesto para una ciudad monocéntrica. Es decir, el
problema se reduce a uno gobernado por ecuaciones diferenciales a derivadas parciales no
lineales del tipo difusion.

Es interesante notar que los coeficientes de “difusién” (15) son simétricos con respecto al
sentido de circulacion en cada una de los arcos (valen lo mismo para y o para —y ), por lo
tanto, el sentido de circulacion viene determinado por el gradiente de u de acuerdo a (20).

Debe observarse que una vez resuelto el problema no lineal para u(x,y) (el tiempo de
recorrido desde la posicion ubicada en (x,y) hasta el centro en el estado de equilibrio de
usuario), es posible determinar a través de (9) y (11), los tiempos de recorrido y el
correspondiente flujo horario (es decir el grado de congestion) para cada arteria.

Entonces pueden ser recuperadas las variables de la representacion discreta. Este es un
hecho completamente novedoso como se discutira en la seccién 2.4. También debe notarse
que, este modelo es muy general en cuanto a la configuracion de la red. Esta viene dada por
los valores de los coeficientes de difusion definidos en (15). Como se observa, puede admitir
arcos no paralelos a los ejes de referencia x e y, y diferentes caracteristicas para cada
direccién. Se trata de un modelo que considera la posible anisotropia de la configuracion de la
red de transporte.

2.3.- Modelo Continuo Anisotropo para una Ciudad Policéntrica (destinos multiples)

Se puede generalizar el razonamiento anterior para contemplar multiples destinos. En este
caso la densidad de viajes generados hacia el centro s en el punto (x,y) se designa como

a.(x,y), el flujo horario en el arco a con destino s es x; , y el tiempo de recorrido minimo
entre el punto (x,y) y el centro s viene dado por u (x, y) .

El tiempo de recorrido en cada arco depende del flujo total sobre el mismo, es decir que
puede ser expresado de acuerdo a (6) en la forma

Pa
a .
t, ='[ao 1+ C Za [z X, +XR3J (23)
a I
Esta expresion puede obviamente ser re-escrita de la siguiente manera

¢’a
aa S i
t,=t, |1+ co [xa +(z X! + xRaD (24)

a i#s

Comparando esta Ultima expresion con (6) puede observarse que es posible interpretar esta
altima como el tiempo de recorrido de arco de los vehiculos que se dirigen hacia el centro s,
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coexistiendo en tal arco un flujo “residual” (Z x;+xRaj que no respeta la eleccion de
i#s

tiempo minimo hacia el centro s. Con tal interpretacion el problema queda formulado para los

vehiculos que se dirigen hacia el centro s, de una forma analoga al caso unicéntrico. Luego, a

partir de (24) puede obtenerse la expresion para el flujo horario en el arco a, dirigiéndose al

destino s en la forma:
l
C Pa |Pa
X =22 (z X+ xRaJ (25)
tao a 1#S

donde t; es el tiempo de recorrido sobre el arco a de los vehiculos dirigiéndose al centro s.
De acuerdo a (9) su valor minimo puede ser expresado en la forma:

s_ ou
ta - Ia( OX ] (26)

Luego siguiendo los mismos pasos desarrollados en (2.1) para un destino genérico s, se
obtiene el siguiente sistema de N ecuaciones diferenciales no lineales acopladas que rige el
problema considerado:

0 0 ou
ks +kS k® kS =0 V(x Q, s=12.M
6X[ 8X Xy 5)/) ay( Xy Ox 6)/} qs ( y)E (27)
donde;:
12 cos’ y,
Z S(t)—= L (28a)
. s 51 12 COS 7, sENY,
ks =Y pa(ta)—Ly — (28b)
RN e
;} pa(th)=——= L (28c)
pi=1 (28d)

En esta Ultima expresion x; y t; vienen dadas por (25) y (26). Obviamente una vez resuelto
el problema se verifica que

t =t Vs (29)

a a

El modelo continuo presentado corresponde al denominado problema de asignacion de
viajes de acuerdo al principio de equilibrio del usuario. EI modelo puede ser directamente
extendido a otros problemas (demanda variable, eleccién de modos de transporte, etc., Sheffi
(1984). Por ejemplo, es muy simple considerar el problema de distribucion-asignacién. En
este problema se conoce la demanda de viajes que se genera en la ciudad con diversos
destinos posibles cuya eleccidn sera determinada por el que implique el minimo tiempo de

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2184 V. CORTINEZ, P. DOMINGUEZ

viaje. Esto puede corresponder a los viajes generados para alcanzar instalaciones de atraccion
tales como, por ejemplo, diversos centros comerciales que compiten por la captura de clientes.

Este tipo de problema puede formularse mediante la ecuacién gobernante (18) con la
condicion de borde (19) en la periferia de la ciudad y expresiones de la forma (21) para cada
centro de atraccion. Por otra parte si existieran diferentes clases de usuarios usando la red, el
problema de asignacion deberia formularse a partir del sistema (27) (donde g, corresponde al

densidad de viajes generados en un punto (x,y) de la clase s). Otras generalizaciones quedan
fuera del alcance del presente trabajo.

2.4.- Diferencia de la Presente Teoria con respecto a la Formulacion de Sasaki, lida y
Yang (S1Y)

La formulacién continua de Sasaki, Ilida y Yang (1990) constituye una contribucion muy
importante que permitié la aplicacion de técnicas computacionales de gran desarrollo tales
como el método de elementos finitos al problema de asignacion de tréfico. A su vez este
modelo fue extendido para considerar problemas de mayor complejidad, tales como la
existencia de demanda variable, problemas multicéntricos con diferentes clases de usuarios,
modelos combinados discretos-continuos (en los que se utilizd el enfoque discreto para la
consideracién de autopistas y la continua para flujo en calles) (Ho y Wong, 2006), desarrollo
de modelos para el analisis del impacto ambiental del trafico (Cortinez y Dominguez, 2009),
etc.

La principal diferencia entre el modelo de SIY y el aqui presentado estd en la manera de
considerar los tiempos de recorrido en funcion de los flujos de trafico. En aquel, tal definicion
se hace directamente para una formulacién continua. Asi se introduce el tiempo de recorrido
por unidad de distancia sobre el continuo: c(x,y). Esta magnitud se hace dependiente de la
intensidad del flujo de trafico continuo (20): f, , f, . La forma basica utilizada de acuerdo a tal

hipotesis es la siguiente:

c(x, y)=a(xy)+B(x y)‘,/ fo+f)

Las funciones «, 8 y y dependen de pardmetros especificos promediados de la red en un

entorno del punto (x,y). Asi « es la inversa de la velocidad a flujo libre media, mientras que
S depende de una definida densidad de capacidad de trafico y de otras funciones no

explicitas que a su vez, al igual que y, pueden depender de caracteristicas particulares tales

como anchos de calle, caracteristicas de la semaforizacion, etc.

Estas ultimas funciones deben obtenerse empiricamente efectuando mediciones y
observaciones para diferentes zonas de una ciudad, aungue no se indica taxativamente como
realizar tales tareas. Esto representa un claro inconveniente.

Otro problema es que el tiempo por unidad de longitud ¢ debe ser un escalar, estando
adecuadamente definido en términos del mddulo del flujo continuo en la expresion (30). Sin
embargo, esta expresion indica que el tiempo de recorrido no depende de la direccion. Es
decir se trata de una funcion is6tropa. Este no es necesariamente el caso en ciudades reales en
las cuales pueden existir diferencias de caracteristicas de calles en distintas direcciones. En la
teoria de SI'Y no se indica modo alguno de considerar tal anisotropia.

Por otra parte, el modelo de S1Y se desarrolla siguiendo las ideas presentadas en la seccion
2.1, aunque trabajando directamente con la formulacion continua. Entonces no queda clara la
correspondencia con la estructura discreta del problema y, de hecho, no pueden recuperarse

4

(30)
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las variables discretas: flujos horarios en cada arco ni tiempos de recorrido. Por lo tanto, se
propone la utilizacion de tal enfoque tan solo como un método rapido, muy conveniente para
visualizar las caracteristicas generales en las etapas previas de disefio, aunque para calculos
maés detallados habria que recurrir al clasico método discreto.

La presente formulacion mejora el modelo de SIY ya que supera varios de los
inconvenientes citados. La funcion de tiempo de recorrido basica (1) es exactamente la misma
que se utiliza en el enfoque discreto, y entonces queda perfectamente definida a partir de los
métodos experimentales usuales. Por otra parte la forma que se da a tal funcion de acuerdo a
la expresion (6) hace posible la consideracion simultanea de flujos de arco que no siguen la
primera ley de Wardrop (hecho de utilidad para incorporar el transporte publico).

La presente formulacion se deduce directamente del caso discreto como un paso al limite,
entonces la ecuacion gobernante considera adecuadamente la estructura discreta en los
coeficientes de difusion (28), pudiendo acomodar en forma natural caracteristicas anisétropas
de la red. La directa relacion entre las formulaciones discreta y continua permite recuperar las
variables discretas en cada arco, una vez resueltas las ecuaciones diferenciales gobernantes,
mediante las expresiones (25) y (26).

Tales mejoras podrian implicar la posibilidad de usar esta metodologia con una precision
similar al enfoque discreto aunque, al igual que con la teoria de SIY, con una carga
computacional mucho menor, al menos para redes muy densas. Pero justamente tal es el caso
en la modelizacion de redes urbanas modernas. Aln asi, para estudios preliminares, también
puede utilizarse facilmente para obtener patrones generales como en el enfoque de SIY.

3 SOLUCION COMPUTACIONAL MEDIANTE EL METODO DE ELEMENTOS
FINITOS

El sistema gobernante de ecuaciones diferenciales (27) con sus correspondientes
condiciones de contorno puede ser resuelto por varios enfoques numéricos apropiados. En
este trabajo se hace uso del método de elementos finitos a través del software comercial
FlexPDE.

En tal programa el problema se define a través de la escritura de las ecuaciones
diferenciales gobernantes y de sus correspondientes condiciones de contorno en un archivo de
textos denominado descriptor utilizando una notacion muy sencilla, similar a la usada
comUnmente en matematica.

Internamente, dicho programa se encarga de obtener las correspondientes ecuaciones
variacionales, a través de un proceso tipo Galerkin, asi como de la correspondiente
discretizaciéon efectuando un mallado automatico. Ademas posee varias estrategias que el
usuario puede seleccionar para la resolucién de problemas no lineales de contorno y/o de
valores iniciales.

Entonces el descriptor para el presente problema debera contener las definiciones de las
caracteristicas de la red tales como velocidad de circulacion, capacidad de las calles,
orientacion, etc. y las expresiones de los coeficientes de difusion (28).

A partir de estos datos pueden implementarse las ecuaciones (27). Asimismo debe
definirse la geometria, las correspondientes condiciones de borde, y las particularidades del
post-proceso deseado.

Por otra parte deben seleccionarse las alternativas algoritmicas adecuadas. En este trabajo
se resuelven inicialmente las correspondientes ecuaciones para valores constantes de los
coeficientes de difusién, asumiendo congestion despreciable. A partir de esta solucidn inicial,
el problema se resuelve aplicando el método de Newton-Raphson en el caso de un solo centro.
En el caso de dos o méas centros, se implementa un procedimiento iterativo en el cual se
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trabaja sobre un centro y se mantienen constantes los valores de los flujos correspondientes a
los otros centros, alternandose el centro activo, cada vez.

4 VALIDACION DEL MODELO

Para validar el modelo propuesto se analiza un dominio espacial de 2,9x2,9 km? que se
modela como una superficie delimitada por un borde externo en el caso continuo y como una
red de arcos y nodos en el modelo discreto tradicional. En este caso, la red se compone de 900
nodos y 1740 enlaces de 100 metros de longitud cada uno, formando calles perpendiculares
entre si con un solo sentido de circulacién tal como se puede ver en la Figura 3. Sobre esta red
se consideran tres situaciones diferentes:

a) Modelo is6tropo con un Unico destino: todos los viajes que se generan en la ciudad se
dirigen al centro (correspondiendo a los cuatro nodos centrales de la Figura 3) y las
caracteristicas de las calles son iguales en las dos direcciones y sentidos. Demanda
=750 veh/h/km?* (para la formulacion discreta a cada nodo le corresponde una demanda de
6308 viajes dividido por el numero de nodos), con los siguientes pardmetros que permiten
definir el tiempo de recorrido por arco de acuerdo a (6): velocidad maxima de circulacion: 60
km/h, capacidad de las calles: C =600 veh/h, « =0,15, ¢ =2,y X, =0.

b) Modelo ort6tropo con un Unico destino: todos los viajes que se generan en la ciudad se
dirigen a un unico centro (correspondiendo a los cuatro nodos centrales de la Figura 3), pero
las calles tienen diferentes caracteristicas de acuerdo a la direccion. Demanda
=750 veh/h/km? (para la formulacion discreta a cada nodo le corresponde una demanda
de 6308 viajes dividido por el numero de nodos). Los pardmetros de la férmula BPR son
=1, «=0,15, C=600veh/h, x, =0 y velocidad méaxima de circulacion: 60 km/h en
todas las calles salvo en las dos zonas de avenidas, sombreadas en la Figura 3, donde la

velocidad de circulacion es mayor, 70 km/h, en el sentido de ingreso/egreso al centro de la
ciudad.

12 .oy Callel .15 . ...30
31+ f
; ! V
T 175
3 ”’,2_ : e | 1 1 | l
181 Sl oo * 210
N | P
SEEEFH S
i > calle 3
el 450
P mmmn mmmmmmmm 43
b 1 calle 6
(=
S .Iz'uﬂe 8 =
® 726]
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871 900

Figura 3: Esquema de calles y numeracion de nodos de la red discreta
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¢) Modelo is6tropo multidestino: los viajes que se generan en la ciudad se dirigen a dos
centros diferentes. Demanda hacia el centro 1 (nodo 175 de la Figura 3) g, =375 veh/h/km?,

demanda hacia el centro 2 (nodo 726 de la Figura 3) @, =375veh/h/km* (para la

formulacidn discreta a cada nodo le corresponde una demanda de 6308/2 viajes dividido por
el nimero de nodos), C =600 veh/h, « =0,15, p =2, X, =0.

El andlisis de tales problemas de asignacion siguiendo el enfoque discreto corresponde a
resolver el problema de optimizacion (2), para lo cual se aplica el clasico método de Frank -
Wolfe (Frank y Wolfe, 1956). Detalles sobre tal enfoque puede consultarse en el trabajo
anterior de los autores ya mencionado (Dominguez et al., 2009).

En esta seccion se comparan los resultados obtenidos con el enfoque discreto y los
obtenidos con el nuevo modelo propuesto en los tres casos diferentes definidos. Para la
formulacién del modelo continuo se adoptan celdas de 2x2 cuadras (considerando para cada
direccion 2 calles en sentido opuesto).

Es importante mencionar que los casos considerados estan muy idealizados, ya que (para el
enfoque discreto) se supone contar con informacion suficientemente precisa sobre la
generacion de viajes en cada esquina. Por otra parte, los centros de destino se suponen
adecuadamente representados por una region muy pequefia (uno a cuatro nodos), es decir de
un tamafio de no mas que cuatro manzanas. Se trata de una zona urbana muy pequefia en
general para formular un problema de asignacion real. Sin embargo, tales ejemplos resultan
muy Utiles para analizar la precision del presente modelo continuo con respecto al clasico
enfoque discreto. Sobre todo considerando que para redes mas densas, el método continuo
tendera a dar ain mejores resultados (se cumplen mejor las hipdtesis del modelo).

Para los casos (a) y (b), la solucion con el modelo continuo requiere unos pocos segundos
(se modela un cuarto del dominio, aprovechando la simetria del modelo). La solucion del caso
(c) se alcanza en algo menos de 4 minutos corriendo 5 iteraciones para cada centro.

Por otra parte el modelo discreto requiere mucho mas tiempo. Para el caso (c) la solucion
se alcanza en casi cuatro horas de célculo.

Es de interés mencionar que en general, la discretizacion necesaria realizada por el método
de elementos finitos dependera de detalles de heterogeneidad de las caracteristicas urbanas y
en general de la existencia 0 no de variaciones bruscas de la funcién potencial u. Es decir que
tal discretizacion es independiente de la real estructura discreta de la red. Entonces la cantidad
de nodos en general no precisa aumentar de forma importante con el tamafio de la ciudad.

En cambio, la formulacion discreta si aumenta en general con el tamafio de la ciudad
(cantidad de arcos), incrementandose de la misma manera, el tiempo de célculo.

En las figuras 4 a 7 se muestran los resultados obtenidos para el caso a). En la Figura 4 se
puede ver el tiempo total de recorrido desde cada nodo hasta el centro (nodo 435) para las
calles de la zona nor-oeste, es decir, calle 1 (nodos 1 a 14), calle 2 (nodos 181 a 194), calle 3
(nodos 421 a 434) y calle 4 (nodos 1 a 421). La diferencia promedio entre los resultados
obtenidos por ambos métodos es menor al 5%.
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Figura 4: Tiempo de viaje desde cada nodo de las calles 1 a 4 hasta el centro.

En la Figura 5 se muestra el tiempo de recorrido en minutos, de cada tramo (en este caso
cada cuadra) para la calle 3 de la misma zona descripta en el grafico anterior. Como se puede
advertir, los resultados por ambos enfoques son practicamente coincidentes. Lo mismo ocurre
efectuando comparaciones para otras calles (no mostradas aqui).

024 Tiempo de recorridode arco
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T T T 1
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010 | B el =
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==#==Discreto Calle 3  ==®==Continuo Calle 3

Figura 5: Tiempo de recorrido de cada cuadra en la calle 3.

En la Figura 6 se muestra el flujo de vehiculos en una arteria congestionada (calle 3),
mientras que en la Figura 7 se muestra lo propio para una arteria descongestionada.

Como se aprecia en la primera de estas figuras, el flujo horario en arterias congestionadas,
obtenidos por ambos enfoques, tienen muy buena concordancia, donde la diferencia promedio
de los tres arcos mas comprometidos es del orden de 3%.

En la Figura 7 se observa que si bien, en arterias descongestionadas, el error es algo mayor,
se mantiene una concordancia razonable. Ademas debe tenerse en cuenta que el mayor error
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se da en calles con muy poco trafico (flujos horarios menores al 15% de su capacidad), por lo
tanto se trata de tramos no significativos.
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Flujo vehicular

H Discreto Calle 3  E Continuo Calle 3

Figura 6: Flujo de vehiculos en cada cuadra de la calles 3.
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Figura 7: Flujo de vehiculos en cada cuadra de las calles 1 y 2.

En las Figuras 8 a 10, se pueden ver los resultados obtenidos en el analisis del caso b),
donde existen avenidas en las cuales la velocidad de circulacidén es mayor en la direccién de
ingreso/egreso al centro. En la calle 3 (O-E), por ejemplo, la velocidad de circulacion a flujo
libre es de 70 km/h, mientras que en las calles transversales (N-S, S-N) es de 60 km/h. De la
misma manera, en la calle 5 (N-S) la velocidad méaxima es 70 km/h y en las calles
perpendiculares (E-O, O-E), 60 km/h. En la Figura 8 se puede ver el tiempo total de viaje
desde cada nodo hasta el centro para las calles 1, 2 y 3, en el cuadrante nor-oeste de la ciudad.
La diferencia promedio entre los resultados obtenidos por ambos métodos es menor al 5%.
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Figura 8: Tiempo de viaje desde cada nodo de las calles 1 a 3 hasta el centro.

En la Figura 9 se puede apreciar el tiempo de recorrido de los arcos correspondientes a las
calles 1, 2 y 3 de la zona nor-oeste. En la calle 3, al ser mayor la velocidad de circulacion,
disminuye el tiempo de recorrido (que en la zona mas congestionada no alcanza a la mitad del
tiempo del caso a). La correspondencia entre los valores obtenidos con el enfoque discreto y
el continuo es muy buena, con diferencia promedio menor al 0,6% y diferencia maxima
menor a 1 segundo. En la Figura 10, se compara el flujo de vehiculos obtenido por ambos
métodos. Se aprecia que el modelo continuo sobreestima el valor del flujo aproximadamente
10%.
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Figura 9: Tiempo de recorrido de los arcos de las calles 1 a 3.
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Figura 10: Flujo de vehiculos en las calles 1 a 3.

Finalmente, en las Figuras 11 y 12 se muestran los tiempos de viaje, a manera de ejemplo,
desde cada nodo de las calles indicadas hasta los puntos de destino para el caso c). Se puede
apreciar claramente la buena correspondencia que existe entre los valores obtenidos por
ambos enfoques. Lo mismo ocurre para nodos sobre otras arterias.

6 [ ] L] o
Tiempo de viaje a los centros 1y 2

5

4

3

2

1

0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
871 873 875 877 879 881 883 885 887 889 891 893 895 897 899
==@==Discretoal =l=Continuoal ==%=Discretoa2 ==¢=Continuoa?2

Figura 11: Tiempo de viaje hasta los centros 1y 2 en la calles 7.
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Figura 12: Tiempo de viaje hasta los centros 1y 2 en la calles 3.

Por otra parte, en las Figuras 13 y 14 se aprecia comparaciones para los tiempos de
recorrido de arcos y flujos horarios, respectivamente, para la calle 9, siendo muy buena la
concordancia entre ambos enfoques.
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Figura 13: Tiempo de recorrido de arcos en calle 9.
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Figura 14: Flujos en arcos de calle 9.

Como se ha mostrado en estas comparaciones, la concordancia entre el presente modelo
continuo y el discreto es excelente. Los errores maximos son insignificantes considerando la
incertidumbre de los datos en aplicacién a casos reales (valores precisos de la densidad de
generacion de viajes, definicion geométrica adecuada de centros de destino, etc.). Asimismo
es importante notar que la concordancia sera ain mejor para redes densas correspondientes a
grandes centros urbanos, en las cuales la definicion de cada celda puede incorporar varias
calles (5 o 6 cuadras al cuadrado), ya que se en este caso se verificarian mejor las hipotesis
consideradas. Ademas, la principal motivacion es justamente el andlisis del trafico urbano en
grandes redes.

5 EJEMPLOS DE APLICACION

Se presentan a continuacion dos ejemplos mas realistas donde se aplican los modelos
presentados para uno y varios destinos.

5.1 Un punto de destino. Competencia de instalaciones.

En el primer caso, se aplica el modelo continuo al estudio del comportamiento de la red de
trafico en una ciudad de aproximadamente 35x25 km? donde 4 establecimientos compiten
entre si por la captura de clientes. Estas instalaciones pueden ser centros comerciales, plantas
industriales, establecimientos educativos o estaciones de servicio, entre otras. En este caso, la
demanda que se genera en cada punto de la ciudad se dirige a un solo destino, que se
selecciona segun el criterio de minimo tiempo de viaje. En la ciudad se distinguen 3 zonas
con diferentes caracteristicas en cuanto a demanda de viajes, configuracion de las calles y
velocidad de circulacion méaxima, que se muestran en la Tabla 1.

Zona | 7,(grados) | 7,(grados) | V,, (km/h) |V, (km/h) | ¢ a | g (veh/h/km?)
1 0 90 70 40 2 | 015 750
2 45 135 40 60 2 | 015 350
3 30 120 60 40 2 | 015 500

Tabla 1: Caracteristicas de calles, costos y demanda en las zonas.
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Las zonas y los centros se muestran en la Figura 15, donde se puede apreciar tambien la
malla de elementos finitos utilizada.
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Figura 15: Zonas y centros de la ciudad.

En la Figura 16 se puede ver el mapa de tiempo de viaje, en minutos, desde cada punto de
la ciudad hasta el destino seleccionado. Se puede observar como las curvas se estiran en la
direccion de velocidad mayor a flujo libre, 0° 135° y 30° en las zonas 1, 2 y 3
respectivamente.
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Figura 16: Tiempo de viaje en minutos.

En la Figura 17, donde se muestra el patron de flujo vehicular en vehiculos/hora/km, se
puede apreciar la atraccion que los centros ejercen en los usuarios para eleccion de rutas. De
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la totalidad de los viajes generados en toda la ciudad, 90621 usuarios eligen el destino 1,
63954 el 2, 79899 el 3 y 112743 el destino 4. Los dos destinos mas solicitados estan
directamente relacionados con las condiciones de demanda, y la preferencia por el centro 1
estd influenciada por la velocidad maxima permitida y la ubicacion con respecto a los otros
centros.
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Figura 17: Distribucion de flujo de vehiculos en la ciudad.

5.2 Dos puntos de destino con demanda fija.

En el ejemplo que se presenta a continuacion se modela la misma ciudad con las mismas
caracteristicas zonales, pero en este caso, existen dos puntos diferentes de destino con
demanda fija de viajes hacia cada uno. En las zonas 1y 2, la generacion de viajes es la misma,

g, =350veh/h/km?, g, =200veh/h/km? y en la zona 3 la demanda hacia los centros 1y 2
es g, =500veh/h/km?, g, = 250veh/h/km? respectivamente.

En las Figuras 18 y 19 se puede ver el mapa de tiempo de viaje, en horas, desde todo
punto de la ciudad hacia los centros 2 y 4 respectivamente. Ambos ejemplos ilustran como
puede aplicarse este modelo a casos reales, asi como cuan informativos pueden ser los mapas
de tiempos de viaje y/o de densidades de flujo para visualizar el patron general del trafico
urbano.
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Figura 18: Tiempo de viaje hacia el centro 2.
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Figura 19: Tiempo de viaje hacia el centro 4.

6 CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un modelo continuo para el estudio de la congestion del trafico urbano.
Especificamente se trata de una formulacion continua para el problema de asignacion de
viajes urbanos siguiendo el principio del equilibrio de usuario. Tal modelo considera las
posibles caracteristicas anisotropas de la red de transporte en diferentes zonas urbanas. A
diferencia de formulaciones continuas previas, este enfoque se deduce mediante un proceso de
homogeneizacién del problema discreto del equilibrio de usuario y por lo tanto se basa en el
uso de funciones de tiempos de recorrido de arco perfectamente definidas desde el punto de
vista experimental, tales como las formulas BPR. Esta misma idea hace posible recuperar las
variables discretas por arco, una vez resuelto el problema continuo. El presente modelo se
formula mediante un sistema de ecuaciones diferenciales de difusion anisotropa no lineal que
se resuelve adecuadamente mediante el método de los elementos finitos con tiempos de
cémputo mucho menores a los requeridos por el enfoque discreto clasico.

La concordancia con el enfoque discreto es muy buena, como ha sido demostrado en varios
estudios comparativos. De esta manera este enfoque se presenta como una alternativa
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atractiva al clasico enfoque discreto para el andlisis de redes densas. Asimismo es posible
combinar el presente enfoque continuo con el modelo discreto (para considerar por ejemplo,
la existencia de autopistas). Esta y otras generalizaciones se presentaran en trabajos futuros
por parte de los autores.
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