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Resumo. Recentemente (Petersen et.al., Kerntechnik, 74:60-64 (2009)) resolveu de forma numérica as
equações de difusão de nêutrons com dois grupos de energia para uma placa heterogênea utilizando o
método de diferenças finitas com condições de contorno do tipo albedo. Neste trabalho nós propomos
a resolução do mesmo problema, porém de forma analítica, utilizando a técnica de diagonalização de
matrizes. Partindo de um fator de multiplicação prescrito (keff ), com a técnica da diagonalização nós
desacoplamos o sistema de equações diferenciais e resolvemos separadamente cada equação, tanto para
o fluxo rápido de nêutrons quanto para o térmico, e recalculamos o keff pelo método da potência até um
critério de parada escolhido. Essas equações foram resolvidas utilizando resultados analíticos conheci-
dos para equações diferenciais ordinárias de segunda ordem. Para a determinação das constantes geradas
foram utilizadas as condições de contorno e de continuidade de corrente e fluxo de nêutrons nas inter-
faces. Os resultados obtidos foram comparados com a solução numérica proposta por (Petersen et.al.,
Kerntechnik, 74:60-64 (2009)) para duas regiões.
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1 INTRODUÇÃO

O uso de diferentes tipos de energia tem crescido nos últimos anos. Existe uma alta probabil-
idade da energia nuclear ser o principal caminho escolhido pelas nações, visto que está em con-
formidade com as metas do Protocolo de Kyoto para emissão de dióxido de carbono (CO2). A
maior vantagem da energia nuclear é a não emissão de (CO2) na atmosfera. O constante cresci-
mento da demanda mundial por energia e os esforços para garantir o seu suprimento, juntamente
com o problema do aquecimento global, têm propiciado e impulsionado o desenvolvimento da
indústria e da pesquisa na área nuclear no Brasil e no mundo. Um dos principais enfoques da
pesquisa na área nuclear é o estudo da evolução da população de nêutrons em sistemas nucle-
ares, o que é um grande desafio tanto físico quanto matemático e constitui um problema crucial
no estudo e na análise de reatores nucleares. Nesse contexto, é de extrema importância a deter-
minação e o acompanhamento do comportamento dessa população no período da criticalidade
do reator A fim de desenvolver métodos que possam prever o comportamento da população
de nêutrons no núcleo de um reator nuclear com suficiente precisão e confiabilidade, soluções
analíticas são necessárias. A motivação por trás do desenvolvimento de métodos analíticos para
resolver as equações de física nuclear não é apenas o desafio de desenvolver um método para re-
solver um conjunto de equações diferenciais acopladas, mas também uma necessidade real para
prever o desempenho e avaliar a segurança de reatores nucleares de potência, tanto estes atual-
mente em funcionamento quanto aqueles que serão projetados para o futuro. Além da elegância
matemática, a solução analítica de certa forma elimina ou pelo menos atenua a avaliação do erro
exigido por métodos numéricos. A título de ilustração na literatura sobre a solução analítica,
podemos citar os trabalhos de (Ceolin, 2010), (Bodmann et al., 2010), (Vilhena et al., 2008) e
(Petersen et al., 2009b).
Em reatores nucleares térmicos de potência, há um balanço entre o número de nêutrons pro-
duzido pela fissão e número consumido por absorção, espalhamento ou fuga pelo contorno. Um
dos problemas centrais no desenvolvimento de um reator nuclear é o cálculo do tamanho e com-
posição do sistema requerido para manter esse balanço. Cálculos de condições necessárias para
a criticalidade são carregadas utilizando a teoria de transporte de nêutrons ou a teoria da difusão
de nêutrons. Tanto a teoria da difusão quanto a teoria de transporte de nêutrons envolvem o cál-
culo global de reatores nucleares a partir de um problema de autovalor, que fornece tanto o fator
de multiplicação efetivo (keff ), definido como o autovalor dominante, quanto a distribuição do
fluxo de nêutrons durante o tempo de vida do núcleo. Então, o problema de encontrar o fator de
multiplicação efetivo e a distribuição do fluxo de nêutrons consiste em resolver o problema de
autovalor usando a independência temporal nas equações dos modelos matemáticos da teoria
de transporte e difusão. Dentro desse contexto este trabalho se enquadra com o objetivo de
resolver em forma analítica as equações de difusão de nêutrons estacionária em uma geometria
retangular heterogênea com 2 grupos de energia pela técnica de diagonalização de matrizes.
Para isso, nós reescrevemos a equação de difusão de nêutrons para dois grupos de energia numa
forma matricial. Usando o fato que a matriz dos parâmetros nucleares possui os autovalores
distintos, nós podemos decompô-la em uma forma do tipo A = PDP−1, na qual P é a matriz
dos autovetores de A, D é a matriz diagonal dos autovalores de A e P−1 é a matriz inversa
dos autovetores de A. Com isso podemos resolver a equação matricial como um sistema de
equações diferenciais ordinárias de segunda ordem desacopladas.
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2 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA

O modelo mais utilizado no estudo do comportamento do estado estacionário da teoria de
difusão de nêutrons multigrupo de energia a coeficientes constantes e sem fonte externa é dada
pela seguinte equação para uma região r e para um grupo g de energia Lamarsh (1965) e
(Duderstadt e Hamilton, 1976):
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em que 0 ≤ X ≤ L, na qual:

L é o limite do domínio;
r é a região (r = 1 : V ), sendo V o número total de regiões;
g é a energia dos grupos (g = 1 : G), sendo G o número total de grupos de energia;
φr

g(X) é o fluxo escalar de nêutrons para o grupo g de energia na região r;
Dr

g(X) é o coeficiente de difusão de nêutrons para o grupo g de energia na região r;
Σr

Rg(X) é a seção de choque de remoção macroscópica do grupo g de energia na região r;
Σr

gg′(X) é a seção de choque de espalhamento macroscópica do grupo g para o grupo g′

de energia na região r;
Σr

fg(X) é a seção de choque de fissão macroscópica do grupo g de energia na região r;
keff é o fator de multiplicação efetivo;
ν é o número médio de nêutrons liberado por fissão;
χg é o espectro integrado de fissão do grupo g de energia.

Neste trabalho, consideramos as condições de contorno clássicas utilizadas em física de
reatores (Lamarsh, 1965), sendo a condição reflexiva em x = 0 e a distância extrapolada em
x = L:

dφ1
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dφV
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(L) = −φg

d
(L),

(2)

na qual d é a distância extrapolada [Lamarsch, 1966]. A equação (1) pode ser escrita na forma
matricial como:

φr(X)′′ + Arφr(X) = 0, (3)

para r = 1 : V . Aqui, Ar é uma matriz quadrada de ordem 2G. Se considerarmos dois grupos
de energia (G = 2) e que os parâmetros nucleares não variam no espaço, ou seja, são constantes
por região, ficamos com a seguinte matriz:

Ar =

(
ar br

cr dr

)
, (4)

com

Mecánica Computacional Vol XXIX, págs. 2475-2482 (2010) 2477

Copyright © 2010 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



ar =
−Σr

R1

Dr
1

+
νΣr

f1

keff Dr
1
;

br =
νΣr

f1

keff Dr
1
;

cr =
Σr

12

Dr
2

;

dr =
−Σr

R2

Dr
2

.

Como a matriz Ar possui autovalores distintos, podemos representá-la como Ar = P rDr(P r)−1,
em que P r é a matriz dos autovetores de Ar, Dr é a matriz diagonal dos autovalores de Ar e
(P r)−1 é a matriz inversa dos autovetores de Ar. Então podemos reescrever o sistema matricial
(3) como:

φr(X)′′ + P rDr(P r)−1φr(X) = 0, (5)

para r = 1 : V . Multiplicando a equação (5) por (P r)−1 ficamos com

(P r)−1φr(X)′′ + Dr(P r)−1φr(X) = 0, (6)

para r = 1 : V . Considerando

Zr(X) = (P r)−1φr(X), (7)

podemos reescrever (6) como

Zr(X)′′ + DrZr(X) = 0. (8)

Com esta fatoração da matriz, transformamos o sistema original (1) em um conjunto de
equações diferenciais ordinárias desacopladas de ordem 2GV . A solução dá-se por soluções
formais de equações diferenciais ordinárias de segunda ordem. Resolvido o sistema de equações
(8) basta recostruir o fluxo de nêutrons por (7). Assim, podemos recalcular o keff a partir do
método da potência (Petersen et al., 2009a) e, novamente, recalcular o fluxo até um critério de
parada. Para a determinação das constantes geradas pela solução das equações deferenciais,
utilizamos, além das condições de contorno originais, as condições de continuidade de fluxo e
corrente de nêutrons nas interfaces, dados por:

φr
g = φr+1

g , (9)

Dr
g(φ

r
g)
′ = Dr+1

g (φr+1
g )′. (10)

Com isto, ficamos com um sistema determinado de equações algébricas e sua resolução
da-se por métodos clássicos de soluções de sistemas lineares, como por exemplo eliminação
Gaussiana.

3 RESULTADOS

Para os resultados numéricos consideramos o caso de uma placa com duas regiões: uma
região combustível e outra refletora. Os parâmetros nucleares utilizados encontram-se na tabela
(1) e são os mesmos utilizados por (Petersen et al., 2009a): O problema consiste em uma placa
de 100 cm de comprimento composta por duas regiões, sendo a região 1 (combustível) 0 ≤
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Parâmetros Grupos de Energia(g)
nucleares 1 2
D1

g [cm] 1.438 0.3976
D2

g [cm] 1.87142 0.283409
Σ1

rg[cm
−1] 0.02935 0.10490

Σ2
rg[cm

−1] 0.035411 0.031579
Σ1

gg′ [cm
−1] 0.01563 0

Σ2
gg′ [cm

−1] 0.034340 0
Σ1

fg[cm
−1] 0.000242 0.155618

Σ2
fg[cm

−1] 0 0

Tabela 1: Parâmetros nucleares para o caso teste.

X ≤ 25 e a região 2 (refletor) 25 ≤ x ≤ 100. As condições de contorno foram reflexiva em
X = 0 e distância extrapolada em X = L. A potência prescrita do reator é de 100 MW .
Utilizamos como critério de parada para o cálculo do keff um ε = 10−5.

Calculamos o fluxo de nêutrons rápido (g=1) e térmico (g=2) em diferentes pontos e com-
paramos com o método de diferenças finitas proposto por (Petersen et al., 2009a). Os resultados
são apresentados nas tabelas (2) e (3).

X Solução Analítica Diferenças finitas Desvio Relativo
[cm] [N/cm2s] [N/cm2s]

0 8, 285371 ∗ 10−1 8, 26674 ∗ 10−1 0, 002
15 5, 992905 ∗ 10−1 5, 944578 ∗ 10−1 0.008
25 2, 185256 ∗ 10−1 2, 166754 ∗ 10−1 0.008
50 1, 764552 ∗ 10−3 1, 748671 ∗ 10−3 0.009
75 1, 424749 ∗ 10−5 1, 4105151 ∗ 10−5 0.01

Tabela 2: Comparação dos resultados para fluxo rápido.

X Solução Analítica Diferenças finitas Desvio Relativo
[cm] [N/cm2s] [N/cm2s]

0 1, 222560 ∗ 10−1 1, 185579 ∗ 10−1 0, 003
15 8, 865854 ∗ 10−2 7, 9492716 ∗ 10−2 0, 009
25 7, 879975 ∗ 10−2 7, 170777 ∗ 10−2 0, 009
50 2, 814598 ∗ 10−3 2, 5612841 ∗ 10−3 0, 009
75 2, 326346 ∗ 10−5 2, 298429 ∗ 10−5 0, 012

Tabela 3: Comparação dos resultados para o fluxo térmico.

Pode-se observar nos resultados apresentados nas tabelas que obtivemos uma boa concordân-
cia em praticamente todos os pontos tanto para o fluxo rápido quanto para o fluxo térmico. Ob-
tivemos um desvio relativo inferior a 0, 013. Com isto acreditamos que a solução obtida possa
ser estendida para demais regiões e servir de referência para soluções numéricas, uma vez que
a solução obtida é de caráter analítico.

Por fim, os seguintes gráficos ilustram o comportamento dos fluxos de nêutrons rápidos e
térmicos, respectivamente.
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Figura 1: Fluxo de Nêutrons Rápido

Os dois gráficos para o fluxo de nêutrons apresentam o resultado esperado; fluxo máximo no
início da placa e tendendo a zero no final, ou seja, satisfazendo as condições de contorno.
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Figura 2: Fluxo de Nêutrons Térmico

4 CONCLUSÕES

Neste trabalho, apresentamos uma solução analítica para a equação de difusão de nêutrons
para uma placa heterogênea, considerando dois grupos de energia. O caráter analítico da
solução, além da elegância matemática e dependência explícita dos parâmetros, permite diminuir
o erro referente ao método de solução da equação associada ao modelo. Este fato contribui para
uma melhor avaliação da validade do modelo físico. Devido aos bons resultados que obtivemos
para duas regiões podemos inferir que a solução possa ser estendida para mais regiões, lem-
brando somente que a ordem do sistema linear para determinação das constantes é de 2GV .
Neste sentido, uma investigação de métodos de resolução de sistemas lineares de ordem maior,
tal como decomposição LU devem ser considerados. Cabe salientar também que esta solução
pode ser combinada com transformadas integrais para resolução de problemas multidimension-
ais, uma vez que ao aplicar as transformadas integrais recaímos numa equação diferencial or-
dinária semelhante à resolvida neste trabalho. Portanto, isso ressalta a importância deste tra-
balho e suas contribuições no estudo de soluções analíticas em física de reatores.
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