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Resumo. Recentemente (Petersen et.al., Kerntechnik, 74:60-64 (2009)) resolveu de forma numeérica as
equagdes de difusdo de néutrons com dois grupos de energia para uma placa heterogénea utilizando o
método de diferengas finitas com condi¢cdes de contorno do tipo albedo. Neste trabalho nés propomos
a resolucdo do mesmo problema, porém de forma analitica, utilizando a técnica de diagonalizagdo de
matrizes. Partindo de um fator de multiplicagdo prescrito (k.s), com a técnica da diagonalizacdo nds
desacoplamos o sistema de equacdes diferenciais e resolvemos separadamente cada equacao, tanto para
o fluxo rdpido de néutrons quanto para o térmico, e recalculamos o k. ¢ pelo método da poténcia até um
critério de parada escolhido. Essas equagdes foram resolvidas utilizando resultados analiticos conheci-
dos para equacdes diferenciais ordindrias de segunda ordem. Para a determinacdo das constantes geradas
foram utilizadas as condi¢des de contorno e de continuidade de corrente e fluxo de néutrons nas inter-
faces. Os resultados obtidos foram comparados com a solu¢do numérica proposta por (Petersen et.al.,
Kerntechnik, 74:60-64 (2009)) para duas regioes.
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1 INTRODUCAO

O uso de diferentes tipos de energia tem crescido nos tltimos anos. Existe uma alta probabil-

idade da energia nuclear ser o principal caminho escolhido pelas na¢des, visto que estd em con-
formidade com as metas do Protocolo de Kyoto para emissio de di6xido de carbono (C'Os). A
maior vantagem da energia nuclear € a ndo emissdo de (CO5) na atmosfera. O constante cresci-
mento da demanda mundial por energia e os esfor¢os para garantir o seu suprimento, juntamente
com o problema do aquecimento global, t€ém propiciado e impulsionado o desenvolvimento da
inddstria e da pesquisa na drea nuclear no Brasil e no mundo. Um dos principais enfoques da
pesquisa na area nuclear € o estudo da evoluciao da populagdo de néutrons em sistemas nucle-
ares, o que € um grande desafio tanto fisico quanto matematico e constitui um problema crucial
no estudo e na andlise de reatores nucleares. Nesse contexto, € de extrema importancia a deter-
minacao e o acompanhamento do comportamento dessa populaciao no periodo da criticalidade
do reator A fim de desenvolver métodos que possam prever o comportamento da populacao
de néutrons no nicleo de um reator nuclear com suficiente precisio e confiabilidade, solu¢des
analiticas sdo necessdrias. A motivagao por trds do desenvolvimento de métodos analiticos para
resolver as equacdes de fisica nuclear ndo € apenas o desafio de desenvolver um método para re-
solver um conjunto de equacdes diferenciais acopladas, mas também uma necessidade real para
prever o desempenho e avaliar a seguranca de reatores nucleares de poténcia, tanto estes atual-
mente em funcionamento quanto aqueles que serdo projetados para o futuro. Além da elegincia
matematica, a solucdo analitica de certa forma elimina ou pelo menos atenua a avaliacdo do erro
exigido por métodos numéricos. A titulo de ilustracdo na literatura sobre a solucdo analitica,
podemos citar os trabalhos de (Ceolin, 2010), (Bodmann et al., 2010), (Vilhena et al., 2008) e
(Petersen et al., 2009b).
Em reatores nucleares térmicos de poténcia, hd um balanco entre o nimero de néutrons pro-
duzido pela fissdo e nimero consumido por absorcao, espalhamento ou fuga pelo contorno. Um
dos problemas centrais no desenvolvimento de um reator nuclear € o célculo do tamanho e com-
posi¢do do sistema requerido para manter esse balanco. Calculos de condi¢des necessdrias para
a criticalidade sdo carregadas utilizando a teoria de transporte de néutrons ou a teoria da difusao
de néutrons. Tanto a teoria da difus@o quanto a teoria de transporte de néutrons envolvem o cal-
culo global de reatores nucleares a partir de um problema de autovalor, que fornece tanto o fator
de multiplicacdo efetivo (k.s), definido como o autovalor dominante, quanto a distribui¢ao do
fluxo de néutrons durante o tempo de vida do nicleo. Entdo, o problema de encontrar o fator de
multiplicacdo efetivo e a distribui¢do do fluxo de néutrons consiste em resolver o problema de
autovalor usando a independéncia temporal nas equagdes dos modelos matematicos da teoria
de transporte e difusdo. Dentro desse contexto este trabalho se enquadra com o objetivo de
resolver em forma analitica as equacdes de difusdo de néutrons estaciondria em uma geometria
retangular heterogénea com 2 grupos de energia pela técnica de diagonalizacdo de matrizes.
Para isso, nds reescrevemos a equacdo de difusdo de néutrons para dois grupos de energia numa
forma matricial. Usando o fato que a matriz dos parametros nucleares possui os autovalores
distintos, nés podemos decompd-la em uma forma do tipo A = PDP~!, na qual P ¢ a matriz
dos autovetores de A, D é a matriz diagonal dos autovalores de A e P~! é a matriz inversa
dos autovetores de A. Com isso podemos resolver a equacdo matricial como um sistema de
equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem desacopladas.
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2 FORMULACAO MATEMATICA

O modelo mais utilizado no estudo do comportamento do estado estaciondrio da teoria de
difusdo de néutrons multigrupo de energia a coeficientes constantes e sem fonte externa é dada
pela seguinte equacdo para uma regido r e para um grupo g de energia Lamarsh (1965) e
(Duderstadt e Hamilton, 1976):

; 1 G G
~Dyoy(X) + Dy (X) = ok D vBgdp(X) 4 D Tdp(X0). ()

g'=1 g'=Lg'#g
emque 0 < X < [, naqual:

L € o limite do dominio;
réaregido (r = 1: V), sendo V' o nimero total de regides;
g € a energia dos grupos (g = 1 : G), sendo GG o niimero total de grupos de energia;
¢, (X) € o fluxo escalar de néutrons para o grupo g de energia na regido 7;
D7 (X) € o coeficiente de difusdo de néutrons para o grupo g de energia na regido 7;
Y'rs(X) € a segdo de choque de remogdo macroscopica do grupo g de energia na regido 7;
20y (X)) é a se¢do de choque de espalhamento macroscépica do grupo g para o grupo ¢’
de energia na regiao r;

f: g(X ) é a segdo de ?h(?que de ﬁss.ﬁo macroscopica do grupo g de energia na regiao r;
keyy € o fator de multiplicag@o efetivo;
v € o nimero médio de néutrons liberado por fissdo;
Xg € 0 espectro integrado de fissdo do grupo g de energia.

Neste trabalho, consideramos as condi¢des de contorno cléssicas utilizadas em fisica de
reatores (Lamarsh, 1965), sendo a condi¢do reflexiva em = = 0 e a distancia extrapolada em

r=L: 46!
o dx ) )

na qual d € a distancia extrapolada [Lamarsch, 1966]. A equacdo (1) pode ser escrita na forma
matricial como:

¢"(X)" + AT¢"(X) =0, 3)

parar = 1: V. Aqui, A" é uma matriz quadrada de ordem 2G. Se considerarmos dois grupos
de energia (G = 2) e que os parametros nucleares ndo variam no espago, ou seja, sao constantes
por regido, ficamos com a seguinte matriz:

[ a0
A_(Cr dr>7 (4)

com
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Como a matriz A" possui autovalores distintos, podemos representd-la como A” = P™D"(P")~1,
em que P" é a matriz dos autovetores de A", D" é a matriz diagonal dos autovalores de A" e
(P7)~! é a matriz inversa dos autovetores de A”. Entdo podemos reescrever o sistema matricial
(3) como:

¢"(X)" + PTD"(PT) "7 (X) =0, (5)

parar = 1 : V. Multiplicando a equagio (5) por (P")~! ficamos com

(P")~'¢"(X)" + D"(P")~'¢"(X) = 0, (6)

parar = 1 : V. Considerando

Z"(X) = (P")'¢"(X), (7)

podemos reescrever (6) como

Z"(X)' + D Z"(X) = 0. (8)

Com esta fatoragdo da matriz, transformamos o sistema original (1) em um conjunto de
equagdes diferenciais ordindrias desacopladas de ordem 2G'V. A solugdo dd-se por solucdes
formais de equacdes diferenciais ordindrias de segunda ordem. Resolvido o sistema de equacdes
(8) basta recostruir o fluxo de néutrons por (7). Assim, podemos recalcular o k.; a partir do
método da poténcia (Petersen et al., 2009a) e, novamente, recalcular o fluxo até um critério de
parada. Para a determinacdo das constantes geradas pela solucdo das equagdes deferenciais,
utilizamos, além das condi¢des de contorno originais, as condi¢des de continuidade de fluxo e
corrente de néutrons nas interfaces, dados por:

¢y = oy, ®)
r r\N r+1 r+1\/
Dg(gbg) - Dg <¢g ) . (]0)
Com isto, ficamos com um sistema determinado de equacOes algébricas e sua resolucio

da-se por métodos cldssicos de solucdes de sistemas lineares, como por exemplo eliminacao
Gaussiana.

3 RESULTADOS

Para os resultados numéricos consideramos o caso de uma placa com duas regides: uma
regido combustivel e outra refletora. Os parametros nucleares utilizados encontram-se na tabela
(1) e sdo os mesmos utilizados por (Petersen et al., 2009a): O problema consiste em uma placa
de 100 cm de comprimento composta por duas regides, sendo a regido 1 (combustivel) 0 <
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Parametros | Grupos de Energia(g)
nucleares 1 \ 2
D; [em)] 1.438 0.3976
Dg [em)] 1.87142 | 0.283409
Z}ng lem™'] | 0.02935 | 0.10490
ng [em™1] | 0.035411 | 0.031579
E;Q, [em™1 | 0.01563 0
Zgg, [em™1] | 0.034340 0
Z}g [em™1] | 0.000242 | 0.155618
¥, lem™] 0 0

Tabela 1: Parametros nucleares para o caso teste.

2479

X < 25 e aregido 2 (refletor) 25 < x < 100. As condi¢des de contorno foram reflexiva em

X

Utilizamos como critério de parada para o cdlculo do k.jf um e = 107.

Calculamos o fluxo de néutrons rapido (g=1) e térmico (g=2) em diferentes pontos e com-
paramos com o método de diferencas finitas proposto por (Petersen et al., 2009a). Os resultados
sdo apresentados nas tabelas (2) e (3).

X | Solugdo Analitica | Diferengas finitas | Desvio Relativo
[em)] [N/cm?s) [N/cm?s]

0 8,285371 % 101 8,26674 % 10! 0,002

15 | 5,992905 % 10~! | 5,944578 x 10! 0.008

25 | 2,185256 x 1071 | 2,166754 * 1071 0.008

50 | 1,764552 % 1073 | 1,748671 % 1073 0.009

75 | 1,424749 % 107° | 1,4105151 * 107° 0.01

Tabela 2: Comparacio dos resultados para fluxo rapido.

X | Solucdo Analitica | Diferengas finitas | Desvio Relativo
[em) [N/cm?s| [N/cm?s]

0 1,222560 * 1071 | 1,185579 % 10~} 0,003

15 | 8,865854 % 1072 | 7,9492716 * 102 0,009

25 | 7,879975x 1072 | 7,170777 * 10~ 0,009

50 | 2,814598 x 1073 | 2,5612841 % 10~° 0,009

75 | 2,326346 % 1070 | 2,298429 % 107° 0,012

Tabela 3: Comparacio dos resultados para o fluxo térmico.

0 e distancia extrapolada em X = L. A poténcia prescrita do reator € de 100 MW.

Pode-se observar nos resultados apresentados nas tabelas que obtivemos uma boa concordan-

cia em praticamente todos os pontos tanto para o fluxo rdpido quanto para o fluxo térmico. Ob-
tivemos um desvio relativo inferior a 0,013. Com isto acreditamos que a solu¢do obtida possa
ser estendida para demais regides e servir de referéncia para solu¢des numéricas, uma vez que
a solugdo obtida € de caréter analitico.

Por fim, os seguintes gréficos ilustram o comportamento dos fluxos de néutrons rdpidos e
térmicos, respectivamente.
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Fluxo Rapido
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Figura 1: Fluxo de Néutrons Répido

Os dois graficos para o fluxo de néutrons apresentam o resultado esperado; fluxo maximo no
inicio da placa e tendendo a zero no final, ou seja, satisfazendo as condi¢des de contorno.
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Figura 2: Fluxo de Néutrons Térmico

4 CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentamos uma solucio analitica para a equacdo de difusdo de néutrons
para uma placa heterogénea, considerando dois grupos de energia. O cardter analitico da
solugdo, além da elegancia matemadtica e dependéncia explicita dos pardmetros, permite diminuir
o erro referente ao método de solug@o da equacao associada ao modelo. Este fato contribui para
uma melhor avalia¢do da validade do modelo fisico. Devido aos bons resultados que obtivemos
para duas regides podemos inferir que a soluc@o possa ser estendida para mais regides, lem-
brando somente que a ordem do sistema linear para determinacio das constantes é de 2GV'.
Neste sentido, uma investigacdo de métodos de resolug@o de sistemas lineares de ordem maior,
tal como decomposicdo LU devem ser considerados. Cabe salientar também que esta solugdo
pode ser combinada com transformadas integrais para resoluc@o de problemas multidimension-
ais, uma vez que ao aplicar as transformadas integrais recaimos numa equagao diferencial or-
dindria semelhante a resolvida neste trabalho. Portanto, isso ressalta a importancia deste tra-
balho e suas contribui¢des no estudo de solucdes analiticas em fisica de reatores.
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