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Resumo. Este trabalho foi idealizado com o desenvolvimento de uma aproximacdo do Método
dos Elementos de Contorno no dominio do tempo, que sera denotado por MEC-D, para a
solucdo de problemas de propagacéo de ondas em dominios unidimensionais. O esquema de
marcha no tempo empregado foi o método de Houbolt. O método utilizado garante
estabilidade. Dois exemplos s&o incluidos e os resultados séo comparados com as respectivas
solugdes analiticas.
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1 INTRODUCAO

Problemas em dominios unidimensionais tém o métdofornecer a experiéncia ao
pesquisador e também a confianca para enfrentaasis mais elaborados. O interesse em
resolver diversos problemas na engenharia tem adiiv surgimento de um grande numero
de formulacbes para o MEC. Para a solucéo de pnaislele propagacdo da onda escalar em
uma dimenséo, as equacdes de contorno podem sasohtravés de um tratamento residual,
com a utilizacdo de solu¢des fundamentais indepeesledo tempoGreenberg(1998) A
formulacao resultante denomina-se MEC-D (onde Difsagn dominio).

Admitindo um intervalo finito, por exempld)<x< L, como dominio do problema, o
contorno é constituido apenas pelos nos extrexyo8e x = L.

O esquema de marcha no tempo empregado serd oametoéioubolt (1950), Bathe
(1996) que é obtido da derivada de segunda ordenmretapdo ao tempo de polinémios
cubicos de Lagrange.

Dois exemplos numéricos sdo apresentados. Padagad, os resultados numeéricos seréo
comparados com as respectivas solucdes analiticas.

2 EQUACOES GOVERNANTES DO MEC
A equacéao escalar da onda em um problema unidioreaist dada por:

=%z ®

Para o caso 1D a solucao fundamental utilizada é:

_[x=4]

u' (£, ) >

(@)

A funcdou’ (f, x) representa o efeito, no ponto campo X, de umacgicada no ponto
fonte &, Vladimirov (1979).

A solugdo fundamental utilizada no desenvolvimesi@oformulagdo do MEC — D é a
solugéo da equacgéao abaixo:

d?u' (&%) _ .
7-5@( ¢) (3)

2.1 Formulacédo basica do MEC-D
A equacéo basica da formulacdo MEC-D ¢é dada por:

(&) =[a (e ux ] ({63 € 2] +[ e, ¥ 60}
1

(4)
u* (& x)u( x 9 dx

O ey ™

Na equacéo (4) nota-se a presenca de uma integdaindinio; a manutencao dessa integral
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caracteriza a formulacdo MEC-D. Além disso, a peopmtegral de dominio aparece em
decorréncia da utilizacdo de uma solucéo fundarhient@pendente do tempo.

Em forma matricial, pode-se escrever:
Hcc 0 u§+]_ _ Gcc qr(i+1 +i M cc M cd u§+l (5)
H @ | ul’?+l Gdc qrﬁ+1 C2 M @ M o Ug+l
ou em forma reduzida

Hu=Gq+C—12Mu (6)

Os indices superiores representam onde estaoziada$i os pontos, ¢ significa contorno e
d significa dominio, e os indices inferiores (ntefferem-se ao tempo da analise.
A funcéou representa o potencial e a fungai@presenta o fluxo.

Note-se que a equacdao (4) € valida quaadol e quandoé [0 Q, independentemente da
posicdo do ponto fonte.
Afuncdoq (f, x) € a derivada normal da solucéo fundamental:

, du (&, x) ou (¢, dx
Sikch dn((x)): ch)édr(% g

A expressido parayl (E, x)é investigada de acordo com a posicdo do pontce faont
contorno. Assim, pard =0, tem-sex > £ e, consequentemente:

ou (§,x) _10(x=¢) _1 (8)
X 2 0X 2
Paraf =L x<¢ e:
ou' (&%) _10(£-x) _ 1 ©)
o0Xx 2  0x 2

Levando em conta que:

dx dx
— =1 e — =-1 (10)
dn( x) - dr( >§X:O
a expresséo pam (&, x) é simplesmente dada por:
. 1
q(&x)== (12)

2
A solucdo da equacao (4) requer a discretizacacdatoinio e a escolha de uma
aproximacao para aceleracdo. E admitido que aracéle varia linearmente dentro de cada
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célula do dominio. E é importante notar quelNsatervalos sdo adotados, 0os pontos internos
sdo numerados de 3 alé¢ £ 1), pois 0s nés 1 e 2 pertencem ao contorno.

2.2 Regime de marcha no tempo de Houbolt

O método de Houbolt (1950), Bathe (1996) € ohpidioderivacéo de polinbmios cubicos
de Lagrange; a aproximacao para a aceleracao gdada

Uy =—[2U,,, = 5u, +4u,,—u, ] (12)

Substituindo (12) em (5), tem-se.
He 0 fura| _|G*|Jana|, 1| M M “f2ur, ~5ur+dur,—up, 13)
H® | ug+1 G* Oes cIMe M« 2ug+1_5ug+4ug—1_urdr2

Agora rearranjando os termos semelhantes, a eq(BEgphca:

(coyn-am=) -am- A i 18

((caty He—ame) —am (U] | (cAat)'G™

n+l

‘M M“[-5u +4us, -ug,
M® M®||-5ul +4ul, -ug,

(14)

O método de Houbolt tem sido bastante utilizadofoasulacées em MEC-D (Carret
al. 2009). Como € comum no MEC, tanto na formulaggmeddente do tempo (Mansur 1983)
quanto na formulacdo MEC-D, a escolha do intengdotempo ainda se da de maneira
empirica. Nao ha, ao menos que seja do conhecinta#cutores, trabalhos relativos ao
estudo da estabilidade e convergéncia do método.

3 RESULTADOS NUMERICOS

Quando n = 0 na expressdo (14), encontram-se saloree u_,, que estdo fora do

dominio. Esses valores estéo relacionados comnaicées iniciais da seguinte forma (Carrer
et al.2009):

u, =u,—2Atu, (15)
u, =u,-Atu, (16)

Exemplo 1

Esse exemplo consiste em uma barra fixa em x =dne uma carga aplicada na
extremidade x = L. A figura 1.1 apresenta um gaafiara uma comparacédo dos resultados
relativos ao potencial obtidos com o MEC-D e a g@duanalitica, em um ponto no meio da
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barrax = L .
2

As seguintes condi¢des de contorno sao utilizadas:

u(0,t)=0
q(Lt)=1

Como condic¢des iniciais, tém-se:
u(x0)=0eu(x0)=0.

Para esse exemplo os seguintes valores foram adotad

c=1
At=0.274
L=12

A solugdio analitca € dada poru(xt)= x+

Stephenson (2007)

Analitica

MEC-D

nrrct
co
%

2617

(N
sin| —=~
(ZLJ

u A
12 — &8 a9 ) @ o D
3 0, ) a7 = TD ¢p 52 Q@
o) PO 0 :: P O :: o Xo &% P
Q D 0 0) O ©)
o O O ¢ ¢ o) N 0)
O b Q) 0) D 0] o o D 0
1 0 O o o @ b O OB
o ¢ 0 o O O O
o o 9 o) o)
o O S 0] 0 o 0 O & @ 0)
O 0
Q D b O P
8 — 9 Q@ 4 ¢ o o O o 9
S RPN o P o & o
O o O o o o & o O
o O ® 0 o 9 o O O
P o o O o o o O
s P ORI o O b b O ¢
o o O O & & O O
o o 0 o P QS D 4
D & ORI 0 o OO
4 —0 O O o Q@ ® o
0 ¢ o 6 ¢ 9 ONN0
o O ? o ORI ¢ 0 0
O o o 9 [0
0 o @ O D P
o O o) ¢ P 0 o)
_| 0 o O o 10 0 o o (ONNG)
o O ORI ¢ P o O N Ol
s & 0) b o) [0 D 4
o [0 S D oXo) & o P 50 D &b ® :’
0 N OF P> !.. OX0] () o) !l. o 4y .'b ?«"
> (< & B ol 2 ‘ L
D 100 200 300 400
_4 —

Figura 1.1: Barra com condig&o de contorno consfguatencial enX = E
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A figura 1.2 apresenta um grafico onde sdo comparad solu¢cbes numerica e analitica
para o fluxo no ponto x = 0.

Analitica
O MEC-D
q 0 100 200 300 400
0 p 0,
[0) t

-0.5

-1 4
1.5
-25 —

Figura 1.2: Barra com condi¢do de contorno constdiuxo emX =0.

Exemplo 2

Neste exemplo sera considerada uma barra fixa nas dxtremidades. A figura 2.1
apresenta um grafico dos resultados relativos éenp@l obtidos com o MEC-D e a solugéo

- , L
analitica, em um ponto no meio da baxraz.

Neste problema, a condic¢des iniciais sdo dadas por:
Pl x

u(x0)= SG{TJ eu(x0)=0.

Serdo adotados 0s seguintes valores para esselexemp

c=1

At =0.274

L=12

A solucédo analitica € dada par(x, t) = sin(%) .co{%) :
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—  Analitica
u1z — o MEC-D

A4z —

L
Figura 2.1: Barra com condigdo de contorno varjgvaiencial enx = E .

A figura 2.2 mostra o fluxo no ponto x = L:

Analitica
O MEC-D
q 04 —
0.2 —
: "
60
t
-0.2 —
0.4 —

Figura 2.2: Barra com condicdo de contorno varjdieto emx = L.
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4 CONCLUSAO

A solucédo de problemas que envolvem a variavel tepgdo Método dos Elementos de
Contorno € bastante atraente, uma vez que ha vaoesbilidades (que se traduzem em
diferentes formulacdes) para a solucédo do probl&ntae as formulacdes disponiveis esta a
apresentada neste trabalho, denominada MEC-D poapeempregar uma solucéo
fundamental independente do tempo apresenta ergans@s equacoes integrais uma integral
de dominio cujo integrando € a solucdo fundamentatiplicada pela derivada de segunda
ordem, em relacdo ao tempo, do potencial. Pardgmals em uma dimensao o contorno é
constituido por apenas dois n6s e o dominio a maretizado € um intervalo finito;
consequentemente, o desenvolvimento de uma forBmIMEC-D torna-se relativamente
simples. A simplicidade da formulacéo, aliada aossbresultados obtidos, encoraja o seu
emprego para a solucéo de outros problemas, tais oada difusdo. Note-se que a escolha de
esquemas de marcha no tempo ainda € um topico enee rderecer muita atencdo nas
formulacdes MEC-D, uma vez que questdes relativasneergéncia e estabilidade do método
ainda nao foram respondidas.
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