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Resumo. Neste trabalho, estuda-se trés problemas de mistura gasosa bindria confinada entre duas pla-
cas infinitas paralelas com constitui¢des quimicas diferentes, ou seja, ndo considera-se a condicdo de
simetria nas placas. O fluxo dos gases entre as placas ¢ impulsionado pelo gradiente de pressdo (Fluxo
de Poiseuille), gradiente de densidade (Problema Difuso) e gradiente de temperatura (Problema Creep
Térmico). Para encontrar as grandezas fisicas de interesse dos problemas, encontra-se a solugdo dos
mesmos através do modelo de McCormack, o qual é determinado através da linearizacdo da equagdo
de transporte de Boltzmann. A metodologia utilizada para a solucdo € a versdo analitica do método de
ordenadas discretas (ADO) e a interacdo gds-superficie é baseada no modelo de Maxwell. A avalia-
¢do dos resultados numéricos € desenvolvida através da implementacdo computacional de programas na
linguagem FORTRAN.
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1 INTRODUCAO

O estudo dos fendmenos de transporte € indispensdvel para projeto, operagdo e otimizagao
de processos e equipamentos em vdrias dreas. Sendo que o mesmo estuda o transporte de calor,
transporte de quantidade de movimento e transporte de massa.

Na Dinamica de Gases Rarefeitos, a maioria dos trabalhos consistem na resolu¢do da equagao
de transporte de Boltzmann (Boltzmann, 1872) ou na simulacdo direta de Monte Carlo (Bird,
1994), os quais abrangem todo intervalo do nimero de Knudsen (Williams, 1971; Sharipov e
Seleznev, 1998). O nimero de Knudsen Kn € um pardmetro que caracteriza a rarefacdo de um
gds, sendo representado pela razdo entre o livre caminho médio e o tamanho caracteristico do
escoamento. O mesmo costuma ser caracterizado por trés regimes:

e Regime de moléculas livres (K, > 10): o livre caminho médio molecular é muito maior
que o comprimento caracteristico do escoamento, logo ocorre poucas colisdes entre as particulas
gasosas. Portanto, a interagcdo entre as particulas pode ser desprezada, a solucdo da equagdo
cinética € obtida analiticamente.

e Regime hidrodinamico (K, < 1072): o livre caminho médio molecular € muito menor que
0 comprimento caracteristico do escoamento, logo o meio gasoso pode ser considerado como
um meio continuo. Utiliza-se a equagdo de Navier-Stokes para encontrar a solu¢cdo da equagao
cinética.

e Regime de transi¢io (1072 < K,, < 10): o livre caminho médio e o tamanho caracteristico
do escoamento possuem a mesma ordem de grandeza. Nao podemos desprezar a interagao entre
as particulas e também nao podemos considerar o meio como um continuo. Nesse regime, a
equacao de Boltzmann deve ser resolvida.

A equacdo de Boltzmann € uma equacao integro-diferencial ndo linear muito complexa de
ser resolvida mesmo com o grande avanco computacional. A dificuldade de resolugdo estd
na presenca de uma integral de colisdo. Para simplificar a integral de colisdo utiliza-se um
modelo matemadtico. Assim, a equagdo de Boltzmann € linearizada através de uma funcdo de
distribuicado Maxwelliana local e, apos € simplificada em equacdes modelo.

Referindo-se a um unico gés, os modelos mais conhecidos sdo o modelo BGK (Bhatnagar
et al., 1954) e o modelo de S (Shakhov, 1974). Para misturas gasosas, entre os modelos pro-
postos por Sirovich (Sirovich, 1962), Morse (Morse, 1964), Hamel (Hamel, 1965) e McClury
(McClury e W., 1971), o modelo de McCormack (McCormack, 1973) é considerado como uma
alternativa vélida para a equacao de Boltzmann linear para as misturas de gases, pois 0 mesmo
fornece corretamente todos os coeficientes de transporte (viscosidade, condutividade térmica,
etc).

O interesse pelo estudo de mistura de gases rarefeitos tem frequentemente aumentado pelo
fato de terem poucos trabalhos relacionados ao mesmo dentro de um amplo intervalo do nimero
de Knudsen, o contrario do caso de um tunico gis, onde a literatura apresenta varios traba-
lhos (Siewert, 2002; Camargo e Barichello, 2004; Cabrera e Barichello, 2006; Knackfuss e
Barichello, 2006).

No presente trabalho considera-se uma mistura de gases confinados entre duas placas para-
lelas infinitas com constitui¢des fisicas diferentes e separadas por uma distincia 2a(z = a). O
fluxo dos gases no capilar ocorre devido a gradientes de pressao, temperatura e densidade.

Objetiva-se determinar numericamente as quantidades fisicas: perfil de velocidade, perfil de
tensdo de cisalhamento e perfil do fluxo de calor para os coeficientes cinéticos que descrevem o
fluxo de massa causados pelo gradiente de pressdo Xp (Fluxo de Poiseuille), temperatura X
(creep térmico), e densidade X (problema difuso).
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Os problemas serdo desenvolvidos utilizando-se as condi¢des de contorno propostas por
Maxwell sem a condi¢@o de simetria das placas onde a mistura gasosa estd confinada.

Seré utilizado a versdo analitica do Método de Ordenadas Discretas (ADO) (Barichello e
Siewert, 1999). Para resolver de forma eficiente e precisa a equacdo do modelo de McCormack
aplicado ao fluxo de misturas gasosas no regime de transi¢do, utiliza-se as misturas de gases
monoatdomicos Nednio-Argdnio, Hélio-Argdnio e Hélio-Xendnio.

2 O PROBLEMA

Na teoria cinética dos gases, um gds ou n gases monoatomicos sdo descritos em termos de
uma funcdo de distribuicdo f(x,z,v) que contém informagdes sobre a distribuicdo espacial e
de velocidades das particulas gasosas num determinado instante de tempo, possibilitando-se a
determinacdo de propriedades macroscdpicas (pressao, temperatura, densidade, etc) desse gas.
A funcdo de distribui¢do satisfaz a equagdo de transporte de Boltzmann

Uvrf(r> U) = Q(fom fﬁ)v (D

onde

Qfur f5) = / / / W00y 035 0 V) (FL Y — fofs) Aoty @)

Aqui, (v, vj) denota as velocidades pré-colisionais de duas particulas, ambas iguais (o =
) ou diferentes (v # ). A quantidade w(Vq, Vs;V,,, Vj) € a densidade de probabilidade de
duas particulas com velocidades pré-colisionais v, e vj; terem velocidades pés-colisionais v,, e
vz apOs uma colisdo bindria entre duas particulas.

Como a grande dificuldade em resolver a equacdo de Boltzmann estd na presenca da in-
tegral de colisdes Q)(fa, f3), € conveniente linearizar a equagdo em torno de uma funcdo de
distribui¢ado Maxwelliana. Apds a linearizagado, simplifica-se a equacdo de Boltzmann, que para
uma mistura de gases, segundo McCormack (McCormack, 1973), tem-se

Sa(c) + cm%ha(x*, ) + WaYaha (2", €) = WaValai{hi, ha}(x*, ), 3)
onde o = 1, 2 representa as espécies de gases. O vetor ¢, com componentes ¢, ¢, ¢, € magni-
tude ¢, € uma velocidade adimencional. Introduz-se esta velocidade adimencional ¢ diferente-
mente nas duas equagdes, segundo Siewert (Siewert e Valougeorgis, 2004b), para o caso o =1
usa-se a transformacdo ¢ = w;V, € para o caso o = 2 usa-se a transformacio ¢ = wyv onde
vV = (s, vy, v,) € a velocidade da particula com magnitude v e

m 1/2
pu— « . 4‘
Wa {%TJ 4)

Aqui, k € a constante de Boltzmann, m,, é a massa molecular para as duas espécies de gases,
x € a varidvel espacial na transversal e T é a temperatura de referéncia. O termo S(c), o qual é
chamado de termo ndo homogéneo da equacgdo, € dado pelas expressoes

Si(c) = c.[(* —5/2) X + Xp + (na/n) X¢] (5)

Sy(c) = c.[(* —5/2)Xp + Xp — (n1/n)X¢], (6)
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onde n, € a densidade de equilibrio para as duas espécies de gases e as constantes X, Xp
e X¢ definem, respectivamente, o gradiente de temperatura, de pressdao e de densidade que
impulsionam o fluxo do gis no canal.

Nota-se que o termo S(c) define cada problema em estudo, ou seja, se considerarmos X7 =
0, Xp =0e X¢ = 1 tem-se o problema de fluxo de massa causado pelo gradiente de densidade
(problema difuso), se Xp = 0, X¢ = 0 e X = 1 tem-se o problema de fluxo de massa causado
pelo gradiente de temperatura (problema creep térmico), e se X = 0, X7y = 0e Xp =1
tem-se o problema de fluxo de massa causado pelo gradiente de pressdo (Fluxo de Poiseuille).

A frequéncia de colisdo v, serd definida posteriormente.

O operador de colisdo £ é escrito como

Lo{h1, ha}(z*, c) 3/22/ / / - hg z*,c¢')Kgo(c', c)dd,dc,dc,, (7)

onde os nucleos de espalhamento Kz, (¢, ¢) segundo McCormack (McCormack, 1973) sdo
dados pela expressao

K. s(c,¢) = K%, ¢) + KEi(c ¢) + KOi(c,e) + K(che) ., a=1,2 (8)
onde

K (¢ e) = 1+ {201 — i) — 0 (* —5/2) ), )

K (¢ ¢) = (2/3)[1 — 2 n{3](c? — 3/2)(c* - 3/2), (10)

K} (¢, ¢) = 2 [(€".0)? — (1/3)%Y), (1)

Kl (¢,¢) = [(4/5)B1(c? = 5/2) — i) (c* = 5/2)¢”, (12)

K51 (¢ ¢) = r{2n{) + 03[ (? = 5/2) + ¢ — 5/2)}¢e, (13)

K (¢ ¢) = (4/3)r"ni)(c? = 3/2)(c* = 3/2), (14)

K (¢, 0) = 2ni3[(c0)? — (1/3)c¢7), (15)

K () = [(4/5)m13(c” = 5/2)(c = 5/2)e’c, (16)

Ki)(c,e) =1+ {21 —ni}] - n)(c? = 5/2)}c’c, (17)

K) () = (2/3)[1 — 25" n3)(c? — 3/2)(c* — 3/2), (18)

K{)(¢ €) = 2m(’e)” — (1/3)c¢?, (19)

K (¢, ¢) = [(4/5)Ba(c? = 5/2) — 3 (c* = 5/2)¢”, (20)
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Ky (¢ ¢) = s{2ny] +msi[s*(¢” = 5/2) + & = 5/2] )¢,
KT (¢, ¢) = (4/3)s™n5 (¢* — 3/2)(c* — 3/2),
K (¢, ¢) = 208 [(e’e)® — (1/3)c>¢?]

K (¢, ¢) = [(4/5)n5] (¢ — 5/2)(c — 5/2)¢’.c

Aqui, usa-se

r=(my/my)'? s =(mgy/my)"* , r 1oz ¢ T i
além disso,
4 3 3
wp =1+ ni,l) - 775,1) - 77572),

Br=1+n = =i,
(]

By =141 — 1y —n5)
onde

_ (k)
ij = Vij /%*

(1) _ 16mag o
Va,8 3 My a,B
2
2 64 (mapg 12 D 411
Vaﬁ_l_(ma) (Qaﬁ__Qaﬁ)
2
3 _ E Ma,p | Ma 10911 m,6’922
I/a,ﬁ 5 Me, mg nﬁ( 3 a,B my, )

4) 16 (map 2 Mg ( 0 02 )
v, = —n
a,f mg B
64 o o
Mﬁ%:h__<ﬂlﬁ) My FS%
’ 1 M mg
© 3 3/2
L© _ 64 (mag )\ [ma ©
LA Me, m Frap
com

(B) _ 22 15m, | 25mg 11 mg 13
Fauﬁ —Qa7ﬁ+ ( + Qa75_ 2 (SQ Qa75>,

dmg &My, Me
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e ap0s uma corre¢do por Pan e Storvick (Pan e Storvick, 1992)

(6) _ 22 99 11 D 12 1 13
Lop=—ap+ = s = 585 + 585 (38)
8 2 2
Aqui,
Mo, = MaMp /(M +Mp) (39)

e as fungdes () sdo integrais de Chapman-Cowling (Chapman e Cowling, 1952; Ferziger e
Kaper, 1972), as mesmas sdo integrais que dependem do potencial de interagao intermolecular.
Para o caso do modelo de esferas rigidas tem-se

G GHDU[, 14 (=17 ( 7T )
2s=""% [1 2(i + 1) ] (Qmaﬁ> (da +dp)", 0

onde d,, é o diametro molecular da espécie a.
Seguindo Siewert (Siewert e Valougeorgis, 2004b), introduz-se na Eq.(3) a variavel espacial
adimensional

r=2 41)

lo

onde w
lp = =2 42
0= R, (42)

representa o livre caminho médio (baseado na viscosidade) da mistura introduzido por Sharipov
e Kalempa (Sharipov e Kalempa, 2003). Seguindo Sharipov (Sharipov e Kalempa, 2003),
esvreve-se a velocidade molecular caraceristica da mistura como

v = (2kTy/m)Y?, (43)
onde n
m = AL N2t 44)
ny + No

representa a massa molecular média da mistura.
As expressoes que definem a viscosidade da mistura em termos das pressodes parciais P, sao
dadas por

P P
p=—+ = (45)
71 2
onde P
(6% nOé
— = , 46
PQ N, + no ( )
\111‘112 — Vﬁgl/éi)
M= (4) (47)
e a frequéncia de colisdo v,, com a = 1, 2 dadas por
P W,y — u{f;) I/éfll)
T2 = (4) (48)
Aqui,
Uo=v@ v+ . a=12 , =12 e f#a (49)
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Por fim, por questao de notagdo introduz-se

Oa = YaWalo (50)
ou, mais explicitamente,
711/’}/1 +n2/72 1/2
@ = Vqg—t———+= 51
0 (me/m) (51

e reescreve-se a Eq.(3) em termos da varidvel 7 como

Sa(c) + cm%ha(ﬂ C) + 0aha(T,¢) = 0o Lof{h, ha} (T, ), (52)
onde
Si(c) = c.[(c* = 5/2)xr +xp + (n2/n)zc] (53)
e
Sy(c) = c.[(¢® = 5/2)xr +xp — (n1/n)xc], (54)
com
wa=1X, ., A=PTC. (55)

3 INTERACAO GAS-SUPERFICIE

A fim de descrever matematicamente a interagdo do gds com a superficie sélida que o de-
limita, estabelece-se uma relagdo entre a funcdo de distribuicdo de velocidades f(r’,v) das
particulas que deixam a parede apds a interagdo (v.n > 0) e da funcgdo de distribui¢do de ve-
locidades f(r’,v') das particulas incidentes (v'.n < 0). Segundo (Cercignani, 1988) para uma
mistura de [V gases essa relacdo € escrita do seguinte modo:

[Van|fa (', v) = / [ | R(V., i Vo) fa(X VAV, Van > 0, (56)

v, <0

onde @ = 1,..., N, v,, = V,.n é a componente normal da velocidade do a-€simo constituinte
da mistura, R(v), : v,) € o nicleo de espalhamento, o qual fornece a densidade de probabilidade
de que a velocidade de uma molécula seja alterada de v’, imediatamente antes da colisdo com
a parede, para v, imediatamente apos a colisdo, ou seja, o nucleo de espalhamento expressa o
tipo de interacdo que ocorre entre o gds e a superficie que o delimita.

Pode-se dizer que o nicleo de espalhamento depende da espécie gasosa em estudo, da com-
posicdo quimica e temperatura da superficie s6lida, da estrutura mecanica da superficie, etc. O
nucleo deve satisfazer algumas propriedades que podem ser encontradas em Cercignani (Cer-
cignani, 1988).

Na interacdo gas-superficie desse trabalho, utiliza-se o nucleo de espalhamento difuso-es-
pecular proposto por Maxwell (Sharipov e Seleznev, 1998), cuja expressao do a-ésimo consti-
tuinte da mistura é dado por:

Rae(V), 1 Vo) = (oRa + (1 — C0)(V., — Vo + 2n0,,). (57)

Aqui, 0 é a fun¢do de Dirac, (, conhecido como coeficiente de acomodacio, representa a
fragdo das particulas gasosas refletida difusamente e (1 — (,,) corresponde a fragdo de particulas
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refletidas especularmente, ambas do a-€simo constituinte da mistura gasosa. Em uma versao
linearizada da condi¢@o de contorno difuso-especular para problemas de fluxo de gases em um
canal definido por 7 € [—a, a] em coordenadas cartesianas, ¢ dada pela expressdo

hoz(_a7 Ce, Cy7 Cz - 1 - Coc a —Cq, ny Cz)
ZCO‘ e h dc dc dc 5
—a, —c,, c,, ¢, )dc,dc,dc, (58)
€
ha(a Cx,Cy,Cz - 1 - Ca a Cx,Cy,CZ)

2
Ca/ / / Bl (a, ¢, ¢, ¢, )dc,de,de, (59)

onde (, € o coeficiente de acomodacdo e a expressao

/ / / o(Fa, F,, ¢ y, c.)de, dc dc, (60)

denota o termo de difusidade.

As quantidades fisicas de interesse para cada gds (« = 1,2), em termos da fung@o de pertur-
bacgdo h,, € definida segundo Siewert (Siewert e Valougeorgis, 2004a) como:

Perfil de velocidade:

_ 7r3/2/ / / oY,z ¢y, €2)cpdede,de,. (61)

Perfil de tensdo de cisalhamento:

= g3/2 / / / 3/, Cxy Cy, Cz>cwczdcxdcydCZ (62)

Perfil de fluxo de calor:

73/2 / / / y7 Cz;, Cy, CZ)(C - 5/2)cxdczdcydcz (63)

4 DESENVOLVIMENTO

Conhecendo-se a defini¢do das quantidades fisicas de interesse em termos de momentos da
funcdo h, multiplica-se a Eq. (52), respectivamente, por

1 1
$1(cy, ) = —ef(cyucy?)cz e Pa(cy, ) = —(cy2 +e2— 2)cze’(cy2“22), (64)
T T

e integra-se sobre todo ¢, € c,. Considera-se a nova varidvel { = ¢, e define-se

o (7, €) = / / b1(cy, ¢)ha (T, ¢)deyde 65)

9204(7_ 5 / / ¢2 Cyacz) (T C)dca:dcza (66)
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para o = 1,2. Assim, obtém-se quatro equagdes balanco, que sdo escritas na forma vetorial
G(7,&) como

S(€) —i—f G(T §) + XG(1,§) = / »(€ G(r,&"d¢, (67)
com
> = diag{o1, 01, 02,05} e (&) =x Ve, (68)
Para a parte nio homogénea tem-se:

(1/2)[zp + (n2/n)zc + 2r(8? - 1/2)]

S(f) = (1/2)[5(;13 _ (711/”);0 + ZET(§2 _ 1/2)] ‘ (69)

T

As componentes K ;(£',€) do nicleo K (&', €) sao definidas como

kia(€,6) = 2mee + 1 — i) — (€% + € = 1)/2+ 28:(€7 — 1/2)(€2 = 1/2) /5, (70)

kl,Q(flvf) (1/2>7712 +251( —1/2)/5, (71)

kia(€,€) = 200 +r{nty +nrH (€% —1/2) + €2 —1/2]/2} + 20 (€2 ~1/2) (€2~ 1/2) /5,

(72)

k1a(€.€) = (1/2)r*n{) + () (€2 — 1/2) /5, (73)
kaa(€,€) = —n{3 + 48162 — 1/2)/5, (74)
kao(8',6) = (4/5)81, (75)

kaa(€,€) = i+ an 2 (6 — 1/2)/5, (76)
Faa(€,€) = (4/5)n%, (77)

ks (€, €) = 2nia€'e +s{nd + 0l [s2 (62— 1/2)+ €2~ 1/2] 2} + 20 (€7 —1/2) (62— 1/2) /5,
(78)

ka2(€.6) = (1/2)s*n$] + 208 (€2 — 1/2) /5, (79)

kss(€,€) = 2maf’€ + 1 — ) — (€7 + € = 1)/2 + 266 — 1/2)(€2 — 1/2) /5, (80)
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ksa(€,€) = —(1/2)m5) +26:(€* = 1/2) /5, (81)

Fan(€,) = sn +4ni (67 = 1/2)/5, (82)

kaa(€,€) = (4/5)m5), (83)

kas(€,€) = 8 +4Ba(€7 — 1/2) /5 (84)

) kia(€,€) = (4/5)B. (85)

A metodologia usada na obtencdo da Eq. (67) é também aplicada nas condi¢des de contorno
Egs. (58-59), obtendo-se

G(_avg) = SIG(_au _§> € G(CL, _f) = S2G(a’7§> (86)

onde
Soz :dlag{l _Cﬁlvl_Cﬁlal_€5271 _CB2} (87)
Aqui, tem-se que (g, representa o coeficiente de acomodagdo para a espécie o = 1,2 na
placa 5 =1,2.
Baseado na notacdo vetorial, expressa-se as grandezas fisicas de interesse para cada gas
(e =1,2) como

valy) = / " () g (1, ). (88)
polw) = | " () g (3, E)EdE (89)
wiv) = [ O = 1/2) gm0 1 (1, €) + goa(y, E]dE. ©0)

Além das grandezas fisicas desejadas, podemos encontrar também a taxa do fluxo de particu-
las e a taxa do fluxo de calor para cada gds (o« = 1,2), onde sdo dadas respectivamente pela
integral

1 a 1 a
— U (T)dT € Qa:2—(12 wqa(T)dT. 91)

(e
2
2a° J_,

5 SOLUCAO DO PROBLEMA

Como a Eq.(67) € uma equacao ndo homogénea, a solugdo para o problema é dada pela soma
da solug@o do problema homogéneo e uma solu¢io do problema particular, ou seja,

G<Ta 5) = Gp(Ta 6) + Gh(T7 5) (92)
Para a solugdo particular propdem-se

Go(1,6) = GV(1,6) + GPV(,9), (93)
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onde
G(r,§) = AT> + Br{+ CE€ + D (94)
e
E(&*—1/2 — sw)
2F
(2) _
Gp (7—7 5) F(f2 _ 1/2 _ rw) (95)
2F
As constantes A, B, C'e D sdo determinadas através do sistema algébrico
a0? —2a,01 ¢ dq
o 0 . 0 i 0 - 201 — 4@1
A= a1 03 , B= —2Xa109 , U= Co ¢ D= 0 (96)
0 0 0 203 — 4)\&1
onde as constantes estao definidas no sistema linear
a (xp + (n2/n)xc)/o1
wlal - (xp — (n1/n)zc) /o2 ©7)
C3 0 .
dy 0
Aqui,
M=
1 2 2 1
2+ 4n; 2<1 —n%% (5/2)m 3) mu <5/2>r3n§3§ 23
2\ + 4 (A — > smsi + (5/2)s%n ) —n5y — (5/2)n3 231(72&%
4+ (16/5)(8, + Mnia) o 2(1 —(go (1/2)y &~ — (r/2)n %32 m ;2
(16/5)0) + [(16/5)8, — 4 —20) — (s/2n) 21— Bo) + (1/2)s) —sn?
(98)
sendo
(2)
A=s(o1/09)? e w= (5/4)7"—. (99)

ot /Sl — (5/8)r ol i [E]:x_ﬂl/al] (100)
1S — (5/8)s S ms) —pa + (5/8) 512 /nsy F 2 | 1/oy
onde
pr=n0 408 =0 e po=ni) w0l — 0. (101)

Agora, encontra-se a solugao homogénea da Eq.(92), utiliza-se a versao analitica do método
de ordenadas discretas (ADQO), que tem como base, a aproximagao da integral angular do termo
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de espalhamento da equacio de transporte por uma férmula de quadratura numérica. Propde-se
como solucao para o problema homogéneo

Gn(T,8) = ®(v, &)™, (102)

onde v € a constante de separacgdo.
Substitui-se a Eq. (102) na Eq. (67), obtendo-se

(V5 = &P (v, &) = vE /OOO Y(ENK(E (v, €) + K(=¢, )P (v, =)]d¢ (103)

(WE+ENP(v, =€) = vE /OOO VENE(E, ) P(v,€) + K(=¢, =§)@(v, =¢)]dE". (104)

A seguir, soma-se e subtrai-se as equagdes resultantes obtendo-se

V. 5)—52[ &)~ [ HOUm KL, 5>d5] (105)
e
YOORES { 6~ [ UV K <f',§>d§'] , (106)
onde
U(Vag) = ¢(Va§)+(1)(y7 _g) > V(Vag) :(1)(”75) _(I)(Va _g) (107)
e
K—i—(glag) = K(€/a g) + K<_§,7€) s K—(glvg) = K(§/7§) - K<_§,7€) (108)
Substituindo a Eq.(106) na Eq.(105) obtém-se
& [Pre0 - [T u@sE v =, (109
onde 1
A= = (110)
e
REE) = PR +BH€.0 — [0SR OR (€€

Aproxima-se o termo integral das Eqs.(106) e (109) pela férmula de quadratura de Legendre,
reescreve-se as equagdes como um problema de autovalores e autovetores

5—12[ Vv, ) Zwkﬁfﬁk (&, &) (uj,gk)}—AjV(uj,gi) (112)

Uy &) = 2 [ (v, &) Zwk‘lf (&) K- (€x, &)V (Vjva)], (113)

i
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parai =1,2,... Nej=1,2 ..., 4N.
Com o problema de autovalores resolvido, encontra-se o valor de

(I)<Vj7€j> = %[U(Vjvéi) + V(Vj?gi)] € (VJ> 5]) [ (V_77£Z) - V(Vj7£i)]7 (114)

e das constantes v/; de separacdo.
Tem-se como solugdo geral em ordenadas discretas para a Eq. (67) o seguinte

4N

Gulr, 26) = Y [A;®(vy, £&)e /" 4+ B (vy, 6)e 07 ], (115)
j=1
parat = 1,2,..., N. No problema de autovalores tem-se que um dos autovalores tende a

zero, logo uma constante de separacdo (v) tende para o infinito, levando em conta este fato
negligencia-se 0 maior dos v; computados obtendo-se a solu¢io

AN
Gi(r,26) = A\G L+ BIG_(1,£8)+ Y _[A;®(v;, £&)e” /"4 B;® (v, 5&)e /),
7j=2
(116)
parai =1,2,..., N. Aqui,
1 ot FE
g, —|"Y e G (r46) = 0 (117)
* s Y o15(T F£/02)
0 0

Para completar a solucdo substitui-se a Eq. (92) nas condi¢des de contorno dadas pela Eq.
(86) obtendo-se um sistema com 8V equagdes algébricas lineares e 8/V incdgnitas

AG (I = 8)+ BG_(—a,&) — SBIG_(—a,—&) +

4N

D [Aj[@(v), &) — SP(vy, —&)] + Bje i [®(v;, &) — S®(v;,&)]] = —Rj(§)  (118)

=2

A\G (I = S) + BiG_(a,—&) — SBIG_(a,&) +

D [Ae (00, =&) = SP(v3,&)] + By[@(v), &) — SP(v), &)l = —R3(6),  (119)

onde

Ri(§) =
C11Ufa2a1 + (2a1010&;)(2 — C) + 0153@1 +diCi1 + E(E? —1/2 — sw)(n
(2¢1 —4a1)Gin + 2EC,
Aa103a2C1o + 20a1020&;(2 — (o) + 3E2C10 + FEF — 1/2 — rw) (1o
(2¢3 — 4Xa1)Cia + 2F (o

(120)
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R;(§) =
(roia’ar + (2a101a8;)(2 — (1) + 1&2Cor + dilor + E(§2 — 1/2 — sw)(n
(2¢1 — 4a1)Can + 2E (o
ANa103a*Con + 2Xa102a&;(2 — Co2) + 367G + FEF — 1/2 — rw) (oo
(2c5 — 4Xay)Cag + 2F (oo

(121)

Nota-se que, GG possui quatro equagdes balango com: = 1,2,.... Ne j = 1,2,...,4N. Com
o sistema pronto, encontra-se entdo, os valores para A; e B;.

Como o objetivo é encontrar as grandezas desejadas, reescreve-se na versao de ordenadas
discretas para os dois gases (o = 1, 2), o perfil de velocidade, respectivamente,

4N

1
Ul (7’) = Al + BlUlT +a, (0'17')2 + §C1 + d1 —swk + Z[Aj@i(a+7)/yj + Bjei(aiT)/Vj]NuJ(Vj)
j=2
(122)
e
1 AN
uy(7) = Ays+ Bisoy T + Aai(097) + 5C3 rwkF + Z[Aje_(“”)/”j + Bje ™ @/MN, 5(v;)
j=2
(123)
o perfil de tensdo de cisalhamento, respectivamente
1 4N
p(7) = —ayoy7 — §Bl + Z[Aje_(“”)/”j — Bje”@/MN,  (v)) (124)
=2

pa(7) = —AaroT — B 301 +ZA e~ _ BN (b)) (125)

e o pefil do fluxo de calor, respectivamente

4N
5 1 —\a—T7)/Vv;
ql(T) = —4a1 + §(C1 + E) + Z[Aje_(a+7)/’/] + Bj@ ( )/ J]N%l(l/j) (126)
j=2
€
5 AN
ao(7) = —da\+ S (cs + F) + > [Agem @t 4 Bie TN, o (1), (127)
j=2
Nas Eqgs. (122)-(127) tem-se
Noal(vy) =FL Zwkw &)@ (v, &) + (v, =&, (128)
Npal(v;) =FL Zwkw &) k[P (v5, &) + B(v, —&)] (129)
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Nya(vj) = ZwW(&)FZQ(&)@(w, &) + @ (v, —&)], (130)

k=1

onde o sobrescrito 7 significa a operagdo transposta,

1 0 €2 —1/2
0 0 1
Fl = 0 b F2 = 1 ’ Fq,l = 0 (131)
0 0 0
€
0
F 0 (132)
@2 €2 —1/2
1

6 RESULTADOS NUMERICOS

A implementacdo computacional, para avaliar os resultados numéricos, foi desenvolvida
através de programas na linguagem FORTRAN. Segue-se os seguintes passos para implementar
as solucdes. Inicialmente, para calcular integrais no intervalo [0, 00), usa-se a transformagio
ndo-linear

u() =e* (133)

e, logo apds, usa-se o esquema de quadratura de Gauss-Legendre.

O préximo passo € a determinagdo dos autovalores (constantes de separagdo) e autovetores.
Em seguida, encontra-se as constantes arbitrarias A;, B; resolvendo-se o sistema linear, e assim,
as quantidades fisicas de interesse sdo encontradas.

Nas tabelas abaixo os resultados sd@o encontrados com os coeficientes de acomodagdo de
cada gds da placa 2 diferentes aos da placa 1, onde por sua vez, segundo o conhecimento
dos autores ndo apresenta-se trabalhos relacionados ao mesmo na literatura. Apresenta-se nas
tabelas, duas misturas de gases nobres, obtidos com /N = 60 pontos de quadratura € em termos
da concentragdo molar, é definida em relacdo a primeira particula como

n1/n2

=12
1"‘711/712

(134)

Nas tabelas 1 e 2 considera-se a mistura de gases Néonio (Ne) e Argdnio (Ar), onde suas
massas sdo, respectivamente, m; = 20, 183, mqy = 39,948, e a razdo dos didmetros ds/d; =
1,406. Encontra-se, respectivamente, o perfil de velocidade e o perfil do fluxo de calor para
o fluxo da mistura gasosa no canal de diametro 0, 5, impulsionado pelo gradiente de pressao
(Problema de Poiseuille), temperatura (Creep térmico) e densidade (Problema difuso). Vale
ressaltar que os coeficientes de acomodacgdo sdo todos diferentes, ou seja, as placas possuem
constituicdes quimicas diferentes. Pode-se ver graficamente o comportamento das solucdes,
para o perfil de velocidade na Fig. 1 e o perfil do fluxo de calor na Fig. 2.

Ja nas tabelas 3 e 4 considera-se a mistura de gases Hélio (He) e Xendnio (Xe), onde
suas massas sdo, respectivamente, m; = 4,0026, ms = 131,30 e a razdo dos didmetros
dy/d; = 2,226. Encontra-se, respectivamente, o perfil de velocidade e o perfil do fluxo de
calor para o fluxo da mistura gasosa no canal de didmetro 0, 5, impulsionado pelo gradiente
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de pressdo (Problema de Poiseuille), temperatura (Creep térmico) e densidade (Problema di-
fuso). Os resultados foram obtidos nessas tabelas com os coeficientes de acomodacdo nas pla-
cas iguais. Pode-se ver graficamente o comportamento das solucdes, para o perfil de velocidade
na Fig. 3 e o perfil do fluxo de calor na Fig. 4.

Por fim, faz-se uma comparagao dos resultados obtidos com o sistema para placas com cons-
titui¢des quimicas diferentes com os resultados obtidos para placas com constitui¢des quimicas
iguais encontrado por Siewert (Siewert e Valougeorgis, 2004b). Para isso, assume-se os coefi-
cientes de acomodagdo em cada placa iguais, e compara-se os resultados, veja tabela 5.

7 FIGURAS

Perfil de velocidade

Figura 1: Perfil de velocidade para os problemas: Poiseuille, Creep térmico e Difuso, onde 2a = 1,0, (11 = 0, 3,
€12 =0,9,(51 =0,7, (a0 = 0,4 e C = 0,8 para uma mistura de gases Ne-Ar.

Perfil do fluxo de calor

ek oA
‘-v—v—‘lf—v—v;""’

0.0

T

Figura 2: Perfil do fluxo de calor para os problemas: Poiseuille, Creep térmico e Difuso, onde 2a = 1,0, (11 = 0, 3,
(12 =10,9,(21 = 0,7, (22 = 0,4 e C = 0,8 para uma mistura de gases Ne-Ar.
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Figura 3: Perfil de velocidade para os problemas: Poiseuille, Creep térmico e Difuso, onde 2a = 1,0, (11 = 0,7,
€12 =0,7,(21 = 0,3, (2 = 0,3 e C = 0,5 para uma mistura de gases He-Xe.
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Figura 4: Perfil do fluxo de calor para os problemas: Poiseuille, Creep térmico e Difuso, onde 2a = 1,0, (11 =0, 7,
(12 =0,7,(21 = 0,3, (22 = 0,3 e C = 0,5 para uma mistura de gases He-Xe.
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’T/CZ‘ upy(T) \ upa(T) \ uc1(7) \ uc2(7) \ up.1(7) \ up2(T) ‘

0,0 |-1,40985 | -1,84289 | 0,24897 | 0,22816 | -0,08357 | 0,35713
0,1 |-1,38999 | -1,84268 | 0,24587 | 0,22697 | -0,0822 | 0,35911
0,2 | -1,36516 | -1,83633 | 0,24166 | 0,22488 | -0,08059 | 0,36013
0,3 | -1,33504 | -1,82399 | 0,23624 | 0,22188 | -0,07872 | 0,36016
0.4 |-1,29922 | -1,80574 | 0,22948 | 0,21798 | -0,07659 | 0,35914
0,5 | -1,25708 | -1,78153 | 0,22119 | 0,21313 | -0,07412 | 0,35698
0,6 |-1,20772 | -1,7512 | 0,21108 | 0,20726 | -0,07128 | 0,3535
0,7 | -1,14968 | -1,71431 | 0,19869 | 0,20025 | -0,06794 | 0,34842
0,8 | -1,08041 | -1,6699 | 0,18321 | 0,19183 | -0,06392 | 0,34124
0,9 |-0,99431 | -1,61538 | 0,16291 | 0,18141 | -0,05883 | 0,33089
1,0 | -0,86325 | -1,53466 | 0,12902 | 0,16556 | -0,05076 | 0,31233

Tabela 1: Perfil de velocidade para os problemas: Poiseuille, Creep térmico e Difuso, onde 2a = 1,0, (;; = 0, 3,

€12 =0,9,(51 =0,7, (a2 = 0,4 e C = 0, 8 para uma mistura de gases Ne-Ar.

T/a‘ QP,1(T) ‘ QP,Q(T) ‘ QC,l(T) ‘ QC,2<T) ‘ QD,1(T) ‘ QD,2(T) ‘

0,0 | 0,26867 | 0,25836 | -1,01509 | -1,07675 | 0,03097 | -0,05322
0,1 | 0,26373 | 0,25544 | -1,01509 | -1,07526 | 0,03046 | -0,0536
0,2 | 0,2572 | 0,25089 | -1,01053 | -1,07158 | 0,02984 | -0,05382
0,3 | 0,24894 | 0,24471 | -1,00122 | -1,06563 | 0,0291 | -0,05388
0.4 | 0,23874 | 0,23685 | -0,98677 | -1,05724 | 0,02823 | -0,05375
0,5 | 0,22633 | 0,22721 | -0,9666 | -1,04617 | 0,0272 | -0,05339
0,6 | 0,21124 | 0,21561 | -0,93976 | -1,03204 | 0,02596 | -0,05272
0,7 | 0,19279 | 0,2017 | -0,90468 | -1,01425 | 0,02445 | -0,05162
0,8 | 0,16972 | 0,18487 | -0,85858 | -0,99173 | 0,02255 | -0,04985
0,9 | 0,13927 | 0,16363 | -0,79538 | -0,96214 | 0,02001 | -0,04688
1,0 | 0,08738 | 0,12951 | -0,6853 | -0,91372 | 0,01554 | -0,04004

Tabela 2: Perfil do fluxo de calor para os problemas: Poiseuille, Creep térmico e Difuso, onde 2a = 1,0, (11 = 0, 3,

(12 =0,9,(21 = 0,7, (22 = 0,4 e C = 0,8 para uma mistura de gases Ne-Ar.
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T/a‘ upy(T) ‘ upa(T) ‘ uc1(T) ‘ uc2(T) ‘ up1(7) ‘ upo(T) ‘

0,0 | -0,99062 | -3,68866 | 0,26151 | 0,23917 | -0,27173 | 0,60518
0,1 | -0,98908 | -3,68573 | 0,261 | 0,23889 | -0,27132 | 0,6048

0,2 | -0,98442 | -3,6769 | 0,25947 | 0,23806 | -0,27011 | 0,60365
0,3 | -0,97653 | -3,66206 | 0,25687 | 0,23665 | -0,26805 | 0,60169
0.4 | -0,96523 | -3,64097 | 0,25311 | 0,23463 | -0,26508 | 0,59888
0,5 | -0,95019 | -3,61329 | 0,24808 | 0,23195 | -0,2611 | 0,59513
0,6 | -0,93094 | -3,57842 | 0,24157 | 0,22854 | -0,25598 | 0,5903

0,7 | -0,90666 | -3,5354 | 0,23326 | 0,22425 | -0,24946 | 0,58417
0,8 | -0,87594 | -3,48242 | 0,22255 | 0,21884 | -0,24112 | 0,57636
0,9 | -0,83565 | -3,41535 | 0,20816 | 0,21176 | -0,23002 | 0,566

1,0 | -0,77049 | -3,312 | 0,18377 | 0,20006 | -0,21165 | 0,54892

Tabela 3: Perfil de velocidade para os problemas: Poiseuille, Creep térmico e Difuso, onde 2a = 1,0, (11 = 0,7,

(12 =0,7,(21 = 0,3, (220 = 0,3 e C = 0,5 para uma mistura de gases He-Xe.

7'/@‘ QP,1(T) ‘ QP,2(7'> ‘ QC,l(T) ‘ QC,Q(T) ‘ QD,1(7') ‘ QD,2(7') ‘

0,0 | 0,24588 | 0,37428 | -1,21202 | -1,45205 | 0,11913 | -0,0573

0,1 | 0,24529 | 0,37341 | -1,2104 | -1,45122 | 0,1189 | -0,05722
0,2 | 0,24349 | 0,37078 | -1,20549 | -1,44871 | 0,11822 | -0,05695
0,3 | 0,24043 | 0,36632 | -1,19715 | -1,44445 | 0,11705 | -0,05649
0.4 | 0,23601 | 0,35993 | -1,18512 | -1,4383 | 0,11537 | -0,05582
0,5 | 0,23007 | 0,3514 | -1,16895 | -1,43008 | 0,11311 | -0,05489
0,6 | 0,22237 | 0,34045 | -1,14799 | -1,41946 | 0,11018 | -0,05364
0,7 | 0,2125 | 0,32657 | -1,12115 | -1,40592 | 0,1064 | -0,05196
0,8 | 0,19973 | 0,30884 | -1,08647 | -1,38854 | 0,10152 | -0,04966
0,9 | 0,18245 | 0,28516 | -1,03975 | -1,36528 | 0,09489 | -0,04632
1,0 | 0,15263 | 0,24431 | -0,9606 | -1,32618 | 0,08348 | -0,03984

Tabela 4: Perfil do fluxo de calor para os problemas: Poiseuille, Creep térmico e Difuso, onde 2a = 1,0, (11 = 0,7,

(12 =10,7,(21 = 0,3, (22 = 0,3 e C = 0,5 para uma mistura de gases He-Xe.

Copyright © 2010 Asociacién Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar




3996 A. TRES, R. KNACKFUSS

t/a|l wi(r) | w(r) [S—w(r)]|S—usr) ]
0,0 | -0,80065 | -0,96144 | -0,80065 | -0,96144
0,1 | -0,79828 | -0,95832 | -0,79828 | -0,95832
0,2 | -0,79114 | -0,94893 | -0,79114 | -0,94893
0,3 | -0,77909 | -0,9331 | -0,77909 -0,9331

04 | -0,76189 | -0,91053 | -0,76189 | -0,91053
0,5 | -0,73916 | -0,88077 | -0,73916 | -0,88077
0,6 | -0,71028 | -0,84306 | -0,71028 | -0,84306
0,7 | -0,67425 | -0,79617 | -0,67425 | -0,79617
0,8 | -0,62924 | -0,73784 | -0,62924 | -0,73784
0,9 | -0,5712 | -0,66308 | -0,5712 -0,66308
1,0 | -0,47977 | -0,54631 | -0,47977 | -0,54631

Tabela 5: Fluxo de Poiseuille: perfil de velocidade para o caso 2a = 1,0, (31 = 1,0, (12 = 1,0, {31 = 1,0,
(22 =1,0e C = 0,5 para uma mistura de gases He-Xe. Aqui S — uy 2(7) sdo as velocidades obtidas por Siewert.

9 CONCLUSAO

Considera-se que o objetivo deste trabalho foi alcangado, pois encontrou-se resultados numéri-
cos para as grandezas macroscépicas dos trés problemas de transferéncia de massa em um canal
plano, que segundo o conhecimento dos autores, ainda ndo estio disponiveis na literatura. Além
disso, este trabalho tem relevante contribuicao para o prosseguimento de estudos na dindmica
de gases rarefeito.

Os resultados obtidos analiticamente € numericamente estdo corretos, pois utilizando-se os
mesmos valores para os coeficientes de acomodagdo, ou apenas os valores relacionados a cada
placa (placas com constituicdo quimicas iguais), obtém-se os mesmos resultados dos encontra-
dos na Ref. (Siewert e Valougeorgis, 2004b).
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