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Resumo. Neste trabalho estuda-se o problema de estabilidade de taludes emprega-se o
método dos elementos finitos hibridos com a formulagcdo da andlise pldstica limite e a
programagdo matemdtica com o objetivo final de se obter a carga de colapso pldstico de
problemas de estados planos de deformagdo. A formulacdo é baseada no teorema do limite
inferior de tal forma que se procura determinar a mdxima carga para a qual as condicoes de
equilibrio e resisténcia sejam satisfeitas. Assume-se como vdlido o critério de ruptura de
Mohr-Coulomb, considerando-se a plasticidade associada.

Para a formulacdo de elementos finitos hibridos de tensdo consideram-se as varidveis
primdrias de tensdo no dominio (energia potencial complementar) e de deslocamento na
superficie dos elementos (energia potencial total). Esta formulacdo permite a construcdo de
um elemento finito de quatro nés que produz resultados mais precisos para os campos de
tensdo e deslocamento. Exemplos numéricos para o caso de estabilidade de taludes, sdo
apresentados evidenciando-se tanto a carga de colapso pldstico quanto a configuragcdo do
mecanismo de colapso. Os resultados sdo comparados com os existentes na literatura.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho estuda-se o comportamento de estabilidade de taludes e a determinagdo da
carga de colapso plastico. Recentemente foram noticiados nos meios de comunicagdes
diversos eventos que tratavam de desmoronamentos de habitacOes localizadas nas encostas de
taludes. Como ¢é sabido a estabilidade dos macicos de terras devem-se: ao tipo e
comportamento dos solos a declividade dos macicos e a situagdo de carga dos mesmos.
Cuidados especiais devem ser tomados para se evitar acidentes ou mesmo ruinas que possam
provocar grandes catastrofes como foi o caso ocorrido no Rio de Janeiro levando a centena de
mortes ocasionadas por desmoronamento de terras.

A seguir aplicam-se os modelos numéricos de elementos finitos baseados em funcionais
hibridos para o estudo de estabilidade de taludes. Os primeiros funcionais foram obtidos no
inicio da década de 60 (Pian, 1964), (Pian, 1995). Atualmente os modelos hibridos de
elementos finitos representam uma importante drea de pesquisa na constru¢do de elementos
finitos de alta performance (Felippa, 2000), (Pian & Sumihara, 1984), e t€ém sido aplicados
com sucesso a diversos problemas de engenharia. Neste trabalho utiliza-se o modelo hibrido
na obtengdo de solugdes de problemas de anélise plastica limite em estabilidade de taludes.

Uma das vantagens das formulacdes hibridas e mistas de elementos finitos € o fato de que
as mesmas ja satisfazem separadamente as condicdes de equilibrio, compatibilidade e material
produzindo equacdes independentes o que permite executar a andlise plastica limite via
programacao matematica de forma direta.

2. FORMULACAO EM ELEMENTOS FINITOS HiBRIDOS

A seguir descreve-se resumidamente a teoria de elementos finitos baseados em funcionais
hibridos. Os elementos finitos hibridos t€m um ou mais campos primdrios que sao definidos
somente na interface ou contorno do elemento. Principios variacionais hibridos representam
uma importante extensao dos principios cldssicos da mecénica. Esta extensao constitui uma
tentativa de fortalecer os modelos de elementos finitos.

O primeiro elemento hibrido era bastante limitado por ndo ser capaz de tratar problemas
ndo lineares e dinamicos. Entretanto, tais limitagdes foram gradualmente superadas com o
entendimento e evolu¢do dos conceitos basicos. A adogao de elementos finitos hibridos neste
trabalho foi motivada pelo fato do elemento finito hibrido quadrilitero de quatro nés ser
provavelmente o elemento de quatro nés mais preciso em uma ampla gama de problemas de
tensdo e deformacao plana (Zienkiewicz & Taylor 1995).

2.1 Equacao de equilibrio
O funcional utilizado na obten¢ao do elemento hibrido é obtido pela soma de outros dois
funcionais que contém o funcional no interior (dominio) e o potencial de interface (contorno).

A expressao (1) representa o funcional utilizado em elementos hibridos (Felippa, 2000), (Pian
& Tong, 1969):
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7 (0
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onde 7.(o,,u;) é o funcional de campo miltiplo hibrido (o e u); U. é a energia

ij bl
complementar em termos das tensdes; W, € o trabalho potencial; o € o tensor de tensdes; D é
o tensor da relacdo constitutiva; u é o vetor de deslocamentos; V € o volume; S € a superficie;

S; é a parte da superficie onde existem carregamentos e 7 é o vetor de forcas de superficie
prescritas.

O funcional apresentado na expressao (1) pode ser aplicado na constru¢ao do elemento
finito hibrido da Figura 1.

1BV V4 n

Alturah constante 347341 y34)

Matriz de e) Interior do
conformidadeD=E" elemento

041741741 ) ,
Noy7yo31y)
Contorno =2
y 1 do elemento

A7y 127,79 2

Figura 1 — Elemento quadrilatero bilinear de tensdo plana (Felippa, 2000).

Emprega-se para a interpolagdo das tensoes a relacao

c="Ya 2)

sendo ¥ a matriz que interpola as tensdes, e ¢, sdo os parametros de tensoes.

O funcional da expressao (1) pode ser escrito para todo o dominio e contorno do
problema discretizado como

7t =a'Gu-P'u 3)
onde G ¢ dado por
G =T ®dl )
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sendo ¥ as taxas de deslocamentos no problema discretizado, P o vetor de cargas nodais e @
¢ a matriz das fun¢des de forma para o elemento linear de contorno descrito na superficie do
elemento finito hibrido quadrilatero de tensdes planas.

Fazendo 7{ estaciondrio em relagdo aos deslocamentos, tem-se

OC _Ga—PT =0 (5)
ou

ou
Go=P" (6)

A expressdo (6) é uma relaciio de equilibrio entre as cargas nodais Pe os pardmetros de
tensao o, sendo G uma matriz de equilibrio em termos dos parametros de tensdo, integrada no
contorno do elemento finito hibrido.

3 CRITERIO DE RESISTENCIA DE MOHR-COULOMB

No presente trabalho, assume-se como valido o critério de Mohr-Coulomb. Neste critério
a tensdo de cisalhamento T na ruptura ou escoamento do material é funcdo de propriedades do
material, como a coesao e o angulo de atrito, e varia linearmente com a tensao normal atuante
(Chen, 1982). Assim as forcas de cisalhamento crescem com o incremento das tensoes
normais ao plano de ruptura, ou seja,

T=c+otang @)

onde 7T € a tensdo de cisalhamento no plano de ruptura, ¢ é a coesdo do material e ¢ € o angulo
de atrito interno.

O critério de Mohr-Coulomb ignora o efeito da tensao principal intermedidria e a equacao
pode ser escrita na forma das tensdes principais como

- +
e 203 _ 203 sin@+c cos@ (8)

onde 0 ;e 03 sdo0 a maior e a menor tensdes principais, respectivamente.

Na forma geral, o critério de ruptura de Mohr-Coulomb no espago de tensdes Oy, Oy € Oxy
¢ dado por

(0,-0, ) +(22,, )* —[2ccosp—( o, +0, )sengl <0 ©)

A utilizagdo da expressdo (9) na andlise plastica limite leva a obtengdo de um sistema
governante na forma de um problema de programacao nao linear (PNL). Esta expressao pode
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ser linearizada de modo a se trabalhar com sistemas governantes na forma de problemas de
programacdo matemdtica linear (PLs). Utilizando uma superficie de ruptura linearizada
(Santos et al, 1999a), (Santos et al, 1999b) as condic¢des de resisténcia, em um ponto qualquer
do corpo, sdo expressas como

n"o<o’ (10)
onde n é a matriz de normalidade; e o * € o vetor das capacidades plésticas.

As condi¢Oes de resisténcia expressas em (10) sdo funcio da tensdo o. Assim, para que
seja possivel a montagem do problema de programacao linear equivalente ao critério estatico
da andlise pléstica limite é necessdrio substituir (5) em (10), chegando-se a expressao (11),
mais detalhe pode ser encontrado em (Buzar et al, 2003).

n"Ya<o (11)

4 TEOREMA ESTATICO DA ANALISE PLASTICA LIMITE

Com a relagdo de equilibrio (6) e as condi¢des de resisténcia (11), obtém-se o problema
de programacao linear associado ao critério estatico como

Maximizar A (12a)

Sujeito a 0 n'¥vAlklo
B

v

No presente trabalho, os problemas de programacdo linear associados ao teorema
estético, obtidos por meio da representagdo poliédrica da superficie de ruptura em hiperplanos
(Sahlit, 1992), (Sahlit, 1993), (Smith, 1990) foram resolvidos utilizando-se o software
comercial LINDO (Linear INteractive Discrete Optimizer) (Sschage, 1991).

S ESTABILIDADE DE TALUDE

Neste exemplo desenvolve-se a andlise de dois taludes, um com altura h igual a Sm e
outro com h igual a 10m, os dois com inclinacdo de 45 graus. O material que constitui o
talude é admitido como sendo homogéneo e seco. Sao adotadas as seguintes propriedades:
coesdo c igual a 50 kPa e peso especifico y igual a 18,0 kN/m3.

Uma das vantagens do modelo hibrido de elementos finitos em relacdo ao modelo misto é
que, para se obter uma solucdo factivel para o problema de estabilidade de talude utilizando-
se o elemento finito misto, € necessario adicionar condi¢des de contorno de tensdes na regiao
onde o solo ndo possui condigdes de contorno essenciais definidas. No caso do modelo
hibrido de elemento finito, as condi¢cdes de contorno de tensdes sdo satisfeitas naturalmente
na formulacdo do elemento, devido a introdu¢do da varidvel primdria de deslocamento na
superficie do elemento.
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A figura 2 apresenta a geometria adotada para os taludes, com altura igual a Sm e 10m
respectivamente.

10m

S5m
20m

10m

10m ! Sm ! 10m 20m ! 10m ! 20m

(a) (b)

Figura 2 - Geometria adotada para os taludes com altura igual a Sm e 10m e
inclinagdo de 45°, respectivamente.

Na figura 3, mostram-se as quatro malhas empregadas para se discretizar o dominio dos dois
taludes com alturas de Sm e 10m respectivamente.

(a) b)

(d) (e)

Figura 3 - Taludes com as alturas iguais a Sm e 10m discretizados com as malhas: (a) Q1
com 36 nds e 24 elementos, (b) Q2 com 84 nés e 65 elementos, (¢) Q3 com 152 nés e 126
elementos e (d) Q4 com 286 nds e 250 elementos.
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Na tabela 1 mostram-se os valores do fator de carga de colapso plastico para os taludes
puramente coesivos com alturas de Sm e 10m respectivamente. Empregaram-se 16 planos
para a linearizacdo da superficie de Mohr-Coulomb. A andlise dos valores apresentados na
tabela mostra que, tanto no caso do talude com altura igual a Sm quanto no caso do talude
com altura igual a 10m, a diferenga entre os valores obtidos para o fator de carga, utilizando-
se os elementos finitos hibridos e mistos, € de, no maximo, 2%. Além disso, os resultados
obtidos com os modelos hibrido e misto dos elementos finitos listados na tabela 1, mostram
coeréncia considerando que o fator de carga de colapso plastico decresce conforme o aumento
da altura do talude.

Tabela 1 - Fator de carga de colapso dos taludes com h=5m e h=10m

h=5m h=10m
MALHA NN NE - -
HIBRIDO| MISTO |HIBRIDO| MISTO
Q1 36 24 3,056 3,057 1,529 1,528
Q2 84 65 3,018 2,974 1,509 1,486
Q3 152 126 3,004 2,963 1,502 1,481
Q4 286 250 3,000 2,971 1,500 1,486

As figuras 4 e 5 mostram graficamente os valores do fator de carga de colapso
apresentados na Tabela 1, considerando o nimero de nds das malhas utilizadas na modelagem
do problema para os taludes de altura igual a Sm e 10m respectivamente. Verifica-se que os
resultados fornecidos pelo modelo hibrido sao ligeiramente superiores que os obtidos com o
modelo misto.

3,10
o
2 —a— Hibrido h=5m
«© 3,06 )
8 —A— Misto h=5m
3 3,02
] L -
o
g 2,98 . S
P A
= 2,94 A
[e]
S
L 290 : : : : ‘
0 50 100 150 200 250 300
NUmero de nés

Figura 4 - Fator de carga de colapso para o talude de altura igual a Sm.
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Figura 5 - Fator de carga de colapso para o talude de altura igual a 10m

Com a finalidade de comparar diversas op¢des de cdlculo do fator de seguranca, adotam-
se em seguida, quatro configuragdes de taludes: dois taludes com 5 m de altura e inclinag¢des
1V:1H e 1V:2H e dois com 10 m de altura e inclinagdes 1V:1H e 1V:2H. O solo é admitido
com03sendo homogéneo e seco, com coesao c igual a 50 kPa e peso especifico ¥ igual a 18,0
kN/m".

A tabela 2 apresenta os resultados obtidos com as diversas andlises realizadas. Para a
obtencdo do fator de carga de seguranga A com a utilizacdo da andlise pldstica limite,
empregaram-se os modelos hibrido e misto de elementos finitos desenvolvidos no presente
trabalho. Adotaram-se os PLs associados ao teorema do limite inferior, com uma linearizagao
interna do critério de Mohr-Coulomb em 16 planos.

Para a obtengdo dos valores do fator de carga Fr por meio da andlise elastopléstica,
utilizou-se o programa PLAXIS que emprega um modelo elastopldstico do tipo Mohr-
Coulomb e lei de fluxo associada (Brinkrarave & Vermeer, 1998).

Os valores correspondentes fornecidos pelo método de equilibrio limite convencional e
apresentados na tabela 2, foram obtidos Farias et al., (2002). Estes autores fizeram uso do
programa SLOPE/W (Geoslope, 1994) e tomaram como base de comparacao o Fator de
Seguranca Fyp do Método de Morgenstern-Price. Eles adotaram as superficies de ruptura
circulares para as quais o programa SLOPE/W procura automaticamente a superficie critica.
Utilizando o mesmo programa computacional, os referidos autores também obtiveram os
valores de fator de seguranca Fg, pelo Método Ordindrio de Fellenius, o fator Fpgjs
encontrado por meio do Método de Bishop e o fator Fj,, determinado pelo método de Janbu.

Analisando os valores do fator de carga de colapso, apresentados na tabela 2, conclui-se
que os resultados obtidos estdo todos muito proximos, com uma diferenga maxima de 8,3%.
A comparagdo dos resultados fornecidos pela analise limite e por equilibrio limite mostra que
os valores fornecidos por equilibrio limite sdo em geral superiores aos valores fornecidos pela
andlise limite. Esta diferenca nos resultados encontrados pode ser explicada pelo fato de que,
na verdade, as solu¢des de equilibrio limite ndo sdo nem limites inferiores nem limites
superiores da carga de colapso.
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Quando se comparam os resultados obtidos pela anélise plastica limite com os resultados
fornecidos pelas outras andlises, observa-se que, de modo geral, a maior proximidade
existente € com a andlise elastoplastica, com uma diferenca méxima de 4,2%.

O fato de que os resultados da andlise elastopldsticos sdo ligeiramente inferiores aos
valores fornecidos pela andlise plastica limite confirma as observacdes de Farias & Naylor
(1998), os quais afirmam que, na andlise elastopldstica, muitos programas de elementos
finitos apresentam dificuldades de convergéncia quando a carga estd muito proéxima da carga
de ruptura. A menor diferencga entre os diversos valores fornecidos pelos métodos ocorre no
talude com altura h igual a 10m e inclinac¢do 1V:2H.

Conclui-se ainda que os valores do fator de carga de colapso pléstico obtidos tanto pelo
modelo misto de elementos finitos quanto pelo modelo hibrido sdo muito préximos sendo a
diferenga maior para o talude 1V:1H.

Tabela 2 - Fator de carga de colapso encontrados por meio dos modelos de equilibrio limite,
andlise elastoplastica e andlise plastica limite.

Fator | ALTURA h=5m | ALTURA h = 10m
MODELO EMPREGADO de
1V:1H | 1V:2H | 1V:1H 1V:2H

Frel 3,130 | 3,210 1,564 1,607

Fgis 3,130 3,210 1,564 1,607
Fyan 3,073 3,060 1,533 1,547
Fum.p 3,133 3,210 1,570 1,608

Equilibrio Limite

Andlise Elastoplastica Fr 2,892 3,009 1,449 1,504
Analise Plastica Limite (Hibrido) |A 3,000 3,168 1,500 1,585
Analise Plastica Limite (Misto) A 2,971 3,165 1,486 1,583

Na Figura 6, mostram-se as distribuicdes das taxas de deslocamentos para o talude com
altura igual a 5m, obtidos com o modelo hibrido de elementos finitos. Deve-se observar que o
mecanismo encontrado estd contido dentro do dominio do problema o que indica a pouca
influéncia das condi¢des de contorno.
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30

(e)

Figura 6 - Distribuicdes das taxas de deslocamentos para o talude com altura igual a 10m
discretizado com as malhas: (a) Q1, (b) Q2, (c) Q3, (c) Q4, obtidos com a biblioteca
grafica OpenGL.

6 CONCLUSOES

A adog@o dos modelos hibrido de elementos finitos no presente trabalho, foi motivada
pelo fato destes modelos apresentarem na sua formulacdo as equacdes de equilibrio e
compatibilidade de forma independente, o que possibilita a montagem dos PLs estatico e
cinemadtico para realizar a andlise pldstica limite por meio da programacido matemadtica. Uma
motivacdo adicional é que o elemento finito hibrido quadrilitero de quatro nds ¢é
provavelmente o elemento bilinear mais preciso para uma ampla gama de problemas de
tensoes e deformacdes planas (Zienkiewicz & Taylor, 1995).

No estudo de estabilidade de talude, pdde-se enfatizar uma vantagem importante do
modelo hibrido de elementos finitos em relagdo ao modelo misto. Para se obter uma solucdo
factivel para o problema de estabilidade de talude, utilizando-se o elemento finito misto, é
necessdrio adicionar condi¢des de contorno de tensdes na regido onde o solo ndo possui
condi¢Oes de contorno essenciais definidas. No caso do modelo hibrido de elemento finito, as
condicdes de contorno de tensdes sdo satisfeitas naturalmente na formulagdo do elemento,
devido a introduc¢do da varidvel primaria de deslocamento na superficie do elemento.
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