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Resumen. En este trabajo se ha implementado un esquema numérico que permite estudiar problemas
elasto-viscoplasticos isotérmicos en metales sometidos a grandes deformaciones como sucede en el pro-
ceso de forjado o extrusion. Esto se ha realizado empleando un elemento triangular, definido por tres
nudos con solo grados de libertad de traslacion y donde la evaluacién del gradiente de deformacién es
funcién de la geometria de los elementos adyacentes. Esta aproximacién en deformaciones impuestas so-
bre un tridngulo lineal, permite evitar los inconvenientes que produce el bloqueo volumétrico debido al
flujo plastico is6coro y ademads facilitar la implementacion de algoritmos de contacto para tener en cuenta
la accion de las herramientas. Se han analizado sélidos isétropos empleando un cédigo con integracién
explicita de las ecuaciones de gobierno, aplicando una Formulacién Lagrangiana Actualizada asociada
a un modelo elasto-viscopldstico unificado basado en la descomposiciéon multiplicativa del tensor de de-
formaciones. Los resultados muestran un buen desempeifio, tanto de la aproximacién en deformaciones
impuestas como del algoritmo elasto-viscopldstico generalizado propuesto, y ademds se desprende que
el esquema propuesto resulta eficiente y preciso cuando se lo aplica al estudio de casos industriales.
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1. INTRODUCCION

En la actualidad un gran porcentaje de los procesos de conformado pléstico de metales se
realizan en caliente a temperaturas muy superiores a la de referencia o temperatura ambiente.
Solo una pequeiia cantidad de geometrias resultan susceptibles de ser conformadas en frio (tem-
peratura de referencia o ambiente), y en particular se trata de ejes o piezas cilindricas que im-
plican cambios geométricos simples. El andlisis de estos procesos de conformado pléstico en
frio, involucra aspectos complejos como el flujo pléstico is6coro, importantes cambios en la
geometria y contacto con las herramientas. Sin embargo, el analisis se vuelve aun mas comple-
jo cuando se considera a la temperatura como variable puesto que, ademds del acoplamiento
termo-mecdnico, los metales muestran un fuerte comportamiento viscoso a temperaturas su-
periores a un tercio de la temperatura de fusiéon. El comportamiento viscoso del material hace
necesario recurrir a modelos elasto-viscopldsticos si se desea caracterizar correctamente el com-
portamiento del metal durante la simulacién de conformado. Mas aun se deben modificar los
algoritmos de contacto a fin de evitar elevadas tensiones espurias entre piezas y herramientas.

En estas aplicaciones se requiere de fuertes discretizaciones y resulta mds versatil el uso de
elementos de bajo de orden de interpolacién con grados de libertad con sentido fisico claro
(desplazamientos) para facilitar la interpretacion de los resultados. En dos dimensiones esto
conduce a elementos triangulares lineales o cuadrilateros bilineales, sin embargo estos elemen-
tos muestran bloqueo volumétrico en problemas de deformaciones finitas. Ademads en el caso
de tridngulos es necesario un malla muy fina si se desean obtener resultados precisos. En el caso
del elemento cuadrildtero bilineal las formulaciones para aumentar la eficiencia y robustez del
mismo han tenido una evolucion importante, lograndose elementos que no bloquean en prob-
lemas cuasi-incompresibles o con mallas gruesas. Las diferentes aproximaciones desarrolladas
en cuadrilateros comprenden desde la adicion de modos incompatibles, la integracion reducida
o selectiva, el método B-barra, e inclusive las formulaciones mas modernas en deformaciones
impuestas y/o mejoradas. Como ejemplos de estas mejoras se pueden citar los trabajos de Simo
y Rifai (1990), César de Sa y Natal Jorge (1999), Armero (2000) y las referencias que alli se
mencionan. Mientras que en el caso de tridngulos se han desarrollado aproximaciones que in-
troducen grados de libertad que no son desplazamientos, formulaciones mixtas o hibridas, y
también formulaciones F-barra dentro de las cuales se enmarca este trabajo. Algunos trabajos
en esta drea son los de Felippa (2003), Zienkiewicz et al. (1998) y Souza Neto et al. (2003).

Ademads aun sin considerar el cambio en la temperatura (proceso isotérmico), cuando el pro-
ceso de conformado se realiza a temperaturas elevadas la viscosidad juego un rol importante en
el proceso. El trabajo de Chaboche (2008) presenta una valiosa revision de los modelos constitu-
tivos asociados al comportamiento viscopldstico de los materiales, en dicho trabajo se presenta
un modelo generalizado asociado a deformaciones plésticas pequefias y moderadas, que sin em-
bargo puede ser extendido a grandes deformaciones plésticas sin perder su validez. En el trabajo
de Chaboche (2008) la generalizacion de la teoria constitutiva para incluir los efectos de la vis-
coplasticidad surge de la eleccion de un potencial viscopldstico que es funcién de una tension
equivalente (ej.: von Mises, Hill, etc.) a partir de la cual se puede obtener una funcién monoténi-
ca que describa el comportamiento del pardmetro de consistencia viscoplastico. Los modelos de
Perzyna (1966), Lemaitre (1971) y Ponthot (2002) pueden obtenerse como un caso particular
del modelo viscoplastico generalizado o unificado propuesto por Chaboche (2008). Sin embar-
go esta generalizacion no es la tinica posible, otros modelos donde se unifica el comportamiento
plastico y viscoso se diferencian por la eleccion de distintas funciones para la viscosidad y en
particular por la forma de evaluar del endurecimiento cinemadtico (el cual resulta imprescindible
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en los casos donde la carga no es monoténica o es ciclica), entre estos modelos unificados se
tienen los que han sido desarrollados a partir de los trabajos iniciales de Miller (1976), Bod-
ner y Partom (1975), Robinson (1978), Cernocky y Krempl (1980) y Delobelle (1988). Hay
que destacar también que existen otros tipos de teorias constitutivas no generalizadas, como
ser: (a) division de las deformaciones ineldsticas en la suma de deformaciones plasticas mas
deformaciones de creep que resultan independientes entre si, (b) teorias basadas en multiples
mecanismos de deformacion y multiples criterios de evolucion de las variables que definen el
modelo constitutivo, o (¢) modelos consitutivos con transformaciones macro-micromecanicas.
El trabajo de Chaboche (2008) presenta y compara brevemente algunos de estos modelos.

Este trabajo resulta de la extension de otros dos, Castellé y Flores (2006, 2008), en donde
se empled un elemento triangular cuya geometria se define por tres nudos con solo grados de
libertad de traslacion y posee la caracteristica de que la evaluacion del gradiente es funcion
de la geometria de los elementos adyacentes. En este trabajo se han analizado sélidos isétro-
pos bidimensionales empleando dicho elemento triangular y un modelo elasto-viscoplastico
basado en la descomposicién multiplicativa del tensor de deformaciones, bajo una formula-
cion Lagrangiana Actualizada como la propuesta por Garcia Garino (1993), la cual disminuye
la cantidad de operaciones a nivel elemental y mejora la eficiencia computacional. El modelo
de viscoplasticidad que se ha empleado aqui estd basado en el modelo clasico de plasticidad
dependiente del tiempo propuesto por Perzyna (1966, 1971). Este modelo elasto-viscopldstico
unificado fue adaptado inicialmente por Ponthot (2002) a una teoria constitutiva hipoeldstica, y
posteriormente en los trabajos de Ponthot et al. (2005) y Garino et al. (2006) se ha extendido al
modelo elasto-pléstico hipereldstico basado en la formulaciéon Lagrangiana Actualizada men-
cionado anteriormente a fin de incorporar los efectos viscosos a la plasticidad de una manera
generalizada.

El contenido de este trabajo se resume a continuacion. La Seccién 2 presenta el algoritmo de
integracidn viscoplastico, para lo cual previamente se presentan las hipdtesis cinemdticas que
se desprenden de la descomposicién multiplicativa del tensor gradiente de deformaciones y las
caracteristicas del modelo elasto-viscoplastico unificado. La Seccién 3 por su parte presenta una
metodologia de cdlculo del pardmetro de consistencia viscoplastico en su forma mds general
cuando la evolucién del mismo estd definido por una ecuacién no-lineal. Luego la Seccién 4
presenta someramente la aproximacién en deformaciones impuestas empleada en este trabajo.
Los resultados obtenidos con este modelo elasto-viscopléstico generalizado se presentan en la
Seccion 5. Por ultimo la Seccion 6 contiene un compendio de las conclusiones que surgen a
partir de este trabajo.

2. ALGORITMO DE INTEGRACION ELASTO-VISCOPLASTICO
2.1. Hipdtesis asociadas a la descomposicion multiplicativa

Se considera un sélido en su posicion original o indeformada, ocupando un dominio {2 en
el espacio R? y cuyo contorno queda definido por I'y. Si resulta posible definir una funcién
¢ (X, t), que relacione en todo momento la configuracién de referencia €2y con otra cualquiera
(), a la cual se puede denominar actual o deformada, entonces es posible definir el tensor gradi-

ente de la deformacién como:
_ 0p(X,1)

1

X )
El modelo cinematico empleado en este trabajo surge de la descomposicion multiplicativa

del gradiente de deformacion F de acuerdo a Lee (1969), en sus partes elastica F¢ y plastica FP

F
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de la forma:
F=F¢-FP 2)

en donde se supone que la parte pldstica no modifica el volumen (flujo plastico isécoro) de
modo que det (F?) = 1y det (F) = det (F°¢) = J.

El modelo presenta una evidencia fisica muy clara, similar a los que sucede en el anélisis
de monocristales. Ademas como resultado de los trabajos actuales en el drea microestructu-
ral este modelo goza de una elevada aceptacion, y por este motivo se lo extiende al andlisis
de solidos policristalinos. El principal inconveniente radica en que esta descomposicion queda
exactamente definida salvo una rotacién de cuerpo rigido, inconveniente que origind impor-
tantes controversias en el pasado. Actualmente se acepta que la ecuacion (2) es suficiente para
definir sin ambigiiedades la descomposicion multiplicativa en el caso de materiales is6tropos,
que de hecho es el tipo de material que se estudia en este trabajo. Ademads en este trabajo no se
considera el acoplamiento termo-mecénico y el proceso es isotérmico, sin embargo a diferen-
cia de los trabajos precedentes Castelld y Flores (2007, 2008) en este caso la plasticidad no es
independiente del tiempo.

Figura 1: Esquema de configuraciones empleado en las relaciones cinemadticas y en la inte-
gracion de la ecuacion constitutiva.

La Figura 1 presenta un esquema de las configuraciones involucradas cuando se aplica la
descomposicién multiplicativa. En esta figura se observa la inclusién de una configuracion adi-
cional denominada configuracion intermedia (denotada por '€),), la cual tiene la caracteristica
de ser una configuracion libre de tensiones.

El algoritmo elasto-viscopldstico que se emplea en este trabajo surge a partir de los tra-
bajos de Ponthot (2002); Ponthot et al. (2005) y Garino et al. (2006), los cuales representan
una extension del modelo de plasticidad independiente del tiempo propuesto por Garcia Garino
(1993) al dominio de la viscoplasticidad. Al igual que en el caso elasto-plastico, el problema
con plasticidad dependiente del tiempo se descompone en dos: un problema elédstico donde las
variables viscopldsticas no cambian (predictor elastico) y un problema viscoplastico donde el
estado eldstico se mantiene sin variaciones (corrector viscopldstico), de modo que la resolu-
ciéon de ambos es equivalente a la solucién del problema original. En el modelo viscopldstico
empleado en este trabajo se pretende mantener las ventajas del algoritmo de Garcia Garino
(1993), asociadas a una eficiente integracion de la ecuacién constitutiva a nivel elemental. Este
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modelo elasto-viscopléstico considera ademds una regla de flujo asociativa con endurecimiento
isétropo.

2.2. Modelo elasto-viscoplastico propuesto

En el caso del problema clasico de viscoplasticidad se puede generalizar la cinemadtica a
partir de la descomposicion aditiva de:

e=e"+e"” 3)
d=d°+d"” 4)

en donde el supraindice ()*” hace referencia a la contraparte viscopléstica, de las componentes
plasticas de la deformacién e” y de la velocidad de deformacién d”.

A diferencia del caso de plasticidad independiente de la velocidad de deformacion, la tension
efectiva & no estd restringida a permanecer dentro del dominio definido por la superficie de
fluencia, es decir no es necesario cumplir 6. < o,. Por el contrario, es posible encontrar una
sobretension que se define como:

d= (0 —o0y) (5)

siendo () la funcién de Mac Auley que implica (x) = (z + |z|) /2, y donde claramente el
proceso ineléstico tiene lugar cuando d > 0. Para este problema se plantea un modelo del tipo
Perzyna definido por la regla de flujo:

d” = (¢ (d,n))n (6)

donde 7 es la viscosidad del material. La estructura de la ecuacién (6) sugiere que la funcién ¢
juega un papel similar al pardmetro viscopldstico v*P.

La viscoplasticidad cldsica admite una interpretacion alternativa, pues la misma representa
la regularizacién de la plasticidad independiente del tiempo. Se puede demostrar que los mo-
delos viscoplasticos de este tipo, resultan en un funcional de penalizacién regularizado con un
pardmetro de penalizacién 1/n > 0, que actda sobre la funcién de maxima disipacién pléstica
(de acuerdo con la propuesta de Simo y Hughes (1998), pag. 106).

En el trabajo de Ponthot (2002), se reemplaza el pardmetro de consistencia por una funcién
de la sobretension definido como:

eep § 0 — 0y "
o(d,n) =" = 9 <7] <€vp>1/"> (7)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (6) y (7), puede verse que:
d"”? = 4""n (8)

y de (8) podemos obtener la velocidad de deformacion viscopléstica equivalente como:

/2 2 5 — "
&P = gdvp - dvp = \/;;va — <—U Uly/n 9)
n (e’r)

La ecuacién (9) permite establecer una nueva expresién para la ecuacidon de restriccion
elasto-viscoplastica, la cual puede escribirse como:

f=5 =0, (™) —n ()" (@) (10
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Esta ultima ecuacidn es una generalizacion del cldsico criterio de Mises-Huber para el caso
de materiales con plasticidad dependientes de la velocidad de deformacion. El criterio clasico
de von Mises puede obtenerse haciendo 1 = 0 (material sin efectos viscosos). Por otra parte si
7 = 00 entonces se tiene un material eldstico para todo el rango de deformaciones.

La funcién viscosa elegida, tltimo término de la ecuacién (10), corresponde a una combi-
nacion de la ley de creep secundaria (una relacion potencial entre la velocidad de deformacién y
la tensién) y la ley de creep primaria (una relacién potencial entre la deformacién y la tension),
lo cual da lugar a una relacién potencial multiplicativa muy fécil de implementar. Ademas como
se observa en el trabajo de Lemaitre (1971) los parametros del material que definen esta forma
multiplicativa pueden determinarse de manera practica y sencilla, y el modelo muestra buenos
resultados aun en grandes deformaciones al menos para cargas cuasi-monotonicas crecientes.

2.3. Algoritmo de integracion elasto-viscoplastico

Antes de presentar el algoritmo de integracion se muestran algunos detalles de la cinemética
asociada a las configuraciones observadas en la Figura 1. Si se desea obtener la actualizacion
de una determinada configuracién, por ejemplo una configuracién anterior ¢, a partir de la
aplicacién de un desplazamiento incremental u,,, se tiene:

Xn+1 = Pn+1 (X) = ¥n (X) +u, [9071 (X)] (1T)

donde la nueva configuraciéon geométrica estd referida a la configuracién anterior conocida
©n (X), y al igual que los desplazamientos actuales wu,, son datos, por lo cual resulta trivial
la obtencidn de la configuracion actualizada. Y de acuerdo con la Figura 1 y la ecuacién (11),
se puede obtener el gradiente de deformacion total en el paso actual F,,;; como:

axn+ 1
0X

y por otra parte aplicando la regla de la cadena:

Fn+1 = = [1 + Va:nun] F, (12)

OXpi1 . O0Xp 41 0%y
oX 9k, 0X

Fn+1 = = fn+1Fn (13)

Se observa también que el gradiente relativo f,, | resulta ser:

ox,
fo= 20t g Fl=14V,u, (14)
0x,,

La formulacién propuesta por Garcia Garino (1993) emplea la inversa del gradiente de de-
formacion relativo £, y se calcula este tensor directamente con la ecuacion:

0%,
n+1 =

=1-V, u, 15
Txs n (15)
donde (15) se puede obtener a partir de (12). En este trabajo la inversa del gradiente relativo se
obtiene como:

—1 — ]NI 16)

n+1 Xn Kn+1 (
y resulta claro que se deben evaluar las derivadas de las funciones de forma en cada paso de
tiempo. Por otra parte el gradiente de deformacion total en (13), puede obtenerse de igual ma-
nera como:

Fop1 =x, N (17)
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donde las derivadas se evalian un sola vez respecto de la configuracion de referencia.

La formulacién empleada en este trabajo se corresponde con un esquema Lagrangiano Ac-
tualizado (FLA), y el algoritmo estd basado en el propuesto por Garcia Garino (1993). A partir
de la descomposiciéon multiplicativa del tensor gradiente de las deformaciones, considerando
(2) y (14) se tiene:

P =F P = (B ) = £,0F) (18)

y a partir de esta dltima expresion es posible obtener la parte eldstica del tensor de Finger segun:
e ial etri etrial\ —1 — e — _

[bn—l-l Trd (Fn:-ail]) (Fn:—;lﬂ) = fn‘H T (bn 1) fn‘H ! (19)

El tensor elastico de prueba (frial) de Almansi puede calcularse empleando el tensor de
Finger (19) a través de la siguiente ecuacion:

. 1 ria
et =5 [1 - bfa ™)™ 20)

y con este se puede obtener el tensor elastico de prueba de Kirchhoff de acuerdo a:
T = Ktr (e51") 14 2udev (ef1) 21)

en donde, considerando que dev (efI +1) = dev (bfL o ) la parte desviadora de la tension
de Kirchhoff queda definida por:

gl_?_ll = 2Mdev ( Z:r_iaill) _ —udev <[b2+1 }trlal> (22)

Se comprueba si el estado de carga es plastico, a partir de la ecuacion de Mises-Huber, que

para este caso tiene la forma:
2 o
forr = llsll =4/ 50, (€”) = d <0 (23)

siendo s la parte desviadora del tensor de tensiones de Kirchhoff, o, (¢*?) es la ley de fluencia
del material y e” el pardmetro de endurecimiento.

Si no se sobrepasa la superficie de fluencia (f?] = f(st, eP) < 0), el estado es eldstico
con lo cual pueden adoptarse las deformaciones (20) y las tensiones (21) como el estado re-
sultante. En caso contrario, si }{f‘l > (), es necesario corregir el estado eldstico de prueba de
acuerdo al esquema de la Figura 2.

A partir de la regla de flujo definida en (8), en donde n = % es la direccion del flujo pléstico
en la configuracion actual (ver Figura 2), el cambio en la parte viscoplastica del tensor derecho

de Cauchy-Green se puede definir como:
CP = 24 (4*Pn) = 27PN (24)

donde ¢* implica una transformacion del tipo pull-back para expresar la regla de flujo respecto
a la configuracidén original, y esta ecuacion (24) puede discretizarse con un esquema en difer-

encias finitas: oL Cop
S = 25N 25)
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trial
Sn+1

~ -
N mm-

Figura 2: Representacién conceptual del esquema de retorno radial para el modelo J; elasto-
viscoplastico.

esta expresion puede reescribirse en variables espaciales, haciendo uso de una transformacién
del tipo push-forward a la que indicaremos con ¢,, y resulta:

$.Cly = 0.CP +29""n, 4 (26)
En variables espaciales, el primer término ¢, C,", | puede expresarse como:

¢*Cn+1 n+17TCn+1 n+171: Z+171 (27)

Por otra parte, para el segundo término ¢.C’?, se calcula de manera similar empleando para
ello el tensor gradiente de la deformacion total en el paso de tiempo actual (F,, 1) y aprovechan-
do su relacioén el tensor gradiente de deformacion relativo (f,, ;) resulta:

$.C = F,y TCPF, ! (28)
con lo cual, de acuerdo a (19) se tiene:

6.CF = £ DG 00

. e  —17trial
- [ n+1 ]

Entonces el esquema de actualizacion del tensor eldstico de Finger en variables espaciales se
puede definir a partir de las ecuaciones (26), (27) y (29), obteniéndose:

e — e rial
Co = e T+ 290, (30)

a partir de la cual puede corregirse el tensor eldstico de Almansi:
. 1 _ e trial
€ni1 =35 [1—b5, 7] = (1) =2y, (31)

Aplicando la ecuacién (22) en la (30) resulta:

—udev( n+171) = —pdev ([ Z+171}mal> + 207" 41

o tl‘ldl
Sn+1 = Snt1 — 207 P Nn

(32)
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que es la ecuacion que permite actualizar las tensiones desviadoras. El tensor de tensiones de
Kirchhoff actualizado queda definido adicionando a la ecuacion (32) la parte volumétrica de las
tensiones de modo que:

Toi1 = Ktr (€5,1) 1+ Sp41 (33)

Considerado que la regla de flujo es asociativa, ecuacion (9), la evolucién del pardmetro de
endurecimiento viscopldstico esta definido por:

el | — e’ 2
svp . ntl n_o_ “ L op 34
€= A 37 (34)

2
en1 = e+ \/;7”” (35)

El parametro de consistencia viscoplastico v*?, puede obtenerse a partir de la funcién gene-
ralizada de Mises-Huber definida en (10), empleando las definiciones (32), (34) y (35), resulta:

y simplemente:

Flv ria ria 2 v
Fyr) = \/[S;Hll — 207"Pny ] ¢ [8U — 2pyvPny, ] — 3 [0y ()] 41 + (36)

5 1/n 2 P 1/m
—n e+ \/jyvp \/j T
3 3 At
esta ecuacion es una expresion no lineal en v*? y puede resolverse facilmente a través de algin
método iterativo.
A partir de las definiciones previas, la forma débil de las ecuaciones de balance en la confi-
guracion de referencia actualizada puede escribirse como:

ST = / [Bear - 7] d€2, + 61l = 0 (37)

donde e,y es el tensor de deformaciones de Almansi (23) definido a partir de la parte eldstica
del tensor de Finger.

3. EVALUACION DEL PARAMETRO DE CONSISTENCIA

En el caso més general, cuando los tres pardmetros que definen el endurecimiento viscoplés-
tico toman los valores tipicos de los metales y aleaciones en condiciones de conformado plas-
tico, la ecuacion no lineal (36) debe ser resuelta por algin método iterativo y la opcion mas
adecuada resulta un método del tipo Newton-Raphson dado que es una ecuacion no lineal es-
calar.

Considerando que la variable independiente es el pardmetro viscopldstico 7“7, la ecuacion
resulta:

f (")
f (")
por lo tanto es necesario conocer la derivada primera f_ " = df/dy"P de la funcién de fluencia

respecto al pardmetro de consistencia viscopldstico. Recordando la ecuacion (32), se puede
derivar cada término de esta ecuacion de manera separada.

(38)

P _ VD
’7n+1 = Tn
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Si se tiene en cuenta que el tensor direccion del flujo plastico estd definido como n,; =

tl‘ldl trial
n+1/ H S

r trlal Sglj}l trlal sgﬁll %
fo=1{ |sw1 — 217" H | b Sng1 — 20" H | (39)
n+1 n+1
= [[swiall —2
y la derivada del primer término en (36), resulta:
dfy
dyr —2p (40)

La parte de la ecuacion asociada a la evolucion de la superficie de fluencia, resulta general-
mente una funcién de la deformacion viscoplastica efectiva e””? de acuerdo a:

- 2
fa= _\/;Uy (e™) (41)

aplicando la regla de la cadena, su derivada respecto del pardmetro de consistencia resulta:

df_g B 8f2 oe'?
dyr  Qevp Oyvp

(42)
y considerando (31), entonces:

dfy 2 do, 2
= Y =_24 43
dyvp 3 devp 3 “43)

Esta ecuacion puede evaluarse facilmente si se conoce como varia la tension de fluencia
del material en funcién de la deformacién viscoplastica efectiva. En el caso de endurecimiento
is6tropo lineal, esta derivada resulta simplemente la pendiente de endurecimiento A’.

Por tltimo en el caso del término asociado al comportamiento viscopldstico la derivada re-
sulta simplemente la de una multiplicacién de funciones potenciales, por lo tanto siendo el

término:
1/n 1/m
. 2 2P
= — vp —~YP - 44
F ”(en e ) (V;At) 4

la derivada del mismo es:

_ 1/n 1/m
dfs d (., \/5 , 24P
=— v =7 —— 45
dryvp n dryvp (en + 37 3 At * (43)
1/n 1/m]
2 d 2 VP
— vp =P =7

y resulta:
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df. 2 [2 5 N\ e\
S _ _ 1202 v Zvp z
dyvp g n\/; (6” * 3/ ) (\/;At> +
1/n (1—m)/m
2 1 2 [2yr
— (e /i) — /2 /2 46
<e" T3y ) mAt\/;<\/;At> (46)

La expresion final para la derivada de la funcién de fluencia generalizada, considerando las
ecuaciones (40), (43) y (46), resulta:

df

_ 5 5 5 5 (1-n)/n QIYUP 1/m
— o ZA |22 e )iy - 47
T S n\/;<6”+ 37> (\/;At> N
1/n 1-m)/m
5 L [\ O
= [P+ /2P z 21
3 mAtY 3 3 At

y p
f
i
N
_ S~
i+1 AN
23
N
N vp
\ \\ y
Ay N
\\S =
vp vp vpy tria
yi yi+2 (yi+

Vh= (0" 2

Figura 3: Esquema iterativo de Newton-Raphson combinado con biseccién para evaluar el
parametro ~y*?

de modo que el incremento se puede evaluar a partir de las ecuaciones (32) y (47) segun:

w_ (")
NS (") )
y el nuevo valor resulta:
vp \ trial vp vp
()™ =" = o (49)

Copyright © 2010 Asociacién Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



4210 W. CASTELLO, F. FLORES

es importante destacar que este nuevo valor debe cumplir con la restriccion (71” fr’l)ma] < P,
el cual surge del caso limite cuando el problema es elasto-plastico y los efectos viscosos son
nulos. Si se observa la Figura (3) esto implica la necesidad de emplear un método de biseccion
de manera de devolver al valor de prueba (%" v 1) "4l al entorno de validez del algoritmo. Teniendo
en cuenta esto entonces, el nuevo valor resulta:

(’yz}fl ) trial N (’}/,Z]fl) trial < ,-)/P

L g— . .
71—0—1 (’Yﬁ_)l)mal /2 N (’Yﬁ_)l)trlal > ’Yp

(50)

en (50) se aplica biseccién tantas veces sea necesario de manera que ;7 € [0,77] y el
parametro plastico puede obtenerse segun:

- 3ftria1
T T b 24

Existe un caso particular cuando la viscosidad puede considerarse independiente del endu-
recimiento (n = oo) y el comportamiento viscopléstico es lineal con respecto a la sobretension
(m = 1); para este caso es posible encontrar una expresion analitica cerrada para evaluar el
parametro viscopldstico y resulta:

(1)

3 ftrial
6 +2 (A + L)
de la comparacion de las ecuaciones (51) y (52), se observa que en este caso se recupera el
problema elasto-pléstico con un coeficiente de endurecimiento ficticio A* = A" + n/At.

~VP (52)

4. APROXIMACION EN ELEMENTOS FINITOS

La eficiencia de la aproximacién en deformaciones impuestas que se utilizé en este trabajo,
ya ha sido probada con éxito en otros trabajos anteriores Castell6 y Flores (2007, 2008) y
en las referencias que alli se mencionan. Esta aproximacion consiste en la aplicacién de un
elemento triangular de bajo orden de interpolacion y cuyos grados de libertad son tinicamente
los desplazamientos. El punto de partida en esta aproximacion es discretizar el dominio con
elementos triangulares de tres nodos, pero a diferencia de la aproximacion convencional en
tridngulos lineales, la evaluacion de las deformaciones en cada tridngulo se hace teniendo en
cuenta la geometria de los tres elementos adyacentes. Asi entonces se tiene una parcela de
cuatro elementos, un elemento central sobre el cual se desea evaluar la deformacién y tres
elementos adyacentes a los lados del elemento central de acuerdo a la Figura 4. Se observa en
esta figura que se mantienen los vértices del elemento central en el espacio isoparamétrico, sin
embargo puede verse la existencia de los tres elementos adyacentes.

Entonces en la Figura 4 se observa que la parcela de elementos triangulares queda definida
por seis nodos y de esta forma, si bien se parte de elementos triangulares lineales de tres nodos,
se llega a una aproximacion cuadrética cuyas funciones de forma no son estdndar. Las funciones
de forma y los detalles de la aproximacién pueden verse en los trabajos Castellé y Flores (2007,
2008).
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(a) (b)

Figura 4: Parcela de elementos triangulares. (a) Coordenadas espaciales. (b) Coordenadas nat-
urales.

5. RESULTADOS NUMERICOS

En este apartado se presenta un compendio de los resultados obtenidos con la formulacién
propuesta en los parrafos precedentes, se han analizado sélidos en pequeiias y grandes deforma-
ciones elasto-viscoplésticas y se ha hecho especial énfasis en problemas de deformacién plana.
Los resultados obtenidos a partir de la aproximacion propuesta en este trabajo se identifican con
las siglas TR2D.

5.1. Placa traccionada con un agujero

Este problema ha sido propuesto originalmente por Alfano et al. (2001), aunque en este
trabajo se han empleado los resultados de Garino et al. (2006) a los fines de comparacién. La
Figura 5-a muestra la geometria del problema, la cual consiste en una placa de 36 x 20 m con
un orificio central de 5 m de radio. El material tiene las siguientes propiedades mecdnicas: un
modulo elastico £ = 210 GPa, un coeficiente de Poisson v = 0,3, una tensién de fluencia
o, = 240 MPa y un médulo de endurecimiento is6tropo A’ = 0 (sin endurecimiento). M4s aun
se ha considerado un modelo viscoplastico lineal del tipo de Perzyna, conn = ocoym = 1;y
se han considerado distintos médulos de viscosidad del material 7.

Aprovechando la simetria del problema solo se ha modelado un cuarto de la placa, de acuerdo
con lo que se observa en la Figura 5-a, y se han utilizado 576 elementos triangulares segin se
muestra en la Figura 5-b.

5.1.1. Pequeiias deformaciones

Para lograr deformaciones pequefias se han desplazado los extremos de la placa una longitud
d = 0,05 m, y se han considerado en este caso tres distintos valores de n = 1 x 10% 1 x
10'2; 1 x 10'°. La Figura 6-a muestra una comparativa de los resultados obtenidos en pequefias
deformaciones, y se observa que las curvas para los casos limites muestran una importante
concordancia en los resultados. Puede notarse también que para valores bajos de n = 1 x 102 el
problema esta dominado por lo efectos plasticos, mientras que para elevados valores de n = 1 x
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d e— 10 m—=
A I N S

18 m

d (@ (b)

Figura 5: Placa plana con un agujero en deformacion plana. (a) Geometria de andlisis para el
caso de la placa con un agujero. (b) Malla de elementos triangulares empleada en el andlisis.

10% el problema es dominado por los efectos viscosos comportdndose como eldstico perfecto.
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Figura 6: Curva de carga vs desplazamiento. (a) Pequefias deformaciones. (b) Grandes defor-
maciones.

En la Figura 6-a puede observarse ademas que existen diferencias para el caso viscopldstico
donde el valor de n = 1 x 10'2 resulta intermedio. Estas discrepancias pueden deberse posible-
mente a la aproximacion elemental empleada en el elemento TR2D, que es muy diferente a la
utilizada en los trabajos de Garino et al. (2006) y Ponthot et al. (2005).

Por otra parte la adopcidn de valores de viscosidad muy elevados, con el cual se recuperaria
el caso eldstico perfecto, conlleva a la aparicidon de inestabilidad de origen numérico, més pre-
cisamente oscilaciones que favorecen la aparicién de zonas con deformaciones viscopldsticas
espurias. Se ha detectado que estas inestabilidades desaparecen cuando se disminuye el paso de
tiempo de integracién de las ecuaciones de movimiento, o bien si se quita energia al sistema
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empleando algin método de amortiguamiento de la respuesta.

5.1.2. Grandes deformaciones

En este caso los extremos de la placa se han desplazado una distancia mucho mayor que el
caso anterior, d = 2 m, y se han considerado solo aquellos casos que resultan de interés para
el andlisis de problemas industriales. En los problemas industriales, de acuerdo al trabajo de
Lemaitre y Chaboche (1994) los metales pueden exhibir valores de viscosidad 7 del orden de
1 x 102 MPa s hasta 1 x 10'° MPa s, mientras que n varia entre 2 para materiales muy viscosos
hasta 100 para materiales con elevada fluidez, por dltimo en el caso del exponente m varia entre
2y 50 lo cual define el comportamiento de endurecimiento por deformacion.

En consecuencia se han ensayado dos casos de grandes deformaciones, tomando los limites
propuestos en el trabajo de Lemaitre y Chaboche (1994) los cuales son = 1 x 10% hasta =
1 x 10'°. Los resultados obtenidos pueden verse en la Figura 6-b, los cuales se han comparado

con los obtenidos en el trabajo de Garino et al. (2006) y puede verse que se ajustan a los valores
esperados.

LT

WMMH/’IIII

waaaa

ZaVANANR\ANN N
A ANNN ? NN

(a (b)

Figura 7: Deformadas de la placa en deformacion plana. (a) n = 1 x 10%. (b) n = 1 x 10'°.

La Figura 7 muestra las deformadas de la placa con un agujero en deformacién plana, con-
siderando los dos valores limites del coeficiente de viscosidad 7. Comparativamente con el
trabajo de Garino et al. (2006) estas deformadas son muy similares, mds aun puede observarse
en la Figura 7-a que en el caso de 7 = 1 x 10? (cuasi elasto-pléstico) la placa muestra una zona
de estriccién muy marcada, mientras se puede ver en la Figura 7-b que cuando n = 1 x 10 el
comportamiento se asemeja mas a un caso eldstico (sin la zona de estriccion).
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5.2. Cilindro con presion interna y externa

Este problema fue propuesto inicialmente por Bonnet y Mukherjee (1996) y también ha sido
resuelto por Liang et al. (2007) empleando un método basado en elementos de contorno (BEM).
La Figura 8-a muestra la geometria del cilindro con un radio interno R = 1 y un radio externo
R = 2, se ha aprovechado la simetria para modelar y analizar solo un cuarto del mismo. La
presiones interna y externa tienen la misma magnitud, alcanzando un valor p = 0,01 cuando el
tiempo resulta ¢ = 0,1. El modelo de elementos finitos empleado para el analisis consta de 72
elementos triangulares.

El comportamiento del material estd definido por un médulo de corte ;1 = 1 y un coeficiente
de Poisson v = 0,3. Desde el punto de vista pldstico, se asume endurecimiento isétropo seguin
la siguiente ley o, (") = 0,002 + 0,002 - €*?. El material propuesto en los trabajos de Bonnet
y Mukherjee (1996) y Liang et al. (2007) responde a una ley viscopldastica potencial lineal, la
cual es equivalente a tomar en el caso de este trabajo un coeficiente n = co (sin endurecimiento
multiplicativo), m = 1 (viscosidad lineal respecto de la sobretensién), y ademds se evalian dos
coeficientes de viscosidad 7 = 1 x 1071° (para recuperar el caso elasto-pldstico) y n = 100 (el
cual resulta elevado si se observa la relacion pi/1).

Equiv. Plastic Strain

4.975E-07
4.970E-07
4.965E-07
4.960E-07
4.955E-07
4.950E-07
4.945E-07
4.940E-07
4.935E-07
4.930E-07
4.925E-07

(b)

Figura 8: Cilindro con presion interna y externa en deformaciones viscoplasticas. (a) Geometria
y malla de elementos triangulares. (b) Distribucion de deformaciones plasticas equivalentes.

Si bien el modelo elasto-viscoplasticos del trabajo de Liang et al. (2007) es similar al propu-
esto en este trabajo, no es precisamente el mismo, y teniendo en cuenta que el método empleado
para resolver el problema en ese trabajo es distinto al empleado aqui, no debe esperarse que los
resultados sean iguales. Por otra parte en el trabajo de Bonnet y Mukherjee (1996) se ha de-
terminado la solucién analitica para el caso elasto-pléstico, pero no presenta resultados para el
caso elasto-viscoplastico.

La Figura 8-b muestra la distribucion de las deformaciones elasto-viscoplasticas en el cilin-
dro, obtenidas con el esquema presentado en este trabajo para el caso n = 1 x 102,

La Tabla 1 muestra un resumen de los resultados obtenidos, y se los compara con los trabajos
de los autores mencionados. En el caso elasto-pldstico no existen discrepancias, sin embargo en
el caso elasto-viscopldstico existen diferencias importantes entre los resultados obtenidos. Se
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debe destacar que en la medida que se aumenta el coeficiente de viscosidad 7 se aproxima cada
vez mds al caso eldstico perfecto, y por lo tanto la deformacién viscopléstica equivalente debe
tender a cero, bajo esta hipdtesis el resultado obtenido en este trabajo parece mds cercano a la
realidad dado que el cambio entre n = 1 x 1071% a5y = 1 x 102 es importante.

Tabla 1: Comparativa de resultados para el cilindro con presion interna y externa.

n=1x 10719 (cuasi B 5
Resultados elasto-pldstico) n=1x10
Solucién Exacta Bonnet y o — 4
Mukherjee (1996) = 7,6864 > 1070 -
BEM Liang et al. (2007) e’ = 7,6861 x 1074 e’ = 17,1374 x 1074
TR2D (este trabajo) e’ = 7,6865 x 1074 e’? = 4,9750 x 1077

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha implementado un elemento en deformaciones impuestas con solo grados
de libertad de desplazamiento, capaz de lidiar con algunos problemas tipicos en el andlisis de
deformaciones finitas como son el bloqueo volumétrico y la factibilidad de incorporar algorit-
mos de contacto de manera sencilla. El elemento ha probado ser de suma utilidad en problemas
con cambios importantes de la geometria de andlisis, mejor aun si se emplea remallado adapta-
tivo segin se ha demostrado en el trabajo previo de Castellé y Flores (2008) y las referencias
que alli se citan.

En este trabajo se ha adicionado a este elemento un modelo constitutivo unificado, capaz de
tener en cuenta los efectos viscosos ademds de la plasticidad de una manera generalizada. Este
modelo resulta facil de implementar, ya que solo adiciona una funcién con los términos viscosos
al modelo constitutivo basado en la descomposicién multiplicativa propuesto originalmente por
Garcia Garino (1993). La funcién viscosa elegida surge de una forma potencial multiplicativa,
de facil implementacién y que resulta valida aun en grandes deformaciones como se desprende
del trabajo de Ponthot (2002), y mas aun cuando se considera que en el conformado de metales
las cargas son cominmente monotdnicas crecientes. Hay que destacar que el modelo actual solo
contempla endurecimiento isétropo, pero puede extenderse sin mayores inconvenientes a fin de
tener en cuenta el endurecimiento cinemaético.

Se han analizado sélidos bidimensionales en deformaciones elasto-pldsticas con muy pe-
quefia viscosidad y deformaciones elasto-viscopldsticas con viscosidad dominante, los resul-
tados muestran concordancia con los obtenidos por otros autores. En regimenes cercanos a la
plasticidad, es decir cuando los efectos viscosos son despreciables, los resultados se ajustan con
mucha precisién en la mayor parte de los trabajos consultados durante la realizacién de este
estudio. Por otra parte cuando los efectos viscosos no resultan despreciables, o mas aun cuan-
do son dominantes en el comportamiento del material, los resultados presentan discrepancias.
Estas discrepancias dependen no solo del modelo constitutivo empleado por otros autores, si no
que ademas resultan ser funcidn de la aproximacion elemental elegida y de la forma en que se
integran las ecuaciones de movimiento que gobiernan el problema.

Los resultados muestran ademads que bajo ciertas condiciones, con valores muy elevados de
la viscosidad, el esquema de solucion presentado en este trabajo presenta oscilaciones espurias.
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Sin embargo hay que destacar que los valores de viscosidad a los que se presenta este problema
no son relevantes desde el punto de vista de las aplicaciones industriales. Se han estudiado estas
oscilaciones y su origen, y aunque los estudios no son concluyentes parecen estar asociados
a la aproximacion numérica empleada. Como consecuencia las oscilaciones en los resultados
desaparecen cuando se emplean pasos de tiempo mas pequefios durante la integracion explicita
de las ecuaciones de gobierno del problema.
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