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Resumo. O estudo de vibractes é de grande interesse na literatura. Neste trabalho considera-
mos uma viga fixa-livre com amortecimento e de comprimento L, modelada segundo a teoria
paravigas de Euler- Bernoulli. Anexamos na extremidade livre da viga dispositivos tipo massa,
mola e amortecedor. A andlise modal é utilizada na obtencdo dos modos e das frequéncias
naturais da viga. O estudo € realizado a partir de uma formulac&o em blocos, e a solugdo da
equacdo modal é escrita em termos da base dindmica, gerada pela solucdo de uma equacéo
diferencial de quarta ordem. A resposta for¢ada da viga pode ser escrita em termos de uma
integral de convoluc&o que envolve a resposta fundamental.

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



4248 R. DALCIN COPETTI, D. MIGOTTO, D. DE ROSSO TOLFO

1 INTRODUCAO

Para escrever a equacéo da viga usando a teoria de EulenBiesigumas consideracoes
devem ser feitas, por exemplo, ignora-se a distor¢ao caysad cisalhamento e pela inércia
rotacional. Assume-se que o0 material € elastico, que a vigar®génea, que as secdes planas
permanecem planas apos a deformacdo e a curvatura da viguénpe Ginsberg 2002,
(Gorman 1975, (Kelly, 2006, (Raq 2007). O estudo de vibracbes de vigas tem sido estudado
por varios autores, entre ele$yaguleswaran2002, (Vu et al, 2000, (Gurgoze and Erol
20009, (Oliveto et al, 1997. A maior parte dos modelos apresentados na literaturantia i
o termo de amortecimento na equacado, embora qualquer aifitsoop possua amortecimento.
O problema com amortecimento torna-se complexo uma vez @umlese modal conhecida
como classica ndo desacopla a equacao original, consequamtt o método da superposicao
modal padrao ndo pode ser utilizado para avaliar a respostmita. Neste caso, € necessario
estabelecer novas condi¢des de ortogonalidade para osm@dmétodo utilizado aqui para
obtencdo dos modos de vibracao foi introduzido gaukazan2009, onde é realizada uma
formulacdo em blocos, a qual pode ser aplicada a vigas codigé@s de contorno classicas e
nao classicas e também em vigas segmentadas. A obtencdmdos érealizada a partir de
uma equacao diferencial de quarta ordem, cuja solucaoiteemtrtermos da base fundamental,
(Claeyssen and Tsukazabh990, (Claeyssen et gl1999. A analise dindmica de sistemas
mecanicos frequentemente envolve o calculo de autovalquesneste caso é facilitado pela
escolha da base fundamental que torna as matrizes mais&spaibase fundamental € gerada
pela resposta fundamental de um problema de valor inicigldeta ordem.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Neste trabalho consideramos uma viga Euler-Bernoulli coraratimento e de compri-
mentoL, como mostra a FidL, (Yang and Wy1997).
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Figure 1: Viga fixa-livre com dispositivos em x=L

O deslocamento transversal da vigé, =), incluindo o efeito do amortecimento é dado por

Pw(t,r)  Ow(t, ) 0w
pA BT +o 5 +E1%—0, 0<x<L, (2)

onde
m = pA, p densidade A area da secéo transversal

k= EI, E mbdulode Young I momento de inércia de area
o coeficiente de amortecimento viscoso
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As condic¢des de contorno referentes ao problema sao

w(t,0) =0, w,(t,0) =0,
Wer(t, L) =0,  Elwg,,(t, L) = Mwy(t, L) + Cw(t, L) + Kw(t, 1),

onde a massa//, a constante de amortecimento viscaSoe a constante de rigidez da mola,
K representam os dispositivos anexados na extremidadelbwega.

3 ANALISE MODAL

Vibracoes livres podem ser obtidas assumindo que as salpeia {) sdo da forma
w(t,z) = eMX(2), z€10,L]
de modo que obtemos uma equacdo diferencial ordinaria dtagqrdem dada por
XW(z) —e*X () =0, z€][0,L], 2)

onde
el=—(a+ M)\, a=— e fB=—

e com condi¢des de contorno dadas por

X(0)

0, X'(0)=0,
XN(L) — 7

EIX"(L) = (MXN + CX+ K)X(L). (3)

A solucdo parad) pode ser escrita convenientemente em termos da kdseyésen and
Tsukazan199Q Claeyssen et 11999,

®(z) = [h(z) W (x) B (x) K" (2)], (4)
isto &,
X (x) = c1h(x) + coh/(x) + esh”(z) + cyh” () = P(2)C, (5)
ondeC é um vetor de ordent x 1 de componentes, ¢, c3, ¢4, € h(z) € denominada solucdo
fundamental, solucéo do problema de valor inicial

—0,
0, h(0) = 0, h"(0) = 1. (6)

As condigbes de contorno da viga em= 0 e as condig¢des iniciais da equagéo que envolve
a solucédo fundamentab), implicam quecs; = ¢4 = 0 e portanto a equacdo modal) fica
reduzida a
X(x) = e1h(z) + coh/(z).

Condigdes de contorno classicas ou ndo-classicas podescsigaena forma

AHX(
A12X(
Ag X (
Agpn X (

O) + BHX/(O) + CHX”(O) + DHX/”(O) = 0,
0) + B1oX"(0) + C12X"(0) + D12 X"(0) = 0, -
L) + Bng,<L) + Cng”(L) + Dngm(L) - O,
L) + BQQX’(L) + CQQX”(L) + D22X”’<L) - O
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Substituindo ) em (7), obtemos um sistema linear dependente de
U\C =0, 8)

para o vetoiC = (cy, ¢, c3,c4) de ordemd x 1. A matrizi{ = B € de ordeml x 4, B é a
matriz que carrega informacgdes acerca das condi¢des dmicomte ordem x 8 e € a matriz
formada pela base de solugbes nos extremes) e x = L, de ordens x 4.

Solugdes ndo nulas pard) cao obtidas a partir da equacéo caracteristica

detl/) = 0.

Uma formulacdo matricial em blocos para as matrizes dasigiesl de contorn@, em
x = 0,8, emz = L, e para a matriz da base de solu¢cdedada por 4), pode ser escrita na

forma 1000 0 01 0
50:(0100)’ BL:(—AQM_AC_KOOEI)
e
Z,((:U)) Z:/((x)) ZZ/((SE)) h;’}’l ((:c))
(I)(x) = h”(ZE) h”’(w) e4h(x) €4h/(ZL‘)
h///(x) 64h(gj) e4h,(x) E4hN(-T)
ou

(54 o (3)

onde®(0) e &(L) sdo as matrizes da base de solugbesem0 ez = L, respectivamente, e
as matrize®, denotam matrizes nulas de ordeém 4.
Resolvendd/ = B®, emx = 0 ex = L, obtemos

0 0 0 1
0 0 1 0
R'(L) h"(L) €*h(L) h(L) |’
Ly Loy L Ly
onde

Ly = —(\>M +\C+ K)h(L) + EIR" (L),
Ly = —(\’M +XC + K)W(L) + eEIh(L),
Ly = —(A*M +\C + K)W'(L) +<EIN (L),
Ly = —(NM+XC+ K)h"'(L)+eEIh"(L).

4 RESPOSTA FORCADA

Embora todos os sistemas fisicos possuam amorteciment@liaeadindmica destes sis-
temas, esta longe de ser completamente entendida. Uma &emglise modal convencional
nao é diretamente aplicavel a sistemas distribuidos aoiote ou que envolvam condi¢gbes
de contorno nao-classicas, € necessario estabelecec@esdie ortogonalidade para as auto-
funcdes, que desacoplem a equacao original do sistema.
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Consideremos a equacao diferencial modal de quarta oi2)epafa os modose j, respec-
tivamente

X"(@) —elXi(x) =0,  X(x) —elX;(x) =0, (9)
onde - -
4 4
g = —(a+ NN, g5 =—(a+N0)N, a=_o e ﬁzﬁ.

Multiplicando a primeira equacéo emd) (or X;(z), a segunda pak;(z), integrando d® a
L, e usando as condicdes de contor8p ¢btemos

X, (L) W +f0 Z» (v)dx — &} fo ()X (x)dr =0,
X;(L) m —I—fo j X; x)dm —54 fo ()X (x)dz = 0.

Em (Copetti et al.2010 foi considerado o caso com = K = 0 e C' # 0. Neste trabalho,
para a obtencéo das condi¢des de ortogonalidade, comamsfa= K = 0, isto é, a condicéo
de contorno ), é dada po?7 X""(L) = MA?X(L). Nestas condi¢des equagdo acima é dada
por

FrANXG(L )+ fo i ( (z)dz — &} fo () X;j(z)dz = 0, (10)
2ENXG(L )+ fo j (z)dx — £} fo ()X (x)dx = 0,

subtraindo a segunda equa(;aoﬂé) da primeira, e depois de algumas manipula¢gdes obtemos
a primeira relacéo de ortogonalidade:

[0+ m(\i + \;)] /0 ’ Xi(2)X;(z)dz + (A + A\)MX:(L)X;(L) = 0.

Multiplicando a primeira equacao erid) por )\f., a segunda pok? e subtraindo uma da
outra, obtemos a segunda relagéo de ortogonalidade:

L p y i) L
/ EIX] (2)X] (x)dx + 222 a/ X;(2)X;(x)dx = 0.
0 J )\’L + )\] 0

A equacao do movimento da viga Euler-Bernoulli dada em Fiyjeita a uma forcad’(t)
pode ser escrita como

2 4
0 zgii z) | Oawg;» z) | E]% — Ft)d(z —L), 0<z<L, (11)

onded(x) denota a fungéo Delta de Dirac.
Supondo uma solucéo, aproximada por séries, ddjala forma

~ D Xi(@)m(t) (12)

e substituindo emi(1), obtemos

SOIELX™ (2)n,(t) + mXo(2)i + o Xi(2)i(8)] = F(£)d(z — L).

i=1
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Multiplicando a equag&o acima pdf;(x), integrando dé) a L e usando as condi¢fes de
contorno e ortogonalidade, obtemos

- M Xi(L)X;(L) . N L - X;(L)
D T o) ey O =3I ) = FO Y e e

j=1 j=1

comi=1,...,n,j =1,..,n. Aequacdo acima pode ser escrita na forma

Miji(t) + Cii(t) + Kni(t) = F(t), (13)
onde DX
=14 M5 AR =
M + 23 T Xom) X, () C=2,
— _ AN o _Ft)n X))
K= )\i—l—)]\j m’ ‘/T(t) T om Ei:l fOL Xi(ai)Xj(ac)dx'

A solucao de 13) pode ser escrita em termos de uma integral de convolu¢éa,is

) = B (0) + B0 + [ h(t — 1) F(r)dr

sendoy;(0) en;(0) as condicdes iniciaisk(t) € a resposta impulso ou solugdo fundamental do
sistema 13).

5 SIMULACOES

Foram realizadas varias simula¢des variando os valorés d€ e C. Para efeitos de valida-
¢cao, apresentamos na Tabelas resultados para os o0s primeiros cinco (5) autovalooddidos
através do método proposto e para os autovalores obtidg¥gmy and Wy11997).

Parametros da viga usados nas simula¢géds= 1, pA = 16 ec = 1.6. Valores para os
dispositivos anexadosem= L : M =4,C =4, K = 8.

Nas Figs2 e 3, sao representados os quatro primeiros modos de vibragagadtxa-livre,
Xi(x), i = 1,2,3,4, com os dispositivos em = L = 1, juntamente com o respectivo modo
de vibracao da viga fixa-livre classica, ou seja, sem diiposianexados.

] Método Proposto | (Yang and W11997) |
-0.27051682+1.14514090“ -0.2705+1.14511
-0.13567314+4.492960001 -0.1357+4.4930I
-0.08964396+13.258553861 -0.0896+13.2586I
-0.07271319+26.887470891 -0.0727+26.88771
51-0.06472743+45.429328181 -0.0647+45.42971

Table 1: AutovaloresX) da viga com amortecimento viscoso e dispositivos em x=L.

AW NP
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2 o SEGUNDO MODO

nnnnnn

PRIMEIRO MODO 15

x ' 1 .1 ©gsoouoso Fixa-livre sem dispositivos
M=4,C=4,K=8emx=L

nnnnnnn Fixa-livre sem dispositivos
M=4,C=4,K=8emx=L -2

05

Figure 2: Primeiro e segundo modos de vibrag&o da viga conmelspositivos em x=L

QUARTO MODO
TERCEIRO MODO

o
45/ osoooooo Fixa-livre sem dispositivos
M=4,C=4,K=8emx=L 2

nnnnnnn Fixa-livre sem dispositivos
M=4,C=4,K=8emx=L

Figure 3: Terceiro e quarto modos de vibracéo da viga com edggositivos em x=L

6 CONCLUSOES

Neste trabalho foi considerada uma viga fixa-livre EuleraBatli com amortecimento vis-
coso e dispositivos, tais como massa, mola e amortecimam®ados no extremo livre da viga.
Foram estabelecidas condi¢des de ortogonalidade queriftaiquelas usadas na analise modal
classica, uma vez que o problema envolve amortecimentosase condicées de contorno nao
classicas. Utilizou-se uma metodologia em blocos e a bagenilta para escrever a solugéo
da equacdo modal, a qual simplificou os calculos na obtergfiawtovalores. A eficiéncia do
método proposto é justificada quando comparado com osadeslta literatura.
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