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Resumen.El método conocido comBoundary Knot MethodBKM) es una técnica que no requie-
re de malla para resolver numéricamente problemas de ecuaciones difesean derivadas parciales.
Este método ha sido aplicado exitosamente en la solucion de diversos preblerfisica matematica
e ingenieria. En un trabajo reciente fue propuesta la utilizacion del BKM anédisis de estructuras
viscoelasticas. Sin embargo, para algunos problemas estudiados ulted@s obtenidos con el BKM
han sido significativamente diferentes de los obtenidos utilizando otrasasc¢radicionales de analisis
estructural, como el método de los elementos de contorno. El elevado ndensandicion observado en
las matrices de coeficientes de los sistemas lineales del BKM sugiere quectapalisias observadas
son causadas por los errores producidos en la resolucion de ettosasisineales. Resultados prelimi-
nares obtenidos con herramientas que permiten trabajar con mayor preoisiiiman esta hipotesis. En
este trabajo se describe la utilizacion de varias técnicas de regularizaoi@habjetivo de mejorar los
resultados buscando disminuir los errores numéricos producidos esolagién de los sistemas lineales
del BKM, consiguiendo resultados dispares.
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1. INTRODUCTION

En los ultimos afos los métodos sin malla para la soluciénisiensas de ecuaciones en
derivadas parciales han ganado la atencion de la comunidatifica. Estos métodos evitan
el gran esfuerzo computacional asociado a la generacidm mella utilizada por los métodos
clasicos como el Método de los Elementos de ContoBou(dary Element Metho@EM) o
el Método de los Elementos FinitoBilite Element Method=EM). La generacion de la malla
en problemas de geometria compleja es usualmente muy apsspecialmente en problemas
donde el remallado es necesario, como ocurre, por ejemmiaapones de precision o cuando
la aplicacion requiere definir contornos moviles, como avbj@mas de contornos libres en
dindmica o en aplicaciones de optimizacién de formas.

En la formulacién de los métodos sin malla es comun el uso deduog de interpolacion
como los basados en Funciones de Base Radediél Basis FunctionsRBF). Los métodos
RBF constituyen una poderosa herramienta de aproximaciérobiemas de multiples varia-
bles Buhmann2003. Utilizando una solucion particular radial de la ecuadércampo, desde
aqui en mas llamada funcion radial de Trefftz, es posiblenefn método RBF especializado,
gue en conjunto con la técnica de colocacion constituye uondoésin malla, pues sélo nece-
sita definir un conjunto de nodos en el contorno del dominigodablema para interpolar la
solucion.

El primero y mas conocido de estos métodos RBF es el Método dgolasiones Funda-
mentalesethod of Fundamental SolutiongFS), introducido poKupradze(1964). El MFS
ha sido reconocido como un método de gran precision y a ladgdamente convergente. Sin
embargo, el MFS requiere definir un contorno artificial enxéégor del dominio fisico del
problema, lo que constituye una tarea para la cual, a pesiasdgandes esfuerzos realiza-
dos Cisilino y Sensalg2002 Alves, 2009, no existe todavia un algoritmo a la vez éptimo y
suficientemente eficiente para viabilizar su utilizaciomaelo general.

En los dltimos afios han aparecido algunas técnicas quaneslitaso del contorno artifi-
cial. Por ejemplo, el método conocido coBoundary Knot MethodBKM), introducido por
Kang et al(1999 y porChen y Tanak#§2002. Este método ha sido aplicado exitosamente para
resolver diversos problemas de fisica, matematica e iaganipor ejemplo problemas de vi-
braciones de placagéng y Lee 2001), Problemas de Poisso€lijen et al.2005, problemas
de Helmholtz no homogéneodirt y Zheng 2005, etc. Recientemente ha sido propuesto para
el analisis de estructuras viscoelasticas@anelas y Sensa(@010.

En el caso del analisis de estructuras viscoelasticas, senséatado que los resultados ob-
tenidos con el BKM para algunos ejemplos son significativaendiferentes de los obtenidos
utilizando otras técnicas tradicionales de analisis esiral, como el BEM. El elevado nimero
de condicion observado en las matrices de coeficientes daskesnas lineales del BKM su-
giere que las discrepancias observadas son causadas pooles producidos en la resolucion
de estos sistemas lineales. Resultados preliminares dbteoon herramientas que permiten
trabajar con mayor precisién confirman esta hipoteSenglas y Sensgl@010. De hecho,
los sistemas lineales mal condicionados son una carditerisherente al método BKM, asi
como también a otros basados en funciones RB&nQ et al. 2009. Por esta razon, algunos
procedimientos de regularizacion han sido estudiados lcoijetivo de minimizar los errores
producidos en la solucion de los sistemas lineales. En eld@ldMFS pueden citarse los traba-
jos deRamachandra(2002, Chen et al(2006 y Wei et al.(2007), en el caso del BKM puede
ser citado el trabajo dé/ang et al(2009.

Las herramientas de regularizacion generalmente se basks ¢ecnicas de Descompo-

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXIX, pags. 4431-4444 (2010) 4433

sicion en Valores SingulareSifigular Value DecompositioisVD), incluyendo restricciones
adicionales al problema original. De esta manera se resualnuevo problema compuesto por
el planteo original y una componente adicional de regudaran. Generalmente, ambas partes
relacionadas mediante un coeficiente que permite prigitdgicomponente de regularizacion
o el problema original en si mismo. En este trabajo se abadgmimera instancia, las técni-
cas de regularizacién directas, como son: la regularinad@Tikhonov, Minimos Cuadrados
con Restricciones Cuadraticdse@st Squares with a Quadratic ConstraihSQC) y las va-
riantes de SVD: SVD truncaddiuncated TSVDTSVD) y SVD amortiguadol@amped SVD
DSVD) y Minimos Cuadrados Totales Truncaddstél Truncated Least SquateBTLS). Pos-
teriormente se tratan los métodos de regularizacion ikesatomo: la variante de Método del
Gradiente ConjugaddCpnjugate Gradient MethgdCGM), actualizacion de factores QR con
bidiagonalizacion de Lanczotdast Squares QR.SQR) y Métodor. En todos los casos se
evalla la aplicabilidad de las técnicas a los sistemas messen el BKM, asi como la elec-
cion de los parametros utilizando la Curva-L, la ValidacionZadda Generalizad&gneralized
Cross ValidationGCV) y el criterioQuasi Optimality

La estructura del articulo se describe a continuacion. Betzion2 se describe la ecuacion
de campo en viscoelasticidad armonica. La descripcion éebado BKM se pueden encontrar
en la Seccio. En la Seccior se presentan y explican los métodos de regularizacion tragen
gue en la Seccioh se resumen los distintos experimentos realizados paraagak técnicas.
Por ultimo, en la Seccid, se resumen las conclusiones arribadas durante el trakegdigeas
de trabajo futuro planteadas.

2. LA ECUACION DE CAMPO EN VISCOELASTICIDAD ARMONICA

La forma general de la ecuacion elastodinamica para migkiscoelasticos en el dominio
del tiempo esChristensen1982):

ch(t, )« VV - u(z, ) — ci(t,-) * V x V x u(x,-) + bz, t) = iz, 1), (1)

donde *" denota el operador viscoelastico:

F )= [ renFhmar, @

u(z,t) es el vector desplazamiento en el puntp en el tiempa, b(z, t) es la densidad de las
fuerzas de volumen actuando en el cuerpo, y, para la aproidmaincrénica Pipkin, 1972
Sensale et g1200)),

1—v

B = g e Y ©
C%(tf)* = mRE(tv')*> (4)

son, respectivamente, la velocidad de las ondas P y S alad@dres el coeficiente de Poisson,
p es ladensidad Rx(t, -) es la funcion de relajacion del materi@lristensen1982).

Para problemas arménicos, la descripcion de la ecuacidéardpaes obtenida aplicando la
transformada de Fourier a la ecuacion elastodinamica esnahib del tiempo. Para fuerzas de
volumen nulas el resultado puede ser expresado como:

eH(W)VV - ti(z,w) — ca(w)V x V x a(r,w) + wt(z,w) =0, (5)
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dondew es la frecuencia angular, la barra sobre el vector desplamgondenota la variable
transformada y

9 B 1—v o
CP(OJ) - (1 i V)(l o ZV)pE ( )7 (6)
Cg(w) = mE*(W% (7)

donde el mddulo complejé*(w) es la transformada de Fourier d&:(t,-) (Pipkin, 1972
Sensale et g12001). Modelos fraccionales de Boltzmann o Kelvin pueden seizatibs para
definir £*(w) (Schmidty Gaul 2002 Canelas y Sensgl2010. En este trabajo el siguiente
modelo es utilizado para definir el médulo complejo:

E*(w) = (1+2iB)E, (8)

dondeFE es el médulo de Young del materialdyes conocido como el factor viscoso de amor-
tiguamiento.

3. EL METODO BKM

La idea fundamental en cualquier método de Trefftz es laxapicion de la variable de
interés, en este caso el campo de desplazamientos, porigesizion de un nimero finito de
funciones, cada una de ellas solucién de la ecuacion de caampogénea. Para problemas de
viscoelasticidad armoénicos, la aproximaciog del campo de desplazamiento®n el método
descrito poiCanelas y Sensa{@010 es

N
uy(r,w) = Zﬁ(x,xj,w)aj, 9)

J=1

dondez es un punto en el domini@ del problema y losV puntosz; son fuentes fijas lo-
calizadas en el contorn@2. La funcion de Trefftzu, que proporciona una matriz de tama-
fio 2 x 2 en el caso bidimensional, tiene simetria radial con resp@ta fuenter;, es decir,
w(z,rj,w) = u(r,w) donder = ||z — z;||. La expresion de: es descrita en la Secci@l
Los vectoresy; constituyen las incognitas del metodo.

Al igual que las funciones radiales de Trefftzy satisface la EcH), es decir,

eHr(W)VV - upy(z,w) — c5(w)V x V X uy(z,w) + w?uy(z,w) = 0. (10)

Varias alternativas existen para imponer las condicioeesdtorno. En el método de colo-
cacion se requiere de la satisfaccion de las siguientesieces:

un(zj,w) =u(r;,w), Va; € 0,, (11)
pn(zj,w) =p(zj,w), Vz;€09,, (12)

donde al lado izquierdo de las Ec41) y (12) estan las aproximaciones correspondientes al
desplazamiento dado por la E8) { su fuerza de superficie asociada. Al lado derecho de las
Ecs. (11) y (12) se representan las condiciones de contorno conocidafdsaqll) y (12)
pueden ser escritas utilizando la E®). ¢omo:

N
=1
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dondeq; contiene las incognitas del término nimeérde la expansion de la EQ)( En el caso
en quex; € 08y, K;; = u(z;,z;,w) ey, = u(z;,w). Siz; € 08, K;; = p(x;,xj,w) e
y; = p(z;,w). Elmétodo BKM resuelve el sistema lineal de la E®)(para obtener la solucion
aproximada dada por la EQ)(

3.1. Funcién radial de Trefftz

La expresion de la funcién radial de Trefftz propuesta@anelas y Sensa{@010 en nota-
cion indicial es:

1 dr Or
gy = e 14
Uy, 2mp |:¢5£k X oz, &EJ ; (14)
donde las funcioneg y y son:
(r) =172 [kprJi(kpr) — ksrJy(ksr) + kir® Jo(ksr)] (15)
x(r) =r"? [2/€p7”J1(kpr) — k3r? Jo(kpr) — 2kgrJy (ksr) + k%?“ZJo(kST)} , (16)

donder = ||z — ||, los nUmeros de onda sép = w/cp(w), ks = w/cs(w), y J, denota la
funcién de Bessel del primer tipo y ordenLa fuerza de superficie sobre un plano de normal
n, correspondiente la funcion radial de Trefftz de la Hd)(es

s L (9 X\ (s O O _ 20 ( 00"
Pex = 21 ar r *on e@xk r 0xy F Jxy On

dx Or Or or % oy Ox x\ Or
oot (5 2) (55 D)o @

4. METODOS DE REGULARIZACION

Cuando se resuelve un sistema lineal de la foma= b, A € C"*", b € C™, se busca
el vector soluciéne € C™ tal que el residue = b — Ax, es nulo o por lo menos tiene norma
minima. Sin embargo, si el sistema es mal condicionado @rexguierrores en las componentes
de A ob conducen a grandes errores en la soluaiytas estrategias tradicionales (eliminacion
Gaussiana, factorizacion LU, CGM) pueden conducir a redostompletamente erréneos y
es en estos contextos que se utilizan las técnicas de riegoian.

El objetivo de las técnicas de regularizacién no es encountra solucione que satisfaga
Ax = b, sino buscar un equilibrio entre minimizar la norma deldasir y minimizar la norma
del vectorz — x*, dondex* € C" es una estimacion conocida de la solucion. La técnicas
de regularizacion pueden clasificarse en dos grandes &amilos métodos pertenecientes al
primer grupo se denominan directos, mientras que en losdogtde la segunda familia la
solucion se construye de forma iterativa.

En lo que resta de la seccion se describen someramente fiésatéde regularizacion y se
detallan algunas técnicas para la seleccion de los pa@snéin el trabajo delansen(19983
se puede profundizar en la tematica.

4.1. Meétodos directos de regularizacion

4.1.1. Regularizacion de Tikhonov
La técnica ddikhonov (1963 busca obtener una solucian:

@, = argmin{|| A — b} + ¥ L(z - 2")[3}. (18)

Copyright © 2010 Asociacién Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



4436 A. PELUFFO, P. EZZATTI, A. CANELAS

donde) € R* es el parametro de regularizacion a determifag CP*" es una matriz pre-
viamente definida y* es una estimacion de la solucion. Este problema se pueddaatom-
mo un problema de minimos cuadrados que, para el £ase I, tiene la solucion exac-
ta:x, = (AFA + N\I,,)"'(Afb + \°I,x*), dondeA” denota la matriz conjugada trans-
puesta deA. En esta forma se puede escribir la matdizcomo su descomposiciéon SVD
que esA = UDV*H = 3" wowf dondep = min(n,m), U = (uj,ug,...,up) Y

V = (v, v,...,v,) SON matrices cuyas columnas son ortogondlds! = 1,,, VVZ =1,

y D € C™*™ es una matriz diagonal no negativa dd; = o; > 0. Los valoresr; son llamados
valores singulares dd. Utilizando la descomposicion SVD, la solucion pude seritsde la
siguiente forma:

oy =S 4 (1 fyelate,  donde fi= T (19)

- g; ! U2+)\2
=1 7

41.2. TSVDyDSVD

Las técnicas TSVD y DSVD se basan en la descomposicion SV deatriz A. En la
practica se trabaja con matricdsque desde un punto de vista estrictamente matemético tienen
rango completo. Sin embargo desde un punto de vista num@ecmefnas perturbaciones en
los coeficientes de la matrid modifican el rango de la misma. La técnica SVD remplaza la
matriz A por una matrizA, de rango deficiente de la siguiente forma:

%

k
A, = Zuiai'vH k<n. (20)
=1
lo que es igual a remplazar los valores singulared deenores a;. por ceros, siendo;, u; Y v;
obtenidos por medio de la descomposicion SVD como desgaritmgeccion anterior. Finalmen-
te se procede a resolver un nuevo problema de minimos cusdrag- arg min, | Ayx — b||
cuya solucién de norma minima se puede escribir como:
koo n H
u;' b u;'b

Tp = Z ——v;, o lo que es lo mismo: z;, = Z fi——w,, (21)

=1 i=1 !

dondef; =1 Vi<kyf, =0 Vi> k. Esdecir, se filtra la solucion del sistema, pudiendo
escribir la solucion en funcién dg ( siendo estos los factores de filtrado de la solucién). En el
caso del método DSVD se defirie= — (para el casd. = I,,), quedando la solucién como
se expresa en la EQ2).

" ullb
=) fi- =i (22)
i=1 ¢

4.1.3. LSQC

Esta técnica es similar a la regularizacién de Tikhonov yasalen la resolucion de un
problema de minimos cuadrados. En este trabajo se utiligu@ente formulacion:

xs; = argmin {||L,(x — )|, tal que||Ax — b)|| < ¢}, conL, =1,. (23)
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41.4. TTLS

Este método toma la descomposicion SVD de la matriz compyesfA, b] = UDV!
dondeV e C»+Dx(+1) y particiona la matriz de la siguiente forma:

¥ ‘711 ‘}12 r k v, 1 1-k
V= Vii € CF Vyy € CHXInH17R) 24
( 'Vél 'V'22 ) 9 11 ) 22 ) ( )
dondek es el parametro de truncamiento. Entonces la solucion es:
&, = —Via Vol /| Va3 . (25)

Tiene sentido aplicar este método cuando no hay variaciabesptas en el espectro de los
valores singularedHansen19983.

4.2. Meétodos iterativos de regularizacion
4.2.1. CGMyLSQR

El CGM (Saad 2003 es un método iterativo ampliamente difundido para resobie
temas lineales de matriz hermitica y definida positiva. @gliel método CGM al sistema
AT Az = A"p tiene efectos regularizantes, donde la cantidad de itrasioficia de pa-
rametro de regularizacion.

También es posible obtener un algoritmo hibrido entre uordigo de regularizacion directo
e iterativo. La idea es usar el algoritmo de LancZssl(b y Van Loan1996 para construir la
matriz bidiagonalB,, y en cada paso sustituir la factorizacion QRMBg por un esquema de
regularizacion como por ejemplo utilizando la regulariagacde Tikhonov o TSVD. A este
procedimiento se le denomina LSQR.

4.2.2. Método¥

Este método iterativo, similar al método CGM, converge midigahaente que el anterior pero
es menos sensible al parametro de regularizacion, la eandiel interacciones. Una restriccion
del método es que para obtener convergenci|, tiene que ser levemente menor que uno,
de lo contrario el método divergelénsen19983. Un forma de abatir esta dificultad es usar el
algoritmo de bidiagonalizacién de Lanczos.

4.3. Criterios para la seleccién de parametros de regularacion

Existen distintas técnicas para la eleccion de los parésdte los métodos, a continuacion
se describen algunas de las mas difundidas. Las técnicagulanizacion de Tikhonov, TSVD
y DSVD se valen de parametros para determinar las soluciegesarizadas de los sistemas
lineales que intentan resolver. En general, distintosmoi$ de seleccion de parametros de regu-
larizacidén dan lugar a soluciones diferentes. Debido a gsiparametros constituyen un factor
muy importante para obtener la solucién, en este trabajousban distintos criterios. Entre
ellos destacamos el criterio L-Curve, el GCV y@ulasi Optimality En Hansen(19983 se
ofrece un estudio profundo del tema.

4.3.1. Curva-L

Una de las herramientas mas utilizadas para determinar&ahe#ro de regularizacion es la
Curva-L. Esta herramienta grafica consiste en graficar pdostios\ posibles los valores que
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asume||L(xz — x*)||, contra los de la norma del residiljb — Ax||,. Esto permite visualizar
cuanto se compromete el residuo frente a la norma de la éaluegularizada del problema.
Cuando se grafica utilizando escala logaritmica en cadaenergimente se obtiene una curva
en forma de L, de ahi el nombre del criterio. El paramatoue se utiliza es aquel asociado al
punto de mayor curvatura.

Este criterio es utilizado para elegir el parametren la regularizacion de Tikhonov y en el
DSVD, pero también puede extenderse al caso de pardmetregudarizacion discretos, como
el método TSVD.

43.2. GCV

Este criterio se basa en lo siguiente, si no se tiene en cuargementd; de b, entonces
la solucion regularizada deberia predecir en forma carecocurrido. Esto sugiere elegir el
parametro de regularizacion que minimiza la funcién:

_ Az, — b3
Gev = traza(I, — AAT)’

(26)

dondeA’ es la matriz inversa correspondiente al método de regatida Hansen19983, y
por lo tanto satisfacel’b = x,. El criterio GCV puede definirse para parametros discretos o
continuos.

4.3.3. Quasi Optimality

Este criterio fue inicialmente definido para pardmetroginans, pero bajo ciertas suposi-
ciones se puede extender a parametros discretos. El@sgehasa en minimizar la funcion:

n

N 2
= Z(fi(l—fi)u;b) . 27)

i=1

dzx
d\

-

5. EXPERIMENTACION

La experimentacion se realizé con MatLab como entorno dmjoa utilizando nameros
en doble precisién. Ademas, se empleé el pagRegularization Toolsversion 4.1 KHansen
19981 que incluye la implementacion de las técnicas de regaeion y los criterios de selec-
cion de parametro de regularizacion ya mencionados.

5.1. Caso de prueba

El ejemplo considerado corresponde a una ménsulgOden de altura poB,0 m de longi-
tud sujeta a un desplazamiento vertical uniforme del exdrempotrado. Las propiedades del
material sonG = 0,8 x 10 Pa,v = 0,3, E = 2(1 + v)G, B = 0,05y p = 7800,0 kg/m?.
Los resultados son comparados con el obtenido utilizanpilmgiama QUADPLEH (BEM con
elementos cuadréticos) descrito ®&o(ninguez 1993.

El modulo de la respuesta en frecuencia en el punto mediotteheo libre obtenido con el
programa QUADPLEH y con la versién original del BKM es mostrad la Fig.1. El valorw,
de las figuras corresponde a la primera frecuencia fundadsia viga de Euler constituida
por un material puramente elasticg, ~ 327,6 s ! (Han et al, 1999.
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10

10' b 1 10

,_.
S,

Desplazamiento (m)
g

Numero de condicién

(b)

Figura 1: (a) Resultados originales. (b) Numero de condioidginales

5.2. Evaluacion experimental

En primera instancia se evaluo la aplicacion de la técnicagidarizacion de Tikhonov. En
este sentido en la Fi@. (a) y (b) se presentan los resultados obtenidos con la gédeicTik-
honov al escoger el parametkamediante la Curva-L y GCV respectivamente. Los resultados
observados muestran que la técnica no proporciona una&@okatisfactoria para todo el con-
junto de frecuencias. Los problemas de precision perspsemlas bajas frecuencias donde el
modelo sin regularizacién tampoco arrojaba resultadamégt Sin embargo, utilizando GCV
se puede apreciar cierta mejora en el intervala, = |[0,2]. También se utilizé el criterio
Quasi Optimalitypara determinar el parametkgero no arrojo resultados beneficiosos.

T T
——BEM-R
—+— BKM-1 Reg. TikhonovA .,

T T T
——BEM-R
—+— BKM-1 Reg. Tikhonov A

L-Curve

Desplazamiento (m)
Desplazamiento (m)

(b)

Figura 2: (a) Aplicacion de la técnica de Tikhonov conbtenido mediante Curva-L. (b) Aplicacién de la técnica
de Tikhonov com\ obtenido mediante GCV.

En segunda instancia se abordé la técnica TSVD, escogieag@atlametros con las técnicas
Curva-L y GCV. Estos resultados se resumen en laFi@) y (b) respectivamente. También
se probo corQuasi Optimality no obteniéndose resultados positivos. Notar, que en astest
parametro de regularizacion es discreto y representa @b rde la matrizAy.

La evaluacién de la técnica DSVD utilizando los pardmetmsedjularizacion antes men-
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—BEM-R —BEM-R
—+— BKM-1 Reg. TSVDA ¢ —+— BKM-1Reg. TSVDA,,

10"

Desplazamiento (m)
Desplazamiento (m)

(b)

Figura 3: (a) Aplicacion de la técnica TSVD carobtenido mediante Curva-L. (b) Aplicacion de la técnica TSV
con \ obtenido mediante GCV.

cionadas arrojo los resultados presentados en lagtf#).y (b). Nuevamente utilizando GCV
se logré mejorar los resultados en el intervalo criticode; = [0, 2].

: : : : . . . . . : : :
——BEM-R ——BEM-R
—+— BKM-1Reg. DSVDA_ ¢, —+— BKM-1Reg. DSVD A,

Desplazamiento (m)
Desplazamiento (m)

(b)

Figura 4: (a) Aplicacion de la técnica DSVD cambtenido mediante Curva-L. (b) Aplicacién de la técnica DBV
con \ obtenido mediante GCV.

En la Fig.5 se presenta la gréfica con los resultados obtenidos utlkizén estrategia de
regularizacion LSQR. Estas pruebas no alcanzaron ressltddotadores.

También fueron evaluados las técnicas CGM y Métodarribando a resultados muy ale-
jados de los correctos en todos los casos, por ende no sengidlen los resultados de las
mismas.

5.3. Estudios preliminares

Si bien en la seccion anterior se obtuvieron algunos refst@romisorios, por ejemplo
utilizando la regularizacion de Tikhonov con GCV, en ningasase logré representar en forma
correcta los desplazamientos en todo el rango de frecueooisiderado. Por esta razén, en
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T T T
——BEM-R
—+— BKM-1 Reg. LSQC sujeto a ||Ax-bl|,<

Desplazamiento (m)

Figura 5: Aplicacién de la técnica LSQC.

esta seccién se analizan en forma preliminar algunas egiiatque podrian arrojar resultados
positivos.

5.3.1. Utilizacién selectiva de regularizacion

En la Fig.3 (b) se observa que la solucion regularizada utilizandodai¢a TSVD difiere
en forma importante de la solucion obtenida por el BEM parad#nw/w; = [1,2] U [3,4] U
[8,10]. Para los dos ultimos tramos se observo que el rangb,défiere sustancialmente con el
rango de la matriz original del sistema, por lo tanto unalgesnejora al algoritmo es mantener
el rango de la matriZ si el rango ded,, es menor. En la Fig se presenta la solucién aplicando
la técnica de regularizacion en forma selectiva.

T T T T T T T T T
— BEM-R — BEM-R
—— BKM-1 —+— BKM-1Reg. TSVDAgey

10" 1 10"

Desplazamiento (m)
Desplazamiento (m)

Figura 6: (a) Resultados originales (b) Resultados obtsmaediante la utilizacion selectiva de regularizacion.

5.3.2. Perturbacién diagonal

Una situacion detectada en el estudio realizado, es quedasces poseen gran cantidad
de ceros en la diagonal. Esto se debe a la forma de constnudeifa matriz en la que los
coeficientes son calculados, evaluando una combinaciéal lite las funciones de Bessel. Notar
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que los coeficiente#(;; son funcion de la distancia entre los punigsy z;, y por lo tanto
aquellos de la diagonal son calculados para distancias.nula

En este método se sumoé un vaboa la diagonal principal de la matri& . El objetivo que
persigue esta perturbacion es obtener entradas no nulagdéegbnal y asi intentar disminuir
el numero de condicion de la matriz del sistema y a su vezaflrimenos posible la solucion.
Estas pruebas no han mostrado resultados exitosos.

5.3.3. Utilizacién de mas puntos de campo

Otro problema encontrado al representar el problema fudagumatrices obtenidas tenian
rango numeérico deficiente. Es mas, en muchas secuenciasladango de las matrices decrece
considerablemente. Teniendo en cuenta esta situaciériuzbéesn forma preliminar agregar
ecuaciones a través de puntos de colocacion adicionaleseAsbtienen matrices rectangulares
gue permitieron mejorar levemente los nimeros de condiesto se expresa en la Fig.Sin
embargo, los resultados en cuanto a los desplazamientsiadds no fueron satisfactorios.

15

10

T
— BEM-R

100

Desplazamiento (m)
Numero de condiciéon

7

! I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 7: (a) Desplazamientos obtenidos con mas puntosmpacdb) Numero de condicion con méas puntos de
campo.

5.3.4. Tikhonov con estimacién de la solucién

Otra variacion de las técnicas de regularizacion que fukiada, es el uso de informacion
extra para comenzar la busqueda de la solucion en la téamiegdlarizacion. En particular, el
método de Tikhonov permite ingresar un vector solucioniahi&n este sentido, y teniendo en
cuenta la estrategia de calculo utilizada, que itera erdlises dev, se evalué ingresar en cada
paso como solucién inicial el vector solucién de la frecigencanterior. En la Fig8 se presen-
tan los resultados obtenidos con esta estrategia, esdogéparametro de regularizacién con
las técnicas Curva-L y GCV.

Este experimento es el que arrojo mejores resultados,ipaintente en lo que refiere al
rango mas conflictivo para el método originglw; = [0, 2].

6. CONCLUSIONES

En el trabajo se evaluod la aplicacion de estrategias deaegation a los sistemas lineales
del método BKM para modelar una ménsuladdem de altura poB,0 m de longitud sujeta a
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T T ——— T T T T T T T T
— BEM-R — BEM-R
—— BKM-1 Reg. TikhonovA _c e —— BKM-1 Reg. TikhonovAgcy

10" -

Displacement (m)
Displacement (m)

10°

Figura 8: (a) Tikhonov con estimacion de la solucién usard@urva-L. (b) Tikhonov con estimacién de la
solucién usando GCV

un desplazamiento vertical uniforme del extremo empotrado

Los resultados obtenidos al aplicar las técnicas de ragatadn no alcanzaron niveles sa-
tisfactorios, sin embargo algunos resultados prelimsaoa alentadores en varios aspectos. Se
logré aumentar el rango de las matrices de los sistemazamtilo mas puntos de campo, se
avanz6 en la utilizacion de las técnicas de regularizaandfoena selectiva, aplicando Unica-
mente las técnicas en las zonas duras y se aproximo en fotor@gantente mejor el problema
en el rango originalmente mas problematico al utilizar imfacion inicial para comenzar la
basqueda de la solucion.

Algunas lineas de trabajo futuro incluyen avanzar en l&ation de las técnicas estudiadas
en este trabajo y en particular profundizar en el estudi@dei¢as hibridas. También resulta
interesante el estudio en el manejo de la precisiéon en laetlemeneracion de las matrices,
buscando abatir el problema de generacion de matrices ngo deficiente.
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