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Resumo. O presente trabalho realiza uma combinacdo do Método dos Elementos de Contorno (MEC)
com o Método dos Elementos Finitos (MEF) em andlise bidimensional de soélidos elastostaticos
reforcados, sendo considerados modelos de aderéncia no acoplamento. O Método dos Elementos de
Contorno ¢é adotado para modelar o comportamento do dominio, enquanto que o método de Elementos
Finitos € utilizado para modelar o enrijecedor. Para a formulagdo do acoplamento, um polinémio do
terceiro grau € adotado para aproximar tanto o campo de deslocamentos quanto as rotagfes do
enrijecedor, enquanto que aproximacg@es lineares sdo usadas para representar a forca de contato entre
o dominio e o enrijecedor. Os modelos de escorregamento apresentados sdo lineares e governados em
funcdo do carregamento escrito em termos das forgas de contato e o deslocamento relativo. A partir da
combinacdo entre 0 MEC e o MEF obtém-se uma matriz retangular contendo duas equagdes para o
MEC e uma para 0 MEF. O resultado das equac¢@es algébricas redundantes é eliminado pela aplicacéo
do procedimento dos minimos quadrados. Exemplo ilustra o bom ajuste, mostrando assim a
potencialidade da formulagdo do acoplamento entre os dois materiais, considerando modelos de
aderéncia ou n&o.
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1 INTRODUCAO

Em projetos de Engenharia Estrutural a simulagdo numeérica possui um papel de crescente
impor tancia. Isto pode ser atribuido ao rapido avanco de poderosos computadores e de softwares
de qualidade resultando na diminuicdo do custo da simulagdo computacional comparado aos
elevados custos e/ou dificuldades praticas dos experimentos. Porém, para complementar ou até
mesmo substituir experimentos, a simulacdo deve ter um elevado grau de eficiéncia, preciséo e
confiabilidade. Esse elevado grau de exigéncia pode ndo ser dependente somente do modelo fisico e
matematico que € escolhido para o sistema real que se deseja simular, mas também na escolha da
propria ferramenta de simulacdo, por exemplo, o Método dos Elementos de Contorno, e em
habilidades de utiliza-lo.

Para que seja obtido sucesso na resolucdo numeérica do problema é necessario o completo
conhecimento da ferramenta numérica que estd sendo usada, onde o processo de solucdo
freqUentemente ndo € direto. Varios parametros tém que ser escolhidos, alguns dos quais aumentam
a velocidade no processo da solucéo, enquanto outros podem ndo conduzir a solugdes impossiveis
ou podem resultar em solugdes erradas quando aplicados incorretamente.

Devido & robustez dos dois métodos mais utilizados em problemas de Engenharia, 0 Método
dos Elementos de Contorno (MEC) e o Método dos Elementos finitos (MEF), neste trabalhou
procurou-se aproveitar o que estes métodos tém de melhor a oferecer. Com este objetivo, este
trabalho realiza o acoplamento entre 0 MEC e o MEF. A técnica do acoplamento realizado neste
trabalho é semelhante aos apresentados nos trabalhos de (Botta, 2003) e (Leonel, 2009). A
diferenca € que nos trabalhos de (Botta, 2003) e (Leonel, 2009) foram utilizados elementos de barra
com um Unico grau de liberdade de deslocamento paralelo ao eixo da barra. J& neste trabalho,
utilizam-se elementos com trés graus de liberdade por nos, dois para o deslocamento e um para
rotacao.

A técnica de regularizacdo por minimos quadrados € utilizada neste trabalho devido as diferentes
aproximacdes das grandezas forgas e deslocamentos utilizados no MEF, ocasionando desta forma,
mais equacdes do que incognitas. E o segundo motivo é devido a utilizagdo de mais pontos internos
nos extremos dos enrijecedores com o intuito de suavizar as respostas, gerando assim mais
equacoes

2 EQUACOES BASICAS

Neste item sdo abordadas as equacbes basicas do MEC e do MEF utilizadas no
desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Equacdes de Elementos Finitos

Para modelar os enrijecedores foi utilizado o elemento finito de podrtico modificado. Este
elemento possui trés graus de liberdades por nd e a aproximacdo cubica para as variaveis de
deslocamento e rotacdo é utilizada. Sendo assim, o elemento possui 4 nos sendo que para cada um
dos nos sdo estabelecidas duas translagdes (vertical e horizontal) e uma rotacdo. Foi empregada a
cineméatica geral de Reissner desenvolvida para elementos laminados (Paccola. 2004), ja utilizado
anteriormente por (Wutzow e Venturini, 2004).

Para um ponto qualquer de um portico as componentes horizontais e \verticais dos
deslocamentos séo dadas por:
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Up (X, y) = Ug (X) + 6, (x).y @)

Vo (X, y) =V, (X) @)

Sendo x e y o sistema de referéncia no centro da camada. Para facilitar o entendimento das

expressdes apresentadas nas egs. (1) e (2), a Figura 1 ilustra o deslocamento do ponto P em
relagdo ao eixo do elemento.

y=h/2

r[%yp -

y=-h/2

Figura 1 — Cinematica de um ponto “P” qualquer. (Wesley, 2008)

Obtido os deslocamentos através das expresses cinematicas adotadas para o problema, pode-
se entdo determinar as deformacdes em funcdo das derivadas das equacBes cinematicas.

EX(X, y) - M
OX
£,(x,y)=0 @)
0 : ov_(X,
£y (X, Y)=7/—ny=%[ up;;( y)+ p;i y)J

Aplicando a lei constitutiva para os materiais, obtém as tensdes para o ponto P do elemento de
viga:

o, =Eg,
c,=0 4)
Ty = G sy

O equilibrio é introdu zido a partir do P rincipio da Minima Energia Potencial. Assim, tem-se:

u, =] @(gxax + YTy )]dv (5)
U=/ G(QO@HZV;L(f)}4E(uo<§);yeo(§)) e ©

A parcela de energia referente ao carregamento distribuido pode ser descrito como sendo:
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U =

p

(tug +t,u3 Jde. ()

Le—n

Portanto o funcional de energia completo, contendo a parcela de carregamento distribuido, é
descrito por:

1_[:Ue_up (8)

1= J(%(sxax + Ty )jdV —}[(txu; +tyu3' )dA 9)

Sendo utilizado neste trabalho aproximacdes cubicas independentes para os deslocamentos u,,
v, & 6,, mostradas:

Uy = _ZA:%UUQ
Vo =i5¥v& (10)
00 = 24‘,5?‘9(')

Sendo 4 =@, =4, =g, onde §, sdo funcdes de forma apresentadas nas egs. (11):
- 9 1 1
$.(5) = _E(§+§ (f—gj(f—l)

7O =+ (5+1) 6—%)(5—1)
com —-1<&<+1 (11)

- 27 1
P =-2o(e D) 243 (¢

- 9 1 1
AEE +E(§+§j(f—§j(f +1)

No referente as forcas na interface do acoplamento (t, e t,) sdo adotadas aproximacdes
lineares:

t = igﬁf*t;, ty = iqﬁl‘y tiy sendo ¢ =¢" = ¢ (12)
GEE

Onde 1 com —1<&<+1 (13)
GRS

Minimizando a eg. (8) e utilizando as aproximacGes acima, chega-se ao sistema algébrico de
equacOes dadas da seguinte forma:
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[K ) :|3NFx3NF {U E}sNFxl - [GE :|3NFX2NF { f ) }ZNF x1 + { F}SNFxl ! (14)

extr extr

¢ a matriz de rigidez do MEF,

é 0 vetor com as incognitas de deslocamento (translacGes e rotacao),
f E

{F} é 0 vetor de forces concentradas nodais,

(K7
[ E] é a matriz referente as cargas distribuidas,
v
(e

€ 0 vetor de forces distribuidas,

NF ¢ o nimero de nos de finitos (quarto por elemento),
NF., . € o numero de nos de finitos extremos (dois por elementos).

extr

2.2 Equagdes de Elementos de Contorno

Seré agora apresentada a formulacdo do Método dos Elementos de Contorno utilizado neste
trabalho.

O equacionamento do problema elastico via método dos elementos de contorno pode ser
efetuado com sucesso e de forma explicita empregando o principio da reciprocidade de Betti, o qual
pode ser apresentado por meio da eq. (15).

J.O'i; -gi;' dQ=J.Gi}I -gi} dQ (15)
Q Q

Aplicando esta equacdo para a formulacdo do método dos elementos de contorno, deve-se
substituir um dos estados do problema pelo estado fundamental, ou seja, representado pelas
solucdes fundamentais. Desenvolvendo a equacéo integral, obtém-se a equacao integral (16).

u, (F)+[Pr(f,0)-u, (€)dr= [P (¢)-uy (F,c)dl+ [uj(f,c)-b; (c)dQ (16)

A equacéo (16) representa a identidade Somigliana, a qual fornece os valores de deslocamentos
e tensGes em qualquer ponto do dominio dependendo dos valores dos deslocamentos e forcas de
superficie, conhecido sobre o contorno, as forcas de corpo e das solugdes fundamentais.

Como o método dos elementos de contorno pertence a classe das técnicas de contorno, torna-
se necessario transformar a equacéo (16), valida para todo dominio, em uma equacao integral valida
somente para valores de contorno. A equacdo abaixo pode ser obtida de forma detalhada na
referéncia (\Venturini, 1998). Obtendo assim a expressdo da identidade Somigliana escrita para o
contorno:

¢ (£.0)-u, (1)+ [Py (f.0)-u, (©dr= R (¢)-u(F.0)dl+[u; (F,0)-b (c)d  (17)

Sendo: ,J/ a integral de valor principal de Cauchy.

O termo c,, € dependente da geometria do contorno analisado. Conforme apresenta (\Venturini,
1998) os valores para esse termo podem ser obtidos empregando-se o seguinte tensor:
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a +Cos(2~y)-Sen(a) Sen(2-y)-Sen(«)
- 2.1 4-7-(1-0) 4-7-(1-0) (18)
Sen(2-y)-Sen(«) o +Cos(2-y)-Sen(a)

4.7-(1-v) 2.7 4.-7-(1-v)

Sendo e y dependente da posicdo do ponto singular sobre o contorno. A Figura 2 ilustra a
obtencdo dessas variaveis.

X
Ponto de Colocacio

I

Figura 2 — Parametro para calculo da equacéo integral sobre o contorno.

Se 0 ponto de colocacdo ndo estiver sob um ponto de angulosidade, ao contrario da Figura 2, o
tensor (18) torna-se igual a uma matriz ide ntidade multiplicada por 1/2.

3 FORMULAGCAO DO ACOPLAMENTO MEC/MEF CONSIDERANDO A PERDA
DE ADERENCIA ENTRE O ENRIJECEDOR E O DOMINIO

Neste item sera apresentada a formulacdo utilizada, assim como o mode lo utilizado para
representar a perda de aderéncia entre o dominio e o enrijecedor. Conveém constatar que a intencao
de utilizagdo do modelo de aderéncia, aqui apresentado, &€ meramente para apresentar a capacidade
da formulacdo do acoplamento MEC/MEF considerando a perda de aderéncia.

3.1 Mockelo de Aderéncia

Enrijecedor embutido no dominio pode ser uma importante situacdo para modificar a rigidez do
solido e a capacidade de suportar carregamento, caso as forcas transmitidas entre 0s dos materiais
forem adequadas. A situacdo ideal onde ocorre a aderéncia perfeita é impossivel na pratica, pois na
vizinhanga das extremidades do enrijecedor onde as forcas da nterface tendem ao infinito, ocorre o
escorregamento.

Para considerar o efeito da perda de aderéncia entre o enrijecedor/dominio podem ser
considerados modelos que descrevem este escorregamento entre os dois materiais. O objetivo deste
trabalho € apenas mostrar a viabilidade de inserir qualquer modelo de aderéncia considerando a
formulacdo descrita abaixo entre 0 MEC e o MEF. Como exemplo é mostrado um modelo com
comportamento linear entre o deslocamento relativo e as forcas de transferéncia.

O modelo apresentado na Figura 3 consiste de dois patamares e uma regido de declive. Esta
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representagdo tem como parametros os pares (S, f...) € (S,, f..), onde os S, para i =1,2 sdo
os deslocamentos relativos entre os materiais, e f,, e f,., sdo as forcas maximas e residuais do

acoplamento, respectivamente. Este modelo simula, em um primeiro momento, situacbes onde se
tem uma aderéncia perfeita do enrijecedor e o dominio até atingir a f_, . Atingido este valor ocorre

um aumento no deslocamento relativo para uma mesma forca aplicada, mas a partir de S, as forcas
de transferéncias comegam a diminuir até atingir um deslocamento relativo S, , onde € obtida a forca

final ou residual do modelo, dai em diante a transferéncia da forca de contato permanece constante e
igual a forca residual (Rocha, 2009).

Modelo 2

Tensao de aderéncia

res

SZ

|
1 T
S, Deslocamento relativo S

Figura 3 - Gréfico datensao de aderéncia pelo deslocamento relativo

3.2 Formulagédo do Acoplamento MEC/MEF com Modelo de Escorregamento

O problema do escorregamento introduz uma variavel S, referente ao escorregamento relativo
entre 0 dominio e o enrijecedor. As equacdes de compatibilidade agora sdo expressas por:

o =—{f5={1} (19)

E_
UE=U 20)
UP=UF+S=UP=U+S
Onde:

f P éaforca do dominio do corpo
f £ é a forca no enrijecedor

u® é o deslocamento nos pontos nodais do dominio
u® é o deslocamento nos pontos nodais do enrijecedor

ou seja, o equilibrio e a compatibilizacdo sdo por né de interface. Para o problema tratado, ou seja,
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dominios planos com enrijecedores retilineos, a reacdo dos enrijecedores sobre o dominio equivale
a uma linha de carga aplicada ao dominio do corpo. Esta linha de carga, por equilibrio com a forca
admitida linear no elemento finito, tem a forma de uma seqiéncia de trechos lineares ligando nds
consecutivos, conforme ilustra a Figura 4.

- Enrigecedor - MEF
1

R EEE R . [
AT NG

——————

LnliIlliillllir:

1 2

Carga de (Inha

A}
2
Yy

(%]

Vl-\

&
/ 4
! w3 |, Li3 |,
.. 1
Lo

.
Elemento Finito

Figura 4 — Discretizacdo do contorno e da linha de carga. Aproximacao de forgas e dos deslocamentos na
interface

A linha de carga aparece nas equacdes como se fosse uma forca de massa aplicada numa area
que tende a zero, ou a uma reta, nos casos planos. Utilizando a eq. (16), a Gltima integral referente
ao termo de dominio pode ser reescrita como:

ju;(f,c)b,(c)dQ:ju;;(f,c).fD(c)dQ (21)

com fP areacdo da fibra sobre o dominio segundo a direcdo i e | do sistema cartesiano.
A expressdo para a determinacéo das grandezas do contorno é representada na eq. (22)

[HBB]{UB}:[GBB]{PB}_[GBE]{fD(S)} (22)
Sendo as matrizes [Hg;]| e [Ggg| representando a matriz das integrais do contorno, onde os

sub-indices B indicam contorno. A matriz [Gg. | contém os coeficientes de integracéo da equacéo

da forca de corpo, ou seja , integral realizada dos pontos do contorno em relagéo ao elemento, sub-
indice E, do enrijecedor.

Para completar as equacgdes necessarias ao acoplamento e portanto para a determinagdo dos
parametros do contorno, falta montar as equacdes algébricas dos deslocamentos dos pontos
internos.

A Figura 5, ilustra a representacdo de um enrijecedor, discretizado em n elementos finitos, e da
linha de carga de dominio, superposta a barra. Os nos de deslocamento para cada elemento finito
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estdo representados por quadrados nesta figura. As cruzes representam os pontos fontes da
equacdo para pontos internos do MEC, que sera melhor abordado mais tarde. Observa-se que nas
extremidades da fibra, para o primeiro e o Ultimo nos, as equacdes do MEC ndo sdo escritas na
posicdo dos nds, mas para uma posicdo deslocada, interna a linha de carga. Para os demais nos,
interno a linha de carga, os pontos fontes da equacdo do MEC coincidem com 0s nos de
deslocamento dos elementos finitos.

A representacdo da Figura 5 estende-se, nesta formulacao, para todos enrijecedores do dominio.
Esta representacdo tem a vantagem de permitir que as extremidades dos enrijecedores possam
chegar ao contorno do corpo, sem que a equacdo do MEC necessite ser escrita para pontos no
contorno.

Elementos Finito

1 o— =—

< = = <§ <§ = = < < >
(L S S K XK.

\  Linha de Carga

@ Nos de extremidade do elemento. Nés de Forca.
[ N6s de deslocamento. Equagdes do MEF.

X Nos de deslocamento. Equacdes do MEC.
Figura 5 — Compatibilizacdo entre os nés do MEC e do MEF.

Com as posicBes dos nos definidas na Figura 5, a equacao de compatibilizagdo de deslocamento
é reescrita como:

(0%} =[T]u}+[Tis) @)
Onde:
[T] é a matriz que relaciona a posigdo dos nds de {U D} e {U},

[T] é amatriz que relaciona a posicéo dos nds de {U D} e {S}.

Os campos com os deslocamentos U e S da eq. (20) séo independentes entre si, e podem ser
aproximados por polindmios diferentes sobre cada elemento de barra. O deslocamento U ¢é
aproximado pelo polinémio clbico definido no item 2.1 e o deslocamento relativo S serd
aproximado linearmente nesta formulacdo. A razdo desta escolha € por ser o mesmo polinémio que
aproxima as forcas de superficie no elemento. Para este caso, 0s nos das aproximacGes das forcas
de superficie e do escorregamento devem coincidir, com base no modelo de aderéncia utilizado.

Sabendo que as equacdes do MEF s&o desenvolvidas em coordenadas locais, as do MEC em
coordenadas globais e tendo as equa¢des do MEC possuindo dois graus de liberdade por nos e o
MEF trés graus de liberdade, faz-se necessario realizar a compatibilizacdo das dimensdes e o
sistema de referéncia. Diante deste fato a eq. (23) pode ser reescrita na seguinte forma matricial:

{U i }ZNFxl - [T ]ZNFXSNF [R]SNFX3NF {U }SNFxl + [TJZNFXZNFEXH {S}ZNFextrxl (24)
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Onde: NF é o nimero de nos de elementos finitos,
NF. € o nimero de nds extremos do elemento finito,

extr

[T] é a matriz que relaciona a posigdo dos nds de {U D} e {U},
[ T] é amatriz que relaciona a posicao dos nds de {U D} e {S},
[R] ¢ a matriz de rotacéo do sistema local para o global de referéncia.

Com a introdugdo do escorregamento relativo S, a eq. (16) de equilibrio do MEC para pontos
internos ao dominio deve ser reescrita como:

[Hes J{U, b +[RITI{U S} +[RI[T]{S} =[Gee J{R } +[Gec ]{ £} (25)

Utilizando a eq. (14) para o MEF do enrijecedor, a eq. (25) do MEC para pontos internos em
coordenadas locais, a eq. (22) e aplicando as condi¢des de contorno, tem-se:

[Ase [{X} =[Bea ]{Fi} —[GEE [ﬁ]{fE(S)}
[Aea 11X} +[RITU S +[RI[T J{s} =[G |[RI{f5)}  (26)
(K Jutj={et }{f <S>}+{F}
onde: {f°}=-{f*(s)} e {f*(S)} depende do modelo de aderéncia que € funcéo do
deslocamento relativo S. E { } representa o vetor de carregamento nodal do MEF. Tendo as

matrizes [F} [?} e 0 vetor {f} referenciado ao sistema de coordenadas local (Rocha,
2009).

3.3 Método dos Minimos Quadrados (MM Q)

Observando-se 0s vetores com as variaveis nodais do vetor deslocamento (neste vetor estéo
presente os dois deslocamentos e uma rotagdo nodal) e forcas internas, e das definicbes para as
aproximacdes desses campos sobre os elementos finitos, constata-se que existem mais variaveis
referenciado ao vetor deslocamento do que em forcas. O nimero de variaveis do vetor
deslocamento interno € igual a trés vezes o ndmero total de nds do elemento finito enquanto que
para as forcas o nimero de varidveis € igual a duas vezes o nimero de nds de extremidades do
elemento finito.

Para que o problema possa ser resolvido, utiliza-se um procedimento simples baseado na
técnica dos minimos quadrados. Como o0 nimero de equacfes € maior que o0 de incognitas, é
necessario reduzi-lo a um nimero conveniente. A técnica dos minimos quadrados consiste em obter
a melhor solucdo que aproxima a resposta do sistema de equacdes, fazendo desta forma a
minimizagdo, em uma determinada norma, do vetor residual r, onde r=Ax-b. Como
conseqliéncia desta minimizacdo é reduzido o ndmero de equacOes, tornando o sistema linear
resolvivel e ainda podendo minimizar o erro da resposta quando levada ao sistema original (Sili e
Mayer, 2007).

Leonel, 2009 utiliza a regularizacdo por Minimos Quadrados, aplicando para as equacGes de
deslocamentos nos pontos internos do MEC, nas equacdes proveniente do MEF e a terceira
aplicacdo é realizada sobre o conjunto total de equacbGes do acoplamento. Com esta analise,
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(Leonel, 2009) conclui que melhores resultados sdo obtidos aplicando o Método dos Minimos
Quadrados as equag¢bes do MEC dos pontos internos.

Partindo dos resultados obtidos em (Leonel, 2009), o processo de minimos quadrados sera
aplicado para tentar regularizar as equagdes de deslocamentos nos pontos internos. Este processo

consiste na pré-multiplicacdo de todos os termos dessa equacdo por uma matriz [G ] Assim:

[Gee JTA 1%} +{ Gee JIRITHU )+ Gee JIRI[T s} =

ALY B—[GEE][GEE][ﬁJ{fE@» 0
Onde a matriz | Gy |¢ igual  transposta da matriz [Ge |
Desta forma a matriz final do acoplamento com Minimo Q uadrado fica:
A [0] O] (] [ [l
[0] K] [0] {UE} -l R
[G E][AEB] [ ] ] [ ][R {S} [GEE][BEB] (28)
—[Gee | [RJ [0]

oo [{rFeF]
_I:GI;E:HGEE:H:ﬁ] [0]
Neste trabalho foi utilizada a formulagcdo incremental com controle de passos de carga ou
deslocamento para poder obter o historico da evolucdo da estrutura e verificar se as forgas de

interacdo entre 0 MEC e o MEF estdo seguindo o modelo adotado, quando estes atingem suas
forcas de superficies maximas. Assim a eq. (28) fica na forma incremental:

L U U AR I G
I [ B () B XU B B A
[Gie A ] [Gie JIRIT] [Gee JIRITT L 128} | [ Gee J[Bee]

[Gec ][ﬁ] [0]
o (e [larte)+[aF]
_[GEE][GEE ][ﬁ] [O]

3.4 Exemplo

Neste exemplo considera-se a andlise da perda de aderéncia de uma barra embutida num
dominio plano. A estrutura considerada é apresentada na Figura 6 a qual é solicitada mediante a
prescricdo de um carregamento no nd da extremidade do enrijecedor. A carga aplicada na estrutura
é equivalente a um deslocamento imposto de valor igual a 4,0.10 " m. As dimensGes geométricas

adotadas foram H =1,0m, L,=4,0m e L=5,0m. Esta analise é realizada com o efeito do
escorregamento da barra em um meio elastico.
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A discretizacdo utilizada foi de 120 elementos lineares para o Método dos Elementos de
Contorno e para o enrijecedor foi utilizado 100 elementos finitos.

As propriedades dos materiais adotadas para o exemplo sdo as seguintes: para o dominio
E,=28.10"N/m?, v=0,0 e para o enrijecedor foi adotado E_=2.8.10"N/m?,
l. =1,79.10"'m* e S, =1,29.10*m?*. Foi considerado neste exemplo os seguintes parametros

para 0 modelo de escorregamento: S, =1,0.10°m, S,=1,0.10°m, f__ =1,40.10°N/m* e

f..=130.10°N/m?.

T
o
T

Figura 6 — Estrutura analisada

Na Figura 7 é apresentado as curvas com as forcas de superficie (N/m) ao longo do

comprimento do enrijecedor por nove valores incrementais diferentes do deslocamento prescrito,
mostrando assim a evolugédo da acéo do arrancamento da barra em instantes diferentes.

160
140 ~ N [
120
QL 100
2
& j
L 80+ —— Primeiro incremento
7 1 —— Segundo incremento
o 604 - Terceiro incremento
g - Quarto incremento
O 40 Sexto incremento
lf i ——— Sétimo incremento
20 - - Oitavo incremento
) —— Nono incremento
0
-20 I . I . I . I :
2 3 4 5

Posicéo ao longo do acoplamento

Figura 7 — Grafico da ewlucéo das forcas de superficies ao longo da regido acoplada
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Na Figura 8 sdo apresentadas as curvas com os deslocamentos, em metros, dos pontos do meio
continuo localizado na interface com o enrijecedor. Verifica-se a diminuicdo do deslocamento, nos
pontos localizados proximos a aplicagcdo da carga, a medida que o carregamento evolui.

7,00E-008

6,00E-008

5,00E-008

4,00E-008

3,00E-008

2,00E-008

Deslocamento do dominio

1,00E-008

= Primeiro incremento
= Segundo incremento
=== TEICEIr0 iNCremento
= Quarto incremento
Quinto incremento
= Sexto incremento
Sétimo incremento
= Qjtavo incremento
=== NONO incremento

|

o1

0,00E+000 : : :

2 3 4
Posicéo ao longo do acoplamento

-

Figura 8 — BEwlugéo dos deslocamentos do dominio ao longo da interface.

Os graficos apresentados na Figura 9 mostram a evolucdo da perda de aderéncia, através do

desacoplamento dos deslocamentos do dominio e do enrijecedor.
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— Enrijecedor
—— Dominio
3,50E-008 - 7,00E-008 -
1,60E-008
140E08 SES AE
Primeiro incremento egundo incremento p—— Terceiro incremento
1206008 250E-008 1
X X X
e] e] Q
2 2 2
5 1,00E-008 5 200608 % 4,00E-0084
% 800E-009 % g 3006008
k] O 15EM84 I}
[ [ 0
8 600503 8 8 2meos]
1,00E-008{
4,00E-0094
1,00E-008
2,00E-0094 5,00E-009
T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T 1 000E+000 T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Posicao ao longo do acoplamento Posicao ao longo do acoplamento Posicao ao longo do acoplamento
1,20E007 1,80E-007 4
1,60E-007 4 2,00E-007 4
1,00E-007
140E-007 4
Quarto incremento Quinto incremento Sexto incremento
X BO0EN8 X 1206007 X 1506007
2 2 e
c C 100E-007 c
L Goeoe] p 2
é é 8,00E-008 é 1,00E-007
Q Q Q
9 9 9
§ 4,00E-008 4 § 6,00E-008 - §
4,00E-008 4 5,00E-008{
2,00E-008{
2,00E-008 -
0,00E+000 T T T T T T T T T 1 000E+000 T T T T T T T T T 1 000E+000 T T T T T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
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3,50E-007
2,50E-007 4,00E-0074
S00E0T 380E007
200E0074 Afimn i oo i :
y OIED Sétimo incremento « 2505007+ Oftavo incremento X S0ET Nono incremento
Q
) 0 2
E —_— g 206007 € 2506007
é é % 2006407
8 8 150E-007 4 8
3 L00E00T 3 T 1506007
8 8 Loean 8
1,00E-0074
5,00E-008
500E:008-| _— //
0,00E+000 T T T T T T T T T 1 000E+000 T T T T T T T T T 1 000E+000 T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Pasic&o a0 longo do acoplamento Pasic&o ao longo do acoplamento Posic&o a0 longo do acoplamento

Figura 9 — Gréfico da ewlucgao do desacoplamento dos deslocamentos do dominio e do enrijecedor.

A Figura 9 ilustra a evolucéo da perda de aderéncia, em que os deslocamentos, em metros, do
dominio ndo sdo mais iguais aos deslocamentos do enrijecedor. No primeiro incremento de
deslocamento, verifica-se quase que todos 0s nds estdo perfeitamente acoplados, exceto os da
extremidade. A medida que vai aumentando o deslocamento outros nés comegam a desacoplar até
chegar a situacdo do nono incremento quando os deslocamentos do enrijecedor continuam
aumentando e do dominio decresce.

Finalmente na Figura 10 sdo apresentadas as curvas dos deslocamentos relativos, em metros,
entre os dois materiais. Pela definicdo apresentada na eq. (20) os deslocamentos do enrijecedor séo
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obtidos subtraindo-se os resultados apresentados na Figura 8 ao da Figura 10 mostrada abaixo.

Posicéo ao longo do acoplamento
1 2 3 4 5

-5,00E-008
) -1,00E-007
Nr
s
E -1,50E-007
0] L.
= = Primeiro incremento
g -2 00E-007 e SegUNO iNCremento
Q = TRI'CEIFO INCrEMento
% m— Quarto incremento
S -2,50E-007 Quinto incremento
) ] = SEXt0 incremento
Il 3.00E-007 - Sétimo incremento
Qitavo incremento
= \ONO iNCremento
-3,50E-007

Figura 10 — Gréfico do deslocamento relativo entre o dominio e o enrijecedor.

4 CONCLUSOES

Neste trabalho o dominio foi modelado pelo MEC e o enrijecedor pelo MEF. Para o
desenvolvimento dos elementos do MEF foi utilizado a cinematica para elementos de porticos
bidimensionais semelhantes a desenvolvida por (Pacolla, 2004). A aproximacéo cubica foi utilizada
aos deslocamentos e as rotagbes para o elemento do MEF, sendo estas aproximacdes
independentes, e um polindbmio linear para as forcas. Devido essa diferenca de aproximacao entre
deslocamentos e forgas, foram geradas, na formulagdo, mais equacfes que incognitas tornando o
sistema retangular e ndo resolvivel. Para contornar este problema foi utilizado o Método dos
Minimos Quadrados, MMQ, para tornar as matrizes quadradas, e uma melhor regularizacdo das
respostas.

O efeito da perda de aderéncia entre 0 dominio e o enrijecedor foi considerado no presente
trabalho. Esta consideragéo foi realizada através da insercdo de um parametro adicional na equagéo
de compatibilidade dos deslocamentos do dominio e do enrijecedor. Este parametro adicional foi o
deslocamento relativo S, o qual foi aproximado por polindmios lineares. Esta aproximagdo foi
motivada devido as forgas serem aproximadas por polinbmios lineares, e como o modelo adotado
relaciona estas forgas com os deslocamentos S, foi uma forma comoda de obter os parametros
noda is coincidirem.

Para a validacdo da formulacdo do acoplamento considerando o efeito do escorregamento, foi
apresentado um exemplo. O exemplo constituia de uma barra submetida a uma carga axial
simulando o arranque do enrijecedor ao dominio. Neste exemplo foram verificados valores
coerentes de deslocamentos aos dois materiais, pois quando era atingida a for¢ca méxima do modelo
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de aderéncia ocorria a diferenca de deslocamento entre o enrijecedor e o dominio, ocasionado pelo
deslocamento relativo S . E ainda neste exemplo, foi verificado a perfeita obediéncia das forcas de
contato na direcdo da barra quando os seus valores excedem ao preconizado pelo modelo adotado.
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