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Resumo. O Método dos Elementos Discretos composto por barras (MED) se mostrou util na
simulacdo de propagacdo dindmica de trincas, como exemplos de trabalhos em esta areas podemos
citar Kosteski et al., RIMNI, Cimne, 24:323-343 (2008); Kosteski el al., LAJSS, 6:301-321 (2009).
Uma das limitacdes encontradas quando tentamos resolver esse tipo de problemas é a falta de
flexibilidade do MED em discretizar regides com diferentes densidades de malha. No presente
trabalho se combina o Método dos elementos Finitos (MEF) e o MED para resolver este problema.

De esta forma se modela com o MED somente o dominio onde se espera a propagacdo da trinca
ligando esta regido a uma construida com o MEF com malha mais grosseira. O pacote comercial
Abaqus/Explicit foi usado para montar o acoplamento MED+FEM.

Se analisam casos de diversa complexidade para avaliar a consisténcia da implementacio realizada.
Os resultados sdo comparados com resultados numéricos ou experimentais publicados por outros
autores. Se estuda a influéncia de diferentes pardmetros numéricos nos resultados finais, e se
apresenta uma discussdo sobre a mesma. A conclusdo e discussdo dos resultados é finalmente
apresentada.
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1 INTRODUCAO

A utilizagcdo de métodos que ndo se fundamentam nas hipéteses bdsicas dos médios
continuos permitem simular problemas mecanicos onde aparecam fratura e a fragmentacao em
forma natural. Neste contexto a versdo do Método dos Elementos Discretos (MED) utilizado
neste trabalho consiste na discretizacdo do continuo em barras que formam uma trelica
espacial regular como a que se ilustra na Figura 1, onde massas equivalentes sao concentradas
nos nds, e as rigidezes das barras s@o equivalentes ao continuo que tentam representar. Leis
uniaxiais de dano permitem modelar fratura e dano anisotrépico com relativa facilidade.
Aplicacdes em diversos campos da Engenharia podem ser mencionadas, entre elas a resolugao
de problemas dinamicos de cascas sujeitos a cargas impulsivas (Riera e Iturrioz, 1995, e
1998), estudo da fratura em fundagdes eldsticas apoiadas sobre solos brandos (Schnaid et al,
2004), simulagcdo da geracdo e posterior propagacao de sismos. (Dalguer et al, 2001), estudo
do efeito de escala em concreto e rochas (Rios e Riera, 2004, Miguel et al, 2008 e Iturrioz et
al, 2009); computo de parametros fractomecanicos (Barrios D’ambra et al. 2008, Kosteski et
al, 2009). Relacionado diretamente com o estudo da microestrutura de materiais compostos
pode-se citar o trabalho realizado por Batista et al., (2007) que analisou com MED a
microestrutura de um ferro fundido nodular formado por nédulos de grafito dispersos numa
matriz ferrosa, e no estudo do efeito de escala de materiais quase frageis (Rios e Riera, 2004,
Iturrioz et al 2007, Miguel et al, 2008, Iturrioz et al, 2009 e Miguel et al 2010).

Uma das dificuldades encontradas nos desenvolvimentos realizados nesta versdo do MED
e a grande limitacao na geracao de exemplos com geometria mais complexa, e inclusio de nao
linearidades relacionadas a condi¢des de borde, e relacdes constitutivas. Estas caracteristicas
implicavam no desenvolvimento de algoritmos que permitiram prever este comportamento.
Como estratégia para contornar esta limitagao se propde incorporar aversao do MED com que
se trabalha no ambiente de trabalho do Sistema Abaqus, desta forma se abre a possibilidade de
utilizar a combinacdo de elementos finitos junto com o MED para modelar assim problemas
com geometria mais complexa. Por outro lado aproveitar a livraria de materiais do Abaqus
para testar outras leis de comportamento para as barras do MED. Também a possibilidade de
estudar problemas de contacto é incorporada a ferramenta numérica sem nenhum custo
adicional.

Neste artigo se apresentam detalhes das implementagdes realizadas para introduzir a versao
do MED com que se trabalha dentro do ambiente do Abaqus ilustrando com aplicacdes de
diverso nivel de complexidade a consisténcia desta versao do método.

2 0 METODO DOS ELEMENTOS DISCRETOS COMPOSTO POR BARRAS

No MED composto por barras o continuo € representado por um arranjo espacial de barras
com a massa concentrada em suas extremidades. A estratégia de discretizacdo utilizada por
Nayfeh e Hefzy (1978) € mostrada na Figura la e 1b. O mddulo bésico é construido
interconectando 20 elementos de barra e nove nds. Cada né tem trés graus de liberdade dados
pelas componentes do vetor deslocamento referido a coordenadas globais. No caso de um
material eldstico isotropico, a drea da secdo transversal do elemento longitudinal (aqueles que
definem os eixos do mddulo e aqueles que conectam os nds internos) no modelo discreto
equivalente, A, é:

A =oL7. (1)

Onde L é o comprimento do médulo cubico. De forma similar, a drea dos elementos
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diagonais, Ad . é:
A, = 8¢L (2)
= _J_ .

O coeficiente 2/ J3 tem em conta a diferenca no comprimento entre os elementos
diagonais e longitudinais.
Para sélidos isotropicos, ¢=(9+85)/(18+245) e d=9v(4—8v), onde v é o médulo de

Poisson do sélido. E importante notar que para v = 0.25 a equivaléncia com o continuo
isotropico é completa, mas para outros valores de v aparecem pequenas diferencas nos termos
de corte os que podem ser desconsiderados. Deve-se também notar que, embora o reticulado
ou modelo de trelica ndo pode representar exatamente um continuo localmente isotrépico,
também se pode argumentar que nao existe continuo localmente isotropico. A isotropia em
solidos € uma propriedade de massa que reflete a distribui¢do aleatéria da orientagdo dos
elementos constitutivos. Os detalhes do célculo da secdo transversal equivalente por unidade
de comprimento das barras longitudinais e diagonais das equacdes (1) e (2) podem ser
encontradas nos trabalhos de Nayfeh e Hefzy (1978) e Dalguer et al (2001).

O sistema de equacdes resultante de aplicar a segunda lei de Newton em cada né tem a
forma:

Mx +Cx +F(t) -P(t)=0 3)

Onde X e X sio os vetores velocidade e aceleragio nodais, e Me C sdo as matrizes de
massa e amortecimento respectivamente. Os vetores F(7) e P(7) contem as forgas internas e

externas que atuam nas massas nodais. Enquanto as matrizes Me Csao diagonais, as
equagdes (3) nao sdo acopladas. Para integrar as equagdes (3) no dominio do tempo € utilizado
um esquema de integracdo explicita de diferencas finitas. E interessante notar que, desde que
as coordenadas nodais sdo atualizadas a cada passo de tempo, grandes deslocamentos sao
contabilizados naturalmente.

(@) (b)

Figura 1: Discretizagdo utilizada no MED: (a) modelo ctbico bdsico, (b) geracdo do corpo prismatico.
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z

A estabilidade do esquema de integracdo € assegurada com a seguinte limitagdo do
incremento de tempo:
0.6L
At <—— 4)
P

Onde C, € a velocidade de propagagio da onda longitudinal,

C,=\E/p (5)

A convergéncia do MED para elasticidade linear e instabilidade elastica foi verificada por
Hayashi (1982).

2.1 Modelo constitutivo nao-linear para dano de material

Rocha et al (1991) estendeu o uso do MED para representar materiais frageis introduzindo
uma relacdo constitutiva elementar (RCE) bi-linear como mostrada na Figura 2. Esta lei
constitutiva permite capturar os efeitos irreversiveis a nucleagdo y propagacdo das fissuras,
portanto, t€m em conta a reducdo na capacidade de carregamento do elemento. A drea debaixo
da curva for¢ca-deformacgdo (drea do tridngulo OAB na Figura 2) é a densidade de energia
necessdria para fraturar a drea de influéncia do elemento. Assim, para um ponto P na curva
foca-deformacdo, a drea do tridngulo OPC representa a densidade de energia eléstica
armazenada no elemento, entanto a area do tridngulo OAP € a densidade de energia dissipada
por fratura. Uma vez que a densidade de energia de dano € igual a energia de fratura, o
elemento falha e perde sua capacidade de carga. Em contrapartida, no caso de cargas
compressivas 0 material se comporta como eldstico linear. Assim, a falha em compressao é
induzida por tragdo indireta.

Energia de
dano, E4

Energia
elastica, Eg

Figura 2: Relacdo constitutiva bi-linear utilizada no MED.

Os parametros constitutivos e simbolos introduzidos na Figura 2 sdo (ver Rocha et al, 1991
e Rocha, 1989):

* Forga, F: aforga axial do elemento é fun¢dao da deformacao longitudinal &

* Rigidez do elemento: obtém-se a rigidez do elemento multiplicando o médulo de Young
(E) pela area do elemento, longitudinal ou diagonal, das equagdes (1) e (2).

*  Comprimento do modulo do MED, L.
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» Energia especifica de fratura, Gy energia de fratura por unidade de drea do material, é
coincidente com a energia de fratura do material, G..
* Area do elemento, A: dependendo se o elemento € longitudinal ou diagonal os valores

A, ou A, devem ser adotados.

 Area de fratura equivalente, A,-f: o valor deste pardmetro impde a condicdo que a
energia dissipada pela fratura do material continuo e sua representacdo discreta sejam
equivalentes. Com este propdsito € considerada a fratura de um espécime cubico de
dimensdes LXLXL. A energia dissipada pela fratura de uma amostra continua de material
devido a uma ruptura paralela a uma de suas caras é:

=G,A=G, I (6)

Onde A € a érea de fratura atual. Por outro lado, a energia dissipada quando o médulo
do MED de dimensdes LXLXL quebra em duas partes tem em conta a contribui¢do de
cinco elementos longitudinais (quatro coincidentes com os eixos do médulo e um
interno) e quatro elementos diagonais, ver Figura la. Assim, a energia dissipada pelo
modulo do MED pode ser escrito como a seguir:

2
Ly =G, 4-0.25-cA+cA+4-cA(iJ r (7)

3

Onde o primeiro termo na suma considera os quatro elementos dos eixos (o coeficiente
0.25 ¢é divido ao fato de que cada elemento € compartilhado por quatro médulos), o
segundo termo considera o elemento longitudinal interno, e o terceiro termo considera a
contribuicdo dos quatro elementos diagonais. O coeficiente ¢4 € um pardmetro de escala
utilizado para fazer cumprir a equivaléncia entre I' e ['ygp. Assim, trabalhando as
expressoes (6) e (7) resulta:

22
Ggfchﬂgﬂhjﬁ (8)
De onde pode ser deduzido facilmente que ¢, =3/22 para que exista equivaléncia entre
I' e I'vep. Finalmente, a drea de fratura equivalente para elementos longitudinais €:
Al =(3/22)C 9)
Enquanto para elementos diagonais é
Al =(4/22) (10)

* Deformagdo critica de falha, &,: a deformagdo maxima atingida pelo elemento antes da
iniciagdo do dano (ponto A na Figura 2). A relacdo entre &, € a energia especifica de
fratura, Gy, € dada em termos conceituais da Mecanica de Fratura Linear Elastica. Isto é:

G,

_ f
e, =R, ) (11)

Onde R, € chamado de fator de falha, o qual tem em conta a presenga de um defeito

intrinseco de tamanho a. De esta forma R, € definido como:
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1
R =
! Y\/; (12)

Onde Y e um parametro adimensional que depende tanto das dimensdes do espécime
enquanto da trinca.

* Deformacdo limite, &: o valor de deformacdo para o qual o elemento perde sua
capacidade de carga (ponto C na Figura 2). Este valor deve ser calculado para satisfazer
a condi¢@o que, quando o elemento falha, a densidade de energia dissipada seja igual ao
produto da area de influéncia do elemento, Aif , vezes a energia especifica de fratura, Gy,
dividida pelo comprimento do elemento. Isto é:

T _G.-A K -€-EA
jF(g)dg_ e (13)

0 1

Onde o sub-indices i tem que ser substituidos / ou d, dependendo se o elemento em
causa € longitudinal ou diagonal, respectivamente. O coeficiente K, ¢ uma fungao das
propriedades do material e do comprimento do elemento, L;, como a seguir:

=N
e\ a L

Para garantir a estabilidade do algoritmo deve-se cumprir a condi¢do que K, > 1 (Riera e
Rocha, 1991). Neste sentido € interessante definir o comprimento de elemento critico:

G .f
I - zL—g](A—] (15)
Ee, )\ A
f f f
; A 3 A 3
O coeficiente A na equagio (15)é | — |=— e | % =L para os elementos
A A ) 220 LA ) 1180

longitudinal e diagonal respectivamente (ver equacdes 1, 2, 9 e 10). No caso especial de
um continuo isotrépico com ¥=0.25, que as fun¢bes tomam o valor 6=1.125 e ¢=0.4, o
A/ A/ . . . .
que resulta em (7’} = (A—"j ~0.34. Assim, por propdsitos praticos um unico valor de
1 d

comprimento critico do elemento € utilizado tanto para elementos longitudinais como
diagonais. Portanto, a condicdo de estabilidade anteriormente apresentada pode ser
expressa como:

r

K =LL >1 = L<L, (16)

T

Isto €, existe um comprimento maximo de elemento que preserva a estabilidade da RCE.
Finalmente, a expressao para a deformacao limite é:

grzKr gp (17)

E interessante ver das expressdes acima, que dependendo de sua natureza, os parametros
utilizados para definir a RCE sdo propriedades dependentes somente do material, apenas da
discretizagdo, ou dependem tanto da discretizagdo como do material.
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Desta forma ¢,, E, R;. e Gy sdo propriedades do material, A,-f e L dependem unicamente da

discretizagdo do modelo, ¢ E e & dependem tanto das propriedades do material como da

discretizagdo. Além disso, € importante notar que, embora 0 MED use uma lei dano escalar
para descrever o comportamento uniaxial dos elementos, o modelo global tem em conta dano
anisotropico, uma vez que possui elementos orientados nas diferentes direcdes espaciais.

3 IMPLEMENTACAO DO MED DENTRO DO ABAQUS/EXPLICIT

A seguir se descrevem como as caracteristicas do MED apresentadas no item 2 foram
implementadas no software comercial Abaqus ganhando assim flexibilidade para simular
problemas com geometrias € condigdes de contorno mais complexas, criar modelos mistos
MED+MEF, implementar outras leis constitutivas uniaxiais para as barras, entre outras
vantagens.

3.1 Modelado da trelica espacial

A trelica espacial gerada pela superposicio de moddulos bésicos € gerada no
Abaqus/Explicit utilizando elementos finitos de barra tridimensional com 2 nés (73D2).

No Abaqus/Explicit, cada elemento encontra-se associado a una secdo, e a cada secio se
atribui um tipo de material. Na disposi¢do cibica implementada na presente formulacdo do
MED, podem ser identificadas quatro tipos de secdes diferentes, correspondentes a elementos
colocados nas arestas (SA), nas caras ou faces (SC), internos (SI) e diagonais (SD ), do modelo
global (ver na Figura 3 barras vermelhas, verdes, azuis e roxas respectivamente. As areas dos
elementos pertencentes a cada secao sao:

SY=A/4, SC=A[2, S'=A e S =A, (18)

Onde A e A, ja foram definidas nas equacdes (1) e (2).

Figura 3: Cubo modelado com o MED onde se mostram as diferentes se¢des modeladas no Abaqus/Explicit.
Secdo arestas (8*) vermelhas, caras ou faces (SC) verdes, internos (S') azuis e diagonais (SP) roxo, as dltimas duas
s6 alguns elementos de exemplo.
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3.2 Discretizacao das massas

No MED a massa do corpo simulado € discretizada e concentrada nos nds do reticulado, e
o valor da mesma depende do volume de influencia do né. Considerando-se o médulo ctbico
basico da Figura la pode-se observar que no volume do modulo (L% estd contidos o nd,
central e o somatoério da oitava parte dos nds dos vértices do modulo.

Avaliando a massa deste modulo ctibico ela terd que ser igual a ( L), sendo p a densidade
de massa do material. Por isto para formar a massa de um modulo cibico colaboram um né
central que aportard toda sua massa ( pL’ / 2), e oito oitavos devidos aos nos dos vértices
(8x pL*/16).

Assim, os nds do vértice do modelo global (Figura 4) tém somente um oitavo da massa de
um né completo ( pL’ / 16), azuis na Figura 4 e os n6s das arestas e os pertencentes as faces ou

superficies do modelo global terdo um quarto e a metade da massa do n6 completo, vermelhos
e verdes na Figura 4, respectivamente.

Figura 4: Cubo modelado com o MED onde se mostram as massas discretizadas. Massa dos nds do vértice em
azul (pL3/16 ), massas dos nés das arestas em vermelho (pL3/8) e massa dos nés das caras em verdes (pL3/4 ). Os

nés restantes tém massa de pI’ /2

No Abaqus/Explicit ndo podemos colocar as massas unicamente concentradas nos nos
porque terfamos barras sem massas o que geraria erros no calculo (ndo se pode definir uma
barra com massa zero). Porém visto que o Abaqus/Explicit discretiza a massa do elemento de
barra utilizado concentrando-a nos nds do elemento, optou-se por colocar uma densidade de
massa nas barras que equivalha as massas nodais do MED

Considerando duas densidades de massa equivalentes, uma para as barras longitudinais e
outra para as barras diagonais, p; e o, respectivamente, impde-se duas restricdes, que 0s nos
do centro do modelo global tenham uma massa de pL’ / 2 e os nos dos vértices do modelo

global pL’/16.

Nos nés centrais do modelo global concorrem 6 barras longitudinais e 8 diagonais,
enquanto em um né do vértice s6 concorrem 3 barras longitudinais e 1 diagonal.
Multiplicando o volume de cada barra (comprimento vezes area, das expressdes 1 e 2) por sua
densidade de massa e considerando que sua massa se concentra nos extremos em metades
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iguais, obtém-se o seguinte sistema de equagdes:

1 1 1 2
—pL =—6p,0L +—8p, —d¢L’

SPE =5 Po > pd\g 0 19
Lop=13 lq>L3+l i&pﬁ

o PE=5°Py Zpd\/g

Resolvendo o sistema (19) no caso especial de um continuo isotrépico com ¥=0.25, para o
qual o valor das fun¢des 0=1.125 e ¢=0.4, acha-se que as densidades de massa das barras
longitudinais e diagonais sio p, = p/7.8 e p, = p/5.2 respectivamente.

Considerando estas densidades de massa para as barras longitudinais e diagonais também
se satisfaz que os nds de arestas e fases tenham a massa correspondente. No entanto, alguns
nés ainda nao tem a massa que deveriam, sdo os nds internos dos elementos cubicos que
formam as faces, arestas e vértices do modulo global (Figura 5). Por isso optou-se por colocar
elementos de massa concentrada nestes nds, que somados as massas provenientes das barras,
atingem o valor definido pelo método. Este déficit de massa se d4d nos nds internos dos
moédulos cubicos externos do modelo global, e se deve a falta de uma ou mais barras
longitudinais dentre as seis que chegam normalmente a estes nés. Na Figura 5 apresentam-se
varios casos possiveis e qual é a massa adicionada em cada um.

Um alternativa mais geral para implementar as massas no modelo do MED dentro do
Abagqus esta sendo estudado.

o m=4/2p0L
< _ S
- m=32p0L m=2/2p00
|
| m=1/2 p,oL’ |
|
S |
i m=32p00
) S o
| i
<:\ m=2/2poL . |
\\i/////// 3’ i
m=5/2 p,OL m=4/2 poL

X3

Figura 5: Massas adicionadas nos nds internos dos médulos das faces para que a distribui¢do das massas nodais
seja correta.

3.3 Introducao do modelo constitutivo no Abaqus/Explicit

O modelo de ruptura para concreto do Abaqus/Explicit (Abaqus Analysis User's Manual
(v6.7), 18.5.2) tem caracteristicas similares a da lei constitutiva bi-linear do MED. Entre elas
ressaltamos:

* O comportamento a compressao é sempre eldstico linear.
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* O comportamento antes de comecar o dano € eldstico linear.

* Podem-se remover os elementos quando eles forem totalmente danificados.

O Abaqus/Explicit utiliza o modelo de fissuras distribuidas (smeared crack model) para
representar descontinuidades no comportamento fragil do concreto. O critério de fratura se
baseia no modelo de Hillerborg (1978) e usa a taxa de energia liberada em Modo I, Gy como
parametro de fratura. A relagdo constitutiva apds atingir a tensdo maxima € mostrada na
Figura 6.

tu

unO = 2’Gf/Gm un

Figura 6: Modelo de tensdo pos falha vs deslocamento vinculada a energia de fratura utilizado no
Abaqus/Explicit.

A tensdo de falha é definida como:

o, =E¢ (20)

tu P

O deslocamento para o qual ndo sdo mais transmitidas tensdes fica entdo u,, =2G,/0,,

este valor esta diretamente relacionado com a deformacgdo limite &. No Abaqus/Explicit se
carrega o valor da deformacao (&) em vez do deslocamento.

3.4 Diferencia entre as definicoes de energias

Tanto no MED como com no MED implementado no Abaqus (daqui em diante
denominado MED-Abg) na parte ascendente da relacdo constitutiva elementar (RCE) a
energia eldstica corresponde com a drea embaixo da curva forca vs deformacgdes e nao se tem
energia de dano. Uma vez que se alcanga a carga critica (relacionada com o valor de &)
comega a aparecer energia de dano e a se modificar a energia elastica acumulada na barra.

Na Figura 7 se apresenta como € a varia¢do das energias eldstica e de dano tanto no MED
como no MED-Abg em diferentes pontos da RCE tanto em carga como em descarga (sempre a
tracdo).

No MED-Abq a energia eldstica diminui uma vez que se chega a carga critica, no MED a
energia eldstica pode aumentar devido que no processo de falha gera-se uma perda de rigidez
o que faz que a parte do continuo que fica “sano” tenha uma maior flexibilidade.

No entanto num processo de descarga-carga uma vez atingida a carga critica, a energia de
dano pode aumentar ou diminuir no MED-Abg. J4& no MED a energia de dano nao ¢é
recuperavel, isto é, ndo diminui nunca. No processo de descarga-carga antes mencionado, a
energia de dano permanece constante.

Cabe notar que o somatoério das duas energias € sempre igual nas duas implementacoes.

Estas diferencas na relagdo constitutiva criam diferencas marginais nos resultados como
serd ilustrado nas aplicacoes.
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Figura 7: Balance de energias vinculado a RCE a) do MED, b) do MED- Abgq.
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E importante remarcar que a energia cinética, tanto no Abaqgus como no MED, se calcula
somando em todo o dominio a metade da velocidade ao quadrado pela massa.
No Abaqus se faz um balance de energia definido como:

ETOTAL =FEx+ ES + Ep + Er — EW = constante (21)

Onde Ex € a energia cinética, Eg é a energia elastica, Ep a energia de dano, Ep energia
dissipado por efeitos de friccdo e EW o trabalho externo. A soma destes componentes de
energia € Erorar, que deve ser constante. No modelo numérico Erprar € apenas
aproximadamente constante, geralmente com um erro inferior a 1%.

Como foi mencionado anteriormente no MED se pode colocar uma matriz de
amortecimento proporcional as massas (Iturrioz 1995), de tal forma que:

C=MD, (22)
Sendo Dyuma constante vinculada ao coeficiente de amortecimento critico, ¢,, como segue:
D,=¢2xf, (23)

Onde f, representa a freqii€éncia natural de vibracdo do modo n expresado em [Hz], o0 modo
n adopta-se em geral igual ao modo fundamental de vibragdo da estrutura.

O Abaqus tem disponivel uma grande variedade de métodos para especificar o
amortecimento que modela a perda de energia em um sistema dindmico.

Cada fonte pode incluir tanto amortecimento de tipo viscosos € estruturais. Se necessario,
podem -se combinar diferentes fontes de amortecimento num mesmo modelo (Abaqus
Analysis User's Manual, 6.3.3 Explicit dynamic analysis).

Em algumas partes de este trabalho se utiliza um amortecimento sob a forma de
viscosidade de massa para controle oscilacdes de alta freqiiéncia.

3.5 Inclusio do carater aleatorio

Rocha (1989) introduziu o aspecto aleatorio considerando a tenacidade do material Gy,
como uma varidvel aleatéria considerando para a mesma uma distribui¢do de probabilidades
tipo Weibull de dois parametros.

F(6,)=1-exo| (6,2 o5

Onde B e v sdo os pardmetros de escala e de forma respectivamente. A funcio de densidade
de probabilidade de G, € dada pela derivada da expressao (24).
Como Gy pode ser escrito em fungdo de &, (ver expressdo 11) da seguinte forma:

G, =cte 8p2, cte:E(l—Vz)/Rf (25)

Utilizando esta expressdo, pode se achar a fungdo de densidade de probabilidade de &,
vinculada 4 de Gy Assim, se encontra uma relagdo aproximadamente constante entre 0s
coeficientes de variagdo de Gy e &, com valor em torno de 0.5. Isto € feito ja que € mais
simples colocar aleatoriedade em &, do qu em Gy Mais detalhes sobre esta implementagio
podem se encontrar em Rocha (1989).

Ja na implementacao no Abaqus/Explicit, para definir uma aleatoriedade do material optou-
se por definir certa quantidade x de materiais que gerard 4xx tipos de secdes vinculadas a estes
(secoes correspondentes a elementos colocados nas arestas (SA), nas caras ou faces (SC),
internos (S) e diagonais (8P), do modelo global, ver secdo 3.1). Definem-se os tamanhos dos x
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intervalos na fungdo de densidade de probabilidade de &, (vinculados a densidade de
probabilidade de Gy) que fazem que a probabilidade dentro de estes seja a mesma, isto €, que a
area encerrada em estes intervalos seja constante e igual a 1/x (ver Figura 8).

f(g) 4

Ai=Ai=Aj=Ax

1 I J X g

Figura 8: Funcdo de densidade de probabilidade onde foram definidos x intervalos com a mesma probabilidade
de ocorréncia.

A cada material gerado (x) se atribui o valor de & médio (e por correspondéncia Gymédio)
de cada intervalo correspondente. A probabilidade que um valor de &, caia nestes intervalos €
constante, ja que todas as probabilidades (dreas na distribuicdo) sdo iguais. Para que um
elemento tenha uma propriedade aleatdria basta sortear um nimero pertencente ao intervalo
[1; x] com distribuicdo de probabilidade uniforme, e atribuir esse material ao elemento.

Desta forma consegue-se uma quantidade similar de elementos de cada material x, e
globalmente obtém-se uma distribuicdo tipo Weibull de &, e de Gy.

4 EXEMPLOS DE APLICACAO

A continuagdo, se apresentam exemplos que permitem verificar a implementacgdo realizada
no MED dentro do sistema Abaqus (MED-Abgq).
4.1 Aplicacao 1:Viga de Cantilever Elastica Linear

Estuda-se o caso de uma viga Cantilever Eldastica Linear, a Figura 9 se apresenta um
esquema da mesma onde L= 0.6 m, h=0.06 m e b=0.02 m. Considerou-se a viga de aco com
modulo de Young 2.1 GPa e densidade 7800 kg/m”.

| kol

” L

Figura 9: Esquema da viga engastada em balanco.

Na Figura 10a apresenta-se o modelo no MED-Abg com o engaste na origem do sistema de
coordenadas local (zona marcada). Para realizar este modelo adotou-se como tamanho do
modulo basico do MED-Abg (L) 0.01m, resultando em 60x6x2 mdédulos o que gera um
problema de 6000 graus de liberdade.

Com o objetivo de comparar resultados se realizou um modelo de elementos finitos
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também dentro do ambiente Abaqus (ver Figura 10b) com elementos hexaedricos lineares
com 8 nds, com integracio reduzida com o controle de hourglass (elemento sélido, designado
C3D8R no Abaqus). O elemento C3D8R tem um ponto de integra¢do de Gauss e trés graus de
liberdade translacionais por né. A malha adotada € coincide com o tamanho d6 médulo bésico
do MED-Abgq, por isto tem-se 3843 graus de liberdade.

O terceiro modelo avaliado com o objetivo de analisar a interacdo entre o MED-Abq e
MEF, modelou-se a mesma viga da Figura 9 com MED-Abg e MEF, (ver Figura 10c). Os nds
duma fase do MED-Abq foram colados com uma superficie do modelo em MEF de modo que
nio existem deslocamentos relativos entre estes. A forma em que foram vinculados se
apresenta na Figura 11.

Figura 10: Representacdo grafica dos trés modelos utilizados. @) MED-Abq, b) MEF e ¢) MED-Abg-MEF

Figura 11: Detalhe do encontro do modelo misto. Os nds ressaltados do MED-Abg ndo apresentam
deslocamentos relativos respeito da superficie modelada com o MEF.

Andlise de freqiiéncias:

Calcularam-se as freqii€ncias naturais dos modelos da viga de cantilever apresentada. Isto
foi feito tanto numericamente, com os trés modelos antes apresentados, como analiticamente
para os modos flexionais e axiais (Dimarogonas, 1996). Para os cédlculos numéricos dos
modos de vibracao utilizou-se a analise de freqiiéncias do Abaqus.

Na Figura 12 indicam se os resultados obtidos onde se computa também o erro porcentual
respeito ao valor analitico correspondente. Os resultados mostram uma precisdo razodvel, que
poderia ser melhorada aumentando a discretizacao dos modelos simulados. Cabe salientar que
para os modelos flexionais mais elevados parte da responsabilidade da elevada diferenca entre
os resultados analiticos e os numéricos se deve a que nestes casos a hipdtese de viga fina
comega a ser questiondvel.

E possivel observar também que os resultados obtidos com o modelo misto apresentaram
resultados com um grau de precisdo aceitdveis o que indica que a interface entre os modelos
em principio e adequada.
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Modo MEF MED-Abg -MEF
1 j — i
4.050 Hz (13.02%) 4.076 Hz (12.46%)

2 e ——

13.826 Hz (1.03%) 13.690 Hz (2.00%) 13.670 Hz (2.15%)

29.689 Hz (1.74%) 25.272 Hz (13.39%) 26.806 Hz (8.14%)
4

75.184 Hz

5

82.438Hz (0.89%) 70.317 Hz (13.94%) 76.188 Hz (6.76%)
6 d

83.045Hz (5.13%) 82.262 Hz (6.03%) 81.731 Hz (6.64%)

159.66 Hz (0.29%) 136.59 Hz (14.70%) 146.30 Hz (8.63%)
8

226.26 Hz 213.08 Hz
_

9

214.53 Hz (0.77%) 216.41 Hz (0.10%) 215.06 Hz (0.53%)
10 ~

219.11Hz (10.60%) 217.14 Hz (11.40%) 217.12 Hz (11.41%)

Figura 12: Formas dos primeiros dez modos de vibracdo comparados com resultados analiticos.

Analise de deflexdo.
Na mesma viga Cantilever apresentada na Figura 9 se aplicou uma for¢a no extremo livre
da viga no sentido negativo do eixo Y, com uma fun¢do de carga no tempo como mostrada na
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Figura 13a, sendo a amplitude méaxima de 1N. Aplicou-se esta funcdo de carga lentamente
para simular um estado final quasi-estatico. Na Figura 13/ apresenta-se a curva tempo vs
deslocamento na ponta da viga para os trés modelos estudados. Pode-se apreciar que ainda
existem efeitos inerciais. Para comparar os valores de deflexdo dos trés modelos com o
resultado analitico (Hibbeler 2004) apresentados na Tabela 1, realizou-se um ajuste de
minimos quadrados.

Nao foi aplicado nenhum tipo de amortecimento nestas simulacoes.

1.0 a) 0 b) ‘
—— MED-Abg
0.8 -2x10° ——FEM
3 ——MED-FEM
~ O .4x10°
= 0.6 £ -4x10
(0]
©
04 % -6x10°
o [&]
e o
0.2 ® -8x10®
o
0.0 -1x10°* . . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tempo (seg) Tempo (seg)

Figura 13: a) fun¢do de carga aplicada, b) curva tempo vs deslocamento no extremo livre da viga para o modelo
MED-Abgq, MEF e MED-Abq-MEF.

Diferencia com MED-Abq MEF MED-Abg-MEF

0 resu/l"tado 431% 3.84%
analitico

Tabela 1: Diferencia entre cada método com respeito ao resultado analitico de deflexdo no extremo livre da viga
em Cantiliver.

Esta diferenca com respeito a solugdo analitica pode ser devida a taxa de aplicac¢do da carga
utilizada que nao foi suficientemente lenta para simular o problema estatico (transiente) do
qual foi calculada a solu¢do. Adicionando amortecimento ao modelo pode-se diminuir a
oscilagdo devida aos efeitos inerciais.

Analise de propagacdo de ondas:

Para analisar o comportamento dindmico do MED-Abg e a interacdo entre o MED e o MEF
foi aplicada uma pressao uniforme com amplitude de fun¢do Heaviside na viga engastada da
Figura 9. Esta pressao foi aplicada na superficie oposta ao engaste, na direcao e sentido de X,
com valor de 1000Pa.

Na Figura 14 mostram-se as reacdes nos trés modelos, onde se ilustra que ndo héa grandes
diferencas entre eles. Também se pode observar que os valores de reagao oscilam em torno do
valor da forca aplicada com um valor maximo préximo ao dobro da mesma, como esperado.

Nao foi colocado nenhum tipo de amortecimento no sistema.
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Figura 14: Reacdes no tempo dos trés métodos para uma carga aplicada com amplitude Heaviside.

Como pode observar-se na Figura acima, existe um tempo entre a aplicacdo da carga e o
aparecimento da reacdo. Este é o tempo em que a onda de tensdo gerada pela carga demora a
chegar até o engaste e pode ser expresso pelo periodo em que ndo foi registrado valor
significativo de reagdes no engaste.

Como mostrado na Figura 14, o tempo para o qual comeca a aparecer reacdo ¢
praticamente o mesmo nos trés modelos, 0.001 seg. Este tempo é concordante com o tempo
que tarda em chegar onda de tensdao em um médio eldstico com estas propriedades, que €
0.00106 seg.

4.2 Aplicacao 2: Viga Cantilever que fratura a flexao

Nesta aplicacdo se utilizou a mesma configuracdo geométrica apresentada na Figura 9, mas
utilizando a lei constitutiva bi-linear apresentada na secdo 3.3 deste trabalho. Sobre a viga
Cantilever foi aplicada uma carga pontual no extremo livre da viga no sentido negativo da
direcdo Y (da mesma forma que no Analise de deflexao da aplicac@o anterior). Esta carga foi
incrementada monotonicamente de forma similar a mostrada na Figura 134, mas ate causar a
ruptura da viga. Para verificar que a implementacdo realizada no ambiente Abaqus o modelo
foi realizado tanto no MED tradicional como no MED-Abgq.

Na Tabela 2 se apresentam os parametros empregados na lei bi-linear utilizada tanto no
modelo do MED tradicional como do MED-Abg.

Propriedade Valor
Gy(energia especifica de fratura) 1000 N/m
&, (deformagao critica de falha) 0.005
E (modulo de Young) 2.1 E9 GPa
p (densidade de massa) 7800 kg/m’
L (tamanho do médulo cubico do MED) 0.0l m

Tabela 2: Propriedades da lei constitutiva bi-linear utilizada nos elementos do MED e do MED-Abgq.

Na Figura 15a apresentam-se os resultados em termos das curvas reacdes vs tempo para o
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modelo do MED tradicional e 0o MED-Abg. A Figura 15b mostra o balango energético durante
o processo de ruptura para os dois modelos. Na comparagao dos resultados é possivel observar
uma boa concordancia dos resultados, diferencas entre os dois caminhos comeg¢am a ser
percebidas quando o processo de ruptura se desestabiliza.

Na Figura 16 se apresentam As configuracdes de ruptura deformadas com os elementos
rompidos eliminados e uma configuracdo sim deformar em donde ao barras rompidas se
encontram ressaltadas, tanto para o modelo realizado com o MED como para o realizado com
0 MED-Abq. Se aprecia que zona onde aparecem as barras rompidas é a mesma.

500 a) 6 ‘ b)
J—L —— E_MED
—— MED 54|
4004 e
—— MED-Abg E,MED
—— E,MED A
300 = 1 —— E, MED-Abq /
=3 Z | ——EMED-Abg /
o ~ 34
g p % —— E, MED-Abq /
Q [0]
i /-- _/ @ 2 /
100
/N, 1
0 et Ty 0 —— . . Y ——5 .
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Tempo (seg) Tempo (seg)

Figura 15: a) Curvas Forga vs tempo e b) curvas de energias, da viga engastada-livre para os modelos realizados
com o MED e o MED-Abq. Energia eléstica Eg, Energia cinética Ex e Energia de dano Ej,.

b)

Figura 16: Configuracdes de ruptura dos modelos realizados com o MED e o MED-Abgq. a) deformada e
elementos rompidos eliminados, b) ndo-deformada com elementos rompidos destacados.

Aleatoriedade:

Simularam-se cinco vigas, iguais a mostrada no ponto anterior, mas com um Cv(Gy)
varidvel e com campos aleatorios diferentes, tanto no MED como no MED-Abgq.

Em todos os casos se comprovo que Cv (&) médio é aproximadamente 0.5 do Cv(Gy)
colocado, no MED assim como no MED-Abgq, e como encontrado por Rocha (1989).

Na Figura 17a se apresenta a distribuicdo de probabilidade (freqii€éncia/somatério das
freqiiéncias) de &, dividido pela amplitude do intervalo com que se realizou o histograma
(para normalizar os resultados) das cinco simulag¢des realizadas com o MED e sua média
quando colocado Cv(Gy) = 10%. Na Figura 17b se apresenta a distribui¢do de probabilidade de
&, dividido pela amplitude do intervalo que € varidvel (ver Figura 8), das cinco simulagoes
realizadas com 0 MED-Abq e sua média, também para Cv(Gy) = 10%.
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A modo de exemplo, na Figura 18 se comparam a médias dos cinco eventos mostradas na
Figura 17 junto com a distribuicdo tedrica para Cv(Gy) = 10%, ja que para outros valores de
Cv(Gy) as trés curvas variam semelhantemente.

a)
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— Média

—— Eventos
Média
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Probabilidade/amplitude do intervalo

o

é'p Ep

Figura 17: Distribui¢do de probabilidade (freqiiéncia/somatdrio das freqiiéncias) de &, dividido pela amplitude do
intervalo vs &, dos cinco eventos e de sua média, obtidos a) no MED, b) no MED-Abg, para Cv(Gy) = 10%.
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Figura 18: Distribui¢do de probabilidade de &, dividido pela amplitude do intervalo vs &, das médias de cinco
eventos obtidos no MED e no MED-Abg, comparadas com a distribui¢@o tedrica para Cv(Gy) = 10%.

Na Figura 19 se apresentam as curvas de reacdes e as de energias médias e seus desvios vs
o tempo, feitas no MED e no MED-Abg, para um coeficiente de variacdo Gy baixo (10%) e um
elevado (100%). Ja na Figura 20 se comparam as configuracdes nao deformadas, em donde se
encontram ressaltadas a barras rompidas, destes casos extremos mais um caso com coeficiente
de variagdo mediana (50%). Pode-se observar como aumenta a distribuicdo do dano com o
aumento do Cv(Gy).

A tendéncia no aumento na aleatoriedade de fazer a barra romper mais cedo mostrada na
Figura 20, pode ser deduzida a priori, j& que aparecem elementos de menor resisténcia
origindrios de uma maior dispersao das propriedades do material.
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Figura 19: Curvas médias e desvios de Forca vs tempo a) para Cv(Gy) = 10% e b) para Cv(Gy) = 100% e curvas
médias e desvios das energias ¢) para Cv(Gy) = 10% e d) para Cv(Gy) = 100%, dos cinco eventos da viga
cantilever para os modelos realizados com o0 MED e o MED- Abg.

Cv (Gj) = 10%

Cv (Gp) = 50%

Cv (Gj) = 100%

MED
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Figura 20: Configuracdes ndo deformadas com barras rompidas destacadas, dos cinco eventos simulados com o
MED e 0 MED-Abq para Cv (Gp) = 10%, de Cv (Gy) = 50% e de Cv (Gy) = 100%.
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Carga e descarga

No seguinte exemplo se aplica um deslocamento prescrito da forma apresentada na Figura
21 no extremo livre da viga Cantilever utilizada nos casos anteriores. O deslocamento
prescrito segue a direcdo longitudinal da viga (direcdo X segundo a Figura 9). Para poder
capturar a diferenca entre as formas de calcular as energias entre o MED e o MED-Abg
modificou-se o valor da tenacidade (G; = 2000N/m), mantendo as outras propriedades iguais
as apresentadas na Tabela 2.

Na Figura 21 também se observam as reacdes obtidas no MED e no MED-Abg onde nao se
apreciam diferencas significativas entre os dois modelos.

-15000 0.003
-10000 - J0.002 o
(13
a
o
5000+ 40,001 Q
Z 3
D
& 0- 1 0.000 2
On o
S T
T 50001 [—e—MED 1-0.0013
—/~ MED-Abq 2
10000 - -0.002°
— Deslocamento prescrito \ 3

15000 : . : . : . : -0.003

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
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Figura 21: Curvas reagio vs tempo para o MED e 0 MED-Abq (eixo i esquerda) e deslocamento prescrito
aplicado vs tempo (eixo direita).
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Figura 22: Curvas de energias para os modelos realizados com o MED e o MED-Abq. Energia eldstica Eg e
Energia de dano Ep.
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O deslocamento aplicado gera um dano parcial nas barras. Na Figura 22 se apreciam as
diferencias entre as curvas de dano quando o deslocamento prescrito atinge seu valor maximo
(ver a na Figura 7 na se¢do 3.4), onde no MED tradicional a curva permanece constante € no
MED-Abqg a curva decai. Cabe destacar que a suma das duas energias permanece igual nos
dois métodos. A energia cinética no foi apresentada por ter neste exemplo valores muito
inferiores aos outros tipos de energia envolvidos no processo.

4.3 Estudo de duas trincas propagando uma para a outra

Em este dltimo exemplo se mostra uma das utilidades préticas de implementar o MED
dentro do ambiente Abaqus. Se se quisesse realizar este exemplo com o MED tradicional a
quantidade de graus de liberdade necessdrios que teria o problema, seria da ordem dos 50
milhdes, o qual impossibilita seu computo.

Simha et al (1986) foram alguns dos primeiros em analisar o comportamento de duas
fissuras que propagam em alta velocidade em dire¢ao uma para a outra em angulos que variam
de 180° até 60°, sendo estes ensaios utilizados para verificar metodologias numéricas ate o dia
de hoje (Swenson e Ingraffea, 1987; Tabiei e Wu, 2003 entre outros). Simha et al (1986)
utilizaram folhas de acrilico de 50,8 mm para construir os modelos transparentes utilizados no
estudo. Os modelos tinham 300 mm x 300 mm de tamanho e continham dois furos circulares
de 25.4 mm situados a 100 mm entre eles. Dois furos foram entalhados para garantir que as
duas trincas teriam inicio no local apropriado e pré-trincas (de 12.5mm) colocadas para que
propagarem na dire¢do desejada. Estes furos foram carregados com pequenas quantidades de
PETN (500-800 mg) e, simultaneamente, detonados enquanto o modelo estava contido dentro
de um quadro de carga capaz de colocar o modelo em um estado biaxial de compressao de
tensoes.

Realizou-se um modelo no MED-Abg sendo a zona onde se espera a ruptura modelada com
MED e o restante com MEF. No MEF colocou-se um mdédulo de elasticidade de 3.24 GPa e
uma densidade de 1190 kg/m3, no MED usou-se: tenacidade a fratura (Gy) de 352 N/m, ¢,
=2.469%, K,=1.2342, ¢ L=1e-4 m, alem das propriedades eldsticas do MEF. Em nossos
modelos esta pressdo colocada nos furos foi considerada constante com valor 14MPa. Foi
considerado estado plano de deformacdes.

Na Figura 23 se apresentam os resultados obtidos para angulos iniciais entre as pré-trincas
de 180° 120° 90° e 60° onde se mostram também as configuracdes esperadas como sugerem
Simha et al (1986). Pode se observar uma boa concordéncia entre os resultados obtidos com o
MED-Abq e o fendmeno observado experimentalmente.

Na Tabela 3 se apresentam os graus de liberdade de cada placa simulada discriminados no
método a que pertencem, MED o MEF.

Pré-trincas a- Grau de liberdade
MED-Abq MEF Total
180° 223,803.0 229,266.0 453,069.0
120° 418,353.0 145,2006.0 563,553.0
90° 112,5393.0 370,992.0 1,496,385.0
60° 1,657,356.0 350,046.0 2,007,402.0

Tabela 3: Quantidade de graus de liberdade para cada um dos modelos simulados.
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Angulo inicial entre Angulo inicial entre
pré-trincas 180° pré-trincas 120°

oo

oo

Angulo inicial entre Angulo inicial entre
pré-trincas 90° pré-trincas 60°

Figura 23: Placa modelada, configurag@o esperada a partir dos resultados experimentais (Simha et al (1986)) e
configuracdo obtida mediante simulagdo para pré-trincas com angulo inicial de 180°, 120°, 90° e 60°.

5 CONCLUSOES

Em este trabalho se apresenta o Método dos Elementos Discretos compostos por barras
implementado dentro do ambiente do sistema de elementos finitos Abaqus. O exemplo de
uma viga cantilever e analisado exaustivamente sobre diversos pontos de vista para validar a
implementacdo realizada. Finalmente um exemplo que permita avaliar a potencialidade da
implementacdo realizada é apresentado. Através destes desenvolvimentos foi possivel
concluir que a implementacdo realizada € consistente, sendo que futuras analises de outros
exemplos precisam ser realizados para completar a validagao.
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