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Resumen.Es ampliamente conocido que el problema de localización de deformaciones en materiales
cohesivos-friccionales se encuentra íntimamente relacionado al comportamiento de ablandamiento e in-
estabilidad de los materiales estructurales. En esta situación se observa una dependencia patológica de
las soluciones numéricas del Método de Elementos Finitos respecto de la discretización espacial adop-
tada. Por tal motivo, la modelación numérica requiere de formulaciones constitutivas adecuadas con el
fin de obtener una descripción objetiva del complejo proceso de degradación de su resistencia bajo car-
gas crecientes. En otras palabras, estas teorías constitutivas enriquecidas deben ser capaces de describir
comportamientos no locales de deformación. En este trabajo, se presenta una formulación elastoplástica
dependiente de gradientes termodinámicamente consistente para el modelado de medios porosos conti-
nuos y sus correspondientes ecuaciones discretas requeridas para la implementación numérica del mode-
lo empleando el Método de Elementos Finitos. Asimismo, el modelo material empleado corresponde al
Cam Clay Modificado para suelos saturados. Este modelo constitutivo no local presenta tantas longitudes
internas características como variables no locales internas posee. Las variables internas adoptadas son la
deformación volumétrica del esqueleto sólido y la porosidad plástica, que dependen del estado tensional
y de la presión de poro actuante, respectivamente. Por otro lado, debido a la presencia del laplaciano
del multiplicador plástico en las ecuaciones de gobierno, para cumplir la condición de convergencia, se
requiere la continuidad del gradiente del multiplicador plástico en el contorno de cada elemento. Esto
se consigue discretizando al multiplicador plástico con funciones de forma de la claseC1. Los resulta-
dos numéricos muestran la propiedad regularizadora que tiene la teoría de gradientes para suprimir la
condición de localización para diferentes estados de confinamiento y presiones de poro actuantes.

Mecánica Computacional Vol XXIX, págs. 5381-5396 (artículo completo)
Eduardo Dvorkin, Marcela Goldschmit, Mario Storti (Eds.)

Buenos Aires, Argentina, 15-18 Noviembre 2010

Copyright © 2010 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1. INTRODUCCIÓN

Es ampliamente conocido que los problemas de localización del campo de deformaciones
en continuos sólidos y medios porosos están íntimamente relacionados con el comportamiento
mecánico de ablandamiento del material y se percibe una dependencia de la solución numérica
respecto de la discretización empleada en elementos finitos, conduciendo a la pérdida de ob-
jetividad en la solución (Pamin, 1994; Svedberg, 1999; Larsson, 1999; Vrech, 2007). Por tal
motivo, la modelación matemática del proceso de deformación en medios porosos requiere de
formulaciones constitutivas adecuadas con el fin de obtener una descripción objetiva del com-
plejo proceso de degradación de su resistencia bajo cargas crecientes. En otras palabras, estas
teorías constitutivas enriquecidas deben ser capaces de describir comportamientos no locales de
deformación (Mroginski et al., 2010b).

Los desarrollos teóricos están enmarcados en las leyes de la Termodinámica para medios
porosos consiguiendo así una formulación consistente sin términos de disipación de energía es-
purios. La clave para conseguir esta consistencia termodinámica surge de considerar al medio
poroso como un sistema continuo termodinámicamente abierto (Coussy, 1995). En consecuen-
cia, se pierde el carácter de mezcla microscópica que otros autores emplean para caracterizar
al medio (Gawin et al., 1995; Lewis y Schrefler, 1998; Di Rado et al., 2009; Mroginski et al.,
2010a).

En el presente trabajo, se presenta una formulación elastoplástica dependiente de gradien-
tes superiores de deformación termodinámicamente consistente para el modelado de medios
porosos continuos originalmente propuesto por los autores enMroginski et al.(2010b). Asimis-
mo, se presentan las expresiones discretas empleadas en el Método de Elementos Finitos (MEF)
y resultados numéricos de dicha implementación. Por otro lado, debido a la presencia del lapla-
ciano del multiplicador plástico en las ecuaciones de gobierno, para cumplir la condición de
convergencia, se requiere continuidad del gradiente del multiplicador plástico en el contorno de
cada elemento. Esto se consigue discretizando al multiplicador plástico con funciones de forma
de la claseC1.

El modelo material empleado corresponde al Cam Clay Modificado (CCM) para suelos sa-
turados, internacionalmente aceptado por la comunidad científica. Este modelo constitutivo
no local presenta tantas longitudes internas características como variables no locales internas
posee. Las variables internas adoptadas son la deformación volumétrica del esqueleto sólido
y la porosidad plástica, que dependen del estado tensional y de la presión de poro actuante,
respectivamente.

En la sección siguiente se resumen los conceptos fundamentales de la teoría de poroplastici-
dad termodinámicamente consistente basada en gradientes superiores de deformación original-
mente propuesta por los autores enMroginski et al.(2010b), donde se arriva a las expresiones
diferenciales de la relación constitutiva no local que luego serán discretizadas por el MEF.

A continuación se describe el criterio material CCM para medios porosos saturados. Se pro-
pone una ley de no asociatividad para disminuir la sobrestimación del coeficiente de compresi-
bilidad volumétricaK0 que a menudo se presenta en los modelos de estado crítico convencional
(Gens y Potts, 1982; Balmaceda, 1991). Así como también, se propone una ley de evolución de
las variables internas locales y no locales termodinámicamente consistente que derivan del po-
tencial plástico de energía libre.

En la cuarta sección se presenta la implementación numérica empleando el MEF del prob-
lema de valores de borde planteado en la primer sección y se propone un elemento finito que
cumple las condiciones de continuidadC1 requeridas en el funcional que gobierna el problema.
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En la quinta sección se presentan los resultados numéricos del modelo. Para ello se adop-
tan dos problemas típicos en la Mecánica de medios porosos: el problema de consolidación
unidimensional y el análisis de localización bidimensional.

Por último se presentan las conclusiones más relevantes del presente trabajo.

2. PLASTICIDAD NO LOCAL DE GRADIENTE EN MEDIOS POROSOS

En esta sección se describen los conceptos básicos de la teoría no local basada en gradientes
superiores de deformación para medios porosos propuesto en (Mroginski et al., 2010b).

2.1. Disipación plástica en medios porosos

En base a estudios desarrollados porCoussy(1995), el estado de un sistema poroso continuo
queda perfectamente definido por la temperatura absolutaθ, el tensor de deformaciones elásticas
εe, la variación del contenido elástico de masa de fluidome y las variables internasqα, conα =
s, p para la fase sólida y/o porosa, respectivamente. Para que el sistema sea capaz de describir
efectos no locales tanto en la deformación del esqueleto sólido como en la fase porosa debe
ser considerado el gradiente de las variables internas∇qα (Svedberg, 1999). En consecuencia,
restringiendo el estudio a problemas isotérmicos, la energía libre de deformación es función de
las siguientes variables

Ψ = Ψ (εe, me, qα,∇qα) (1)

Diferenciando la Ec. (1) y reemplazándola dentro de la forma global de la desigualdad de
Clausius-Duhem, suponiendo además la descomposición aditiva de las variables incrementales
de estado termodinámicas en una parte elástica (ε̇e, ṁe) y otra plástica (̇εp, ṁp) resulta

∫
Ω

1

θ

[(
σ − ρ

∂Ψ

∂εe

)
: ε̇e +

(
p− ρ

∂Ψ

∂me

)
ṁ+

+ρ
∂Ψ

∂εe
: ε̇p + ρ

∂Ψ

∂me
ṁp − ρ

∂Ψ

∂qα

q̇α − ρ
∂Ψ

∂∇qα

∇q̇α

]
dΩ ≥ 0 (2)

De la expresión anterior se obtienen las relaciones de Coleman, en forma idéntica a la teoría
clásica de medios continuos

σ = ρ
∂Ψ

∂εe
y p = ρ

∂Ψ

∂me
(3)

y los términos remanentes de la Ec. (2) corresponden a la energía de disipación plástica

D = σ : ε̇p + pṁp + Qαq̇α ≥ 0 (4)

con

Qα = −ρ
∂Ψ

∂qα

+∇ ·
(

ρ
∂Ψ

∂∇qα

)
(5)

Como puede observarse de la Ec. (5), la diferencia entre la teoría local y la teoría no local de
gradiente radica en el término de gradiente adicional en la tensión disipativa,Qα. Por lo tanto,
resulta conveniente descomponerla en una parte local otra no local

Qα = Qloc
α + Qnloc

α (6)
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siendoQloc
α = −ρ∂Ψ/∂qα y Qnloc

α = ∇ · (ρ∂Ψ/∂∇qα)

Nota: Analizando la expresión de disipación plástica de la Ec. (4) es posible trazar una simili-
tud entre la presente formulación no local de la plasticidad y el tratamiento unificado de modelos
no locales propuesto porGudmundson(2004). Es decir, exceptuando los términos referidos a
la fase porosa, considerando un continuo Bolzman (microrotaciones nulas) y para el caso espe-
cial en el cual las microtensiones propuestas por Gudmundson son conincidentes con el tensor
de tensiones de Cauchy, asumiendo además la tasa de la deformación plástica como variable
interna, la Ec. (4) resulta equivalente a la propuesta por Gudmundson.

2.2. Relaciones constitutivas termodinámicamente consistentes

Basado en trabajos anteriores (Svedberg y Runesson, 1997; Etse y Vrech, 2006; Mrogins-
ki et al., 2010b) se desarrolla una formulación elastoplástica termodinámicamente consistente
regularizada de acuerdo a la teoría de gradientes de deformaciones de orden superior. Para el
potencial de energía libre de deformación se adopta la descomposición aditiva

Ψ (εe, me, qα,∇qα) = Ψe (εe, me) + Ψp,loc (qα) + Ψp,nloc (∇qα) (7)

dondeΨe es la energía elástica del medio poroso definido porCoussy(1995)

ρΨe = σ0 : εe + p0me +
1

2
εe : C0 : εe +

1

2
M (B : εe −me)2 (8)

Los potencialesΨp,loc y Ψp,nloc constituyen las contribuciones locales y no locales, respec-
tivamente, debidas al comportamiento disipativo de endurecimiento/ablandamiento isótropo,
expresadas en término de las variables internasqα y su gradiente∇qα.

A partir de la relaciones de Coleman de Ec. (3) y despreciado las tensiones y presiones de
poro iniciales se pueden obtener las siguientes ecuaciones

σ = C : εe −MBme (9)

p = −MB : εe + Mme (10)

dondeC = C0 + M B⊗B, C0 es el tensor constitutivo elástico de cuarto orden que relaciona
linealmente las tensiones con las deformaciones en el esqueleto sólido,M es el módulo de Biot
y B = b I, siendob el coeficiente de Biot eI el tensor unitario de segundo orden.

2.3. Regla de flujo plástico no local

Del mismo modo que para la teoría local, se plantean las leyes de evolución de las varia-
bles internas en forma incremental. Para el caso de flujo plástico y leyes de endurecimien-
to/ablandamiento isótropo, se introduce un potencial disipativoΦ∗, tal que

ε̇p = λ̇mσ , ṁp = λ̇mp , q̇α = λ̇mQα (11)

dondemσ = ∂Φ∗/∂σ , mp = ∂Φ∗/∂p y mQα = ∂Φ∗/∂Qα

Para completar la formulación del problema en el dominioΩ deben cumplirse las condi-
ciones complementarias de Kuhn-Tucker dadas por las relaciones

λ̇ ≥ 0 , Φ (σ, p, Qα) ≤ 0 , λ̇Φ (σ, p, Qα) = 0 (12)
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2.4. Ecuación constitutiva en tasa

Combinando las Ecs. (9) y (10), teniendo en cuenta la descomposición aditiva del potencial
de energía libre asumida en la Ec. (7) y la regla de flujo plástica no local de la Ec. (11), se pueden
obtener las siguientes expresiones incrementales correspondientes al tensor de tensionesσ̇, y a
la presión de porȯp,

σ̇ = C : ε̇− λ̇C : mσ −MBṁ + λ̇MBmp (13)

ṗ = −MB : ε̇ + λ̇MB : mσ + Mṁ− λ̇Mmp (14)

Luego, multiplicando la Ec. (14) porB y sumando el resultado a la Ec. (13), se obtiene una
variante de la tasa del tensor de tensiones más adecuada para problemas drenados

σ̇ = C0 : ε̇−Bṗ− λ̇C0 : mσ (15)

Por su parte, la tasa de las tensiones disipativas de la Ec. (6) pueden ser obtenidas a a travez
de la regla de la cadena como sigue

Q̇α = Q̇loc
α + Q̇nloc

α (16)

con

Q̇loc
α = −λ̇H loc

α mQ (17)

Q̇nloc
α = l2α∇ ·

(
Hnloc

α ∇λ̇mQα + λ̇Hnloc
α · ∇Qαm

2
Q

)
(18)

dondem2
Q = ∂2Φ∗/∂Q2. En la expresión anterior se introdujeron el módulo local de en-

durecimiento/ablandamientoH loc
α y el nuevo módulo no local de endurecimiento/ablandamiento

Hnloc
α (Svedberg y Runesson, 1997)

H loc
α = ρ

∂2Ψp,loc

∂q2
α

, Hnloc
α = ρ

1

l2α

∂2Ψp,nloc

∂∇qα∂∇qα

(19)

Hnloc
α es un tensor positivo definido de segundo orden mientras quelα es la longitud interna

característica correspondiente a la fase porosa (α = p), o al esqueleto sólido (α = s). Al
menos tres interpretaciones pueden ser atribuídas alα (Svedberg, 1999), la primera de considera
que la longitud característica es un parámetro dimensional conveniente para que los tensores
H loc

α y Hnloc
α tengan la misma dimensión, otra interpretación consiste en asumir quelα es un

mecanismo artificial de estabilización numérica, por último, y en coincidencia con otros autores
(Pamin, 1994; Vrech y Etse, 2005; Voyiadjis y Deliktas, 2009), lα puede ser interpretada como
una dimensión que caracteriza la microestructura del medio.

3. MODELO CONSTITUTIVO CAM CLAY MODIFICADO

A partir de las investigaciones deRoscoe et al.(1958) en la Universidad de Cambridge se
desarrollaron una familia de modelos de plasticidad para suelos saturados al introducir una
función de endurecimiento isotrópico en la funcion de fluencia. Posteriormente surgieron nu-
merosos modelos entre los cuales se encuentra el Cam Clay (Schofield y Wroth, 1968) y el
Cam Clay modificado (Roscoe y Burland, 1968). En un principio los modelos basados en el
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Cam Clay original estaban orientados al análisis de arcillas normalmente consolidadas, sin em-
bargo, en virtud de la considerable capacidad de modelar las características de diferentes tipos
de suelos y el reducido número de parámetros, ha sido extendido a una amplia gama de suelos
incluyendo los suelos no saturados (Alonso et al., 1990; Bolzon et al., 1996; Mroginski et al.,
2006).

Las principales características del modelo constitutivo Cam Clay modificado original son las
siguientes:

a- La función de fluencia describe una elipse en el plano(σ′, τ)

b- La componente volumétrica de la deformación plástica sobre la linea de estados críticos es
nula (tangente horizontal) y el flujo plástico se produce a volumen constante.

c- La plasticidad es asociada, con lo cual los estados de rotura quedan definidos por el valor
máximo deτ = pco/2 que cumple con la condición deτ = mσ′.

d- La ley de endurecimiento/ablandamiento es una función creciente, convexa y asintótica a un
valor determinado, con lo cual se cumple la condición de Prager y no se viola el Segundo
principio de la Termodinámica.

La función de fluencia está definida por

Φ (σ′, τ, Qα) =

(
σ′ +

τ 2

m2σ′

)
−Qα (20)

dondeσ′ = I1/3 − βp es la tensión esférica efectiva,τ =
√

3J2 es la tensión de corte,m es
la pendiente de la recta de estados críticos yQα es la tensión disipativa termodinámicamente
consistente igual apco. AdemásI1 y J2 son el primero y el segundo invariante del tensor de
tensiones y del tensor desviador, respectivamente.

Por otro lado, resultados experimentales mostraron que el modelo de estado crítico con-
vencional, a menudo subestima los valores del coeficiente de compresibilidad volumétricaK0

(Gens y Potts, 1982; Balmaceda, 1991) por lo tanto resulta necesario emplear un potencial
plástico diferente de la función de fluencia Ec. (20). Por tal motivo se justifica el análisis de
localización del modelo Cam Clay modificado dado que las propiedades espectrales de tensores
simétricos, que conduce la plasticidad asociada, son siempre números reales.

En tal sentido, la función potencial plástica adoptada posee un coeficienteη que limita la in-
fluencia de la presión volumétrica en la región de ablandamiento, donde la necesidad de emplear
un modelo no asociado es superior.

Φ∗ (σ′, τ, Qα) = η (σ′ −Qα)
2
+

( τ

m

)2

−Q2
α (21)

con

η = η0 +
a

(
1 + m exp

(
−(σ+βp)

υ

))
1 + n exp

(
−(σ+βp)

υ

) (22)

siendoa, n y m parámetros de ajuste de la función exponencial,η0 = 1 y υ = abs(pco/2).
La adopción del potencial plástico de la Ec. (21) permite no solo reducir el coeficiente de

compresibilidad volumétrica sino también mantener la consistencia termodinámica del modelo,
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la cual no podría ser conseguida empleando reglas de flujo no asociada, como la diseñada por
(Alonso et al., 1990; Balmaceda, 1991).

La consistencia termodinámica exige a su vez que la parte disipativa de la energía libre de
deformación plástica definida en Ec. (7) adopte la siguiente forma

ρΨp (κ,∇κ) = ρΨp,loc (κ) + ρΨp,nloc (∇κ) = − 1

χ
p0

coexp(χκ)− 1

2
l2αH

nloc∇2κ (23)

donde la variable internaκ correspondiente al modelo Cam Clay modificado es la deformación
volumétrica plástica del esqueleto sólidoεp,

εp = φp + (1− φ0) εp
s (24)

Por su parte, se observa de la Ec. (24) que la deformación volumétrica plástica del esqueleto
sólido depende de la porosidad plásticaφp, y de la deformación volumétrica de la matriz,εp

s.
Una vez definido el potencial de energía libre plástico local y no local, Ec. (23), y las varia-

bles internas correspondientes a un modelo material en particular es posible obtener la tensión
disipativaQα según Ec. (5)

Qloc
α (κ) = −ρ

∂Ψ

∂εp
= −ρ

∂Ψ

∂φp
− ρ

∂Ψ

∂εp
s

= (2− φ0) p0
coexp(χ (φp + (1− φ0) εp

s)) (25)

Qnloc
α (∇κ) = −∇

(
ρ

∂Ψ

∂∇κ

)
= l2sH

nloc
s ∇2εp

s + l2pH
nloc
p ∇2φp (26)

dondels y lp son las longitudes internas características correspondientes al esqueleto sólido y a
la fase porosa, respectivamente. En la Fig.1 se representa la variación de la funciónQloc

α respec-
to de la deformación plástica volumétricaεp, definida en Ec. (24). Puede apreciarse en dicha
figura que la forma exponencial deQloc

α obtenida a partir de asumir el la energía libre plástica
según Ec. (23) es aplicable tanto a trayectorias de endurecimiento como de ablandamiento. Esta
afirmación queda demostrada en la Fig.2 donde se muestran expanciones o contracciones de la
superficie de fluencia de Cam Clay modificada para diferentes valores (positivos y negativos)
de la deformación volumétrica plástica.

Figura 1: Ley de evolución de las variables internas
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Figura 2: Criterio Cam Clay modificado. Trayectorias de endurecimiento/ablandamiento.

4. FORMULACIÓN DEL MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

El objetivo de esta sección es deducir el algoritmo incremental-iterativo que cumpla la condi-
ción de equilibrio, la ecuación de balance de masa de fluido y la condición de fluencia al final
de cada paso de carga/desplazamiento que gobierna el problema de valores de borde planteado
en la sección2.

4.1. Formulación incremental

El cumplimiento de las ecuaciones generales de gobierno se realiza en forma incremental,
es decir, la condición de equilibrio, la ecuación de balance de masa de fluido y la condición de
fluencia serán planteadas en forma débil, de la siguiente manera,

∫
Ω

δεT : σj+1 dΩ−
∫

∂Ω

δuT tj+1 d∂Ω = 0 (27)∫
Ω

δpṁ dΩ−
∫

Ω

∇δp ·w dΩ +

∫
∂Ω

δpw · n d∂Ω = 0 (28)∫
Ω

δλ Φ
(
σj+1, pj+1, Qαj+1

)
dΩ = 0 (29)

al final de la iteraciónj + 1 del escalón de carga actual. A diferencia de lo que ocurre en
plasticidad clásica, en esta formulación la Ec. (29) no se cumple en un sentido estricto sino en
forma distribuída y solo cuando se alcanza la convergancia final del problema.

Considerando la descomposición del tensor de tensiones dentro de un proceso iterativo
σj+1 = σj + ∆σ y reemplazando en la Ec. (27) se tiene∫

Ω

δεT : ∆σ dΩ =

∫
∂Ω

δuT tj+1 d∂Ω−
∫

Ω

δεT : σj dΩ (30)

luego, reemplazando la relación constitutiva en tasa Ec. (15)

∫
Ω

δεT :
(
C0 : ∆ε−B∆p−C0 : mσ∆λ

)
dΩ =

∫
∂Ω

δuT tj+1d∂Ω−
∫

Ω

δεT : σjdΩ (31)
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puede observarse que la ecuación anterior no depende explícitamente del gradiente del multi-
plicador plástico y tiene una forma muy similar a la ecuación de equilibrio incremental usada
en platicidad clásica.

De forma similar, considerando el incrementowj+1 = wj + ∆w, despejando la variación
del contenido de masȧm de la Ec. (14) y reemplazando en la relación Ec. (28), se tiene

∫
Ω

δp

(
∆p

M
+ B : ∆ε− (B : mσ −mp) ∆λ

)
dΩ =

∆t

∫
Ω

∇δp · (wj + ∆w) dΩ−∆t

∫
∂Ω

δpwj+1 · n d∂Ω (32)

Teniendo en cuenta la ley de Darcy para flujo en medios porosos

w = −k · ∇p (33)

se tiene

∫
Ω

δp

(
∆p

M
+ B : ∆ε− (B : mσ −mp) ∆λ

)
dΩ =

−∆t

∫
Ω

∇δp · k · ∇pj dΩ−∆t

∫
Ω

∇δp · k · ∇∆p dΩ−∆t

∫
∂Ω

δpwj+1 · n d∂Ω (34)

Por otro lado la función de fluencia en Ec. (29) puede ser desarrollada en serie de Taylor sobre
el punto (σj, pj, Qαj

) con suficiente exactitud truncando la serie hasta los términos lineales
(Pamin, 1994)

Φ (σ, p, Qα)|j+1 = Φ (σ, p, Qα)|j + nσ : ∆σ + np∆p + nQα∆Qα (35)

A continuación, en primer lugar la descomposición aditiva de la tasa de la tensión disipa-
tiva en una parte local y otra no local es tenida en cuenta, según Ec. (16). En segundo lugar,
para variables de estado espacialmente homogéneas, puede asumirse que∂2Φ∗/∂Qα∂Qα = 0
(Svedberg, 1999), por lo tanto

Q̇α = Q̇loc
α + Q̇nloc

α = −H loc
α mQαλ̇ + l2αH

nloc
α mQα∇2λ̇ (36)

reemplazando Ec. (15) y Ec. (36) en Ec. (35) se obtiene la forma débil de la condición de
fluencia

∫
Ω

δλ Φ
(
σj+1, pj+1, Qαj+1

)
dΩ =

∫
Ω

δλ Φ
(
σj, pj, Qαj

)
dΩ +

∫
Ω

δλ nσ : C0 : ∆ε dΩ+∫
Ω

δλ
[
(np − nσ : B) ∆p− nσ : C0 : mσ∆λ

+nQα

(
−H loc

α mQα∆λ + l2αH
nloc
α mQα∇2∆λ

)]
dΩ = 0 (37)
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4.2. Discretización espacial

Como se observa en el sistema de ecuaciones formado por Ec. (31), Ec. (34) y Ec. (37)
aparecen derivadas de primer orden del campo cinemático y de presiones de poro y derivadas
de segundo orden del multiplicador plástico. Por lo tanto el proceso de discretización requiere
de funciones de forma de continuidadC0 para el campo de desplazamientos y presiones de poro
y funciones de forma de continuidadC1 para la dicretización del multiplicador plástico.

u = Nu ū (38)

p = Np p̄ (39)

λ = H λ̄ (40)

Reemplazando estas variables discretas en las ecuaciones generales de campo descriptas en
la sección anterior, recordandoε = ∇su = ∇sNu ū = B̄ ū, se tiene en primer lugar

{∫
Ω

δūT B̄T : C0 : B̄ dΩ

}
∆ū−

{∫
Ω

δūT B̄T : BNp dΩ

}
∆p̄

−
{∫

Ω

δūT B̄T : C0 : mσH dΩ

}
∆λ̄ =

∫
∂Ω

δūTNT
u tj+1d∂Ω−

∫
Ω

δūT B̄T : σjdΩ (41)

A continuación, reemplazando Ecs. (38)-(40) en Ec. (34) se tiene

{∫
Ω

δp̄ NT
p B : B̄ dΩ

}
∆ū +

{∫
Ω

δp̄

[
NT

p Np

M
+ ∆t (∇Np)

T · k · ∇Np

]
dΩ

}
∆p̄

+

{∫
Ω

δp̄NT
p [mp −B : mσ]H dΩ

}
∆λ̄ =

−
{

∆t

∫
Ω

δp̄ (∇Np)
T · k · ∇Np dΩ

}
p̄j −∆t

∫
∂Ω

δp̄NT
p wj+1 · n d∂Ω (42)

Por último, empleando las variables discretas definidas en Ecs. (38)-(40) en Ec. (37) se tiene

{∫
Ω

δλ̄HTnσ : C0 : B̄ dΩ

}
∆ū +

{∫
Ω

δλ̄HT [np − nσ : B]Np dΩ

}
∆p̄

+

{
−

∫
Ω

δλ̄HT
[
nσ : C0 : mσ + H̄ loc

α

]
H + l2αH

T H̄nloc
α P dΩ

}
∆λ̄ =

−
∫

Ω

δλ̄HT Φ
(
σj, pj, Qαj

)
dΩ (43)

donde∇2 (∆λ) = ∇2 (H) ∆λ̄ = P∆λ̄, H̄ loc
α = nQαH loc

α mQα y H̄nloc
α = nQαH

nloc
α mQα .

Dado que las soluciones triviales del sistema de ecuaciones formado por las Ecs. (41)-(43)
no son de interés, los valores arbitrarios deδū, δp̄ y δλ̄ pueden ser descartados. Ordenando en
forma matricial se obtiene la matriz de rigidez del elemento finito para plasticidad de gradientes
con continuidadC1 para el multiplicador plástico −Kss Qsp Qsλ

Qps Kpp + ∆tHpp Qpλ

Qλs Qλp Kλλ

 ∆ū
∆p̄
∆λ̄

 =

 Fint
s − Fext

s

−Fp

−Fλ

 (44)
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Las submatrices de la Ec. (44) pueden obtenerse por simple inspección de las Ecs. (41)-(43).
A diferencia de lo que ocurre en problemas de plasticidad clásica, donde se requiere de un

algoritmo iterativo para el retorno de tensiones, en esta formulación de plasticidad de gradiente,
dado que el multiplicador plástico es una variable nodal, no se requiere de un procedimiento
iterativo adicional. En la Tabla1se encuentra resumido el algoritmo implementado para resolver
el problema de valores de borde.

1) Computar las matrices del sistema Ec. (44)
2) Resolver el sistema algebráico de Ec. (44) para obtener los
incrementos∆ū, ∆p̄ y ∆λ̄
3) Actualizar las variables primarias∆ūj = ∆ūj−1 + ∆ū,
∆p̄j = ∆p̄j−1 + ∆p̄ y ∆λ̄j = ∆λ̄j−1 + ∆λ̄
4) En cada punto de integración computar:

∆εj = B̄ ∆ūj

∆λj = H ∆λ̄j

∇2 (∆λj) = P ∆λ̄j

qαj
= qα0 + mQα∆λj

∇2qαj
= ∇2qα0 + mQα∇2 (∆λj)

σt = σ0 + C0 : ∆εj −BNp∆p̄j

IF Φ
(
σt, qαj

,∇2qαj

)
> 0

σj = σt −∆λjC
0 : mσ

ELSE
σj = σt

END
5) Chequear la convergencia global, si no converge volver a 1

Tabla 1: Algoritmo para plasticidad de gradiente con elementos de ClaseC1, iteraciónj

4.3. Tecnología del elemento finito

En esta sección se discuten las características que debe cumplir el elemento finito adoptado
que aseguren la convergencia del problema.

Como se dijo anteriormente, la formulación de plasticidad de gradiente para medios porosos
presentado porMroginski et al.(2010b) incluye en la forma variacional el laplaciano del multi-
plicador plástico, lo cual implica la necesidad de contar con funciones de forma de continuidad
C1 para describir consistemente la variación del multiplicador plástico dentro de cada elemento
y en su contorno.

Por otro lado, al tratarse de un problema bifásico, sólido-líquido acoplado, se requiere del
cumplimiento de la condición de Babuska-Brezzi especialmente cuando puedan presentarse
problemas no drenados o de permeabilidad muy baja. En estos casos pueden encontrarse valores
nulos en la diagonal principal de la matriz de rigidez lo cual evidentemente puede ocasionar
problemas de mal condicionamiento del sistema. La condición de Babuska-Brezzi se cumple
aumentando el orden de la función de interpolación del campo cinemáticoNu, respecto del
orden de la función de interpolación del campo de presiones,Np.

Uno de los tantos elementos finitos que cumple con estas características, y que ha sido sufi-
cientemente testeado en problemas de flujo acoplado en medios porosos locales (Lewis y Schre-
fler, 1998; Mroginski et al., 2010a) es el cuadrilátero serendípito de 8 nodos. En el presente
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trabajo se adopta este elemento incorporando funciones de forma hermíticas (Dorgan, 2006)
para interpolar consistentemente el multiplicador plástico (ver Fig.3).

Figura 3: Elemento Q8C1

5. RESULTADOS NUMÉRICOS

5.1. Consolidación unidimensional de suelos saturados

En esta sección se plantea el problema de consolidación unidimensional de suelos saturados
considerando no linealidad física basada en gradientes superiores de deformación empleando el
modelo material Cam Clay modificado no asociado descripto en la sección3.

Para conseguir la variación unidimensional de las variables primarias, las condiciones de bor-
de del problema deben ser equivalentes a las mostradas en la Fig.4. Sin embargo, para evitar la
aparición de valores nulos en la diagonal principal de la matriz de rigidez es necesario incorpo-
rar condiciones de borde adecuadas para el multiplicador plástico que aseguren la estabilidad
del problema numérico. Estas condiciones implican la nulidad de la derivada del multiplicador
plástico en las direcciones perpendiculares al contorno del problema (Pamin, 1994; Dorgan,
2006).

El problema consiste en una columna de suelo mostrada en Fig.4 de alturaH = 1,0m y
anchoB = 0,1m. Cuyas propiedades materiales se encuentra resumidas en la Tabla2.

Figura 4: Consolidación unidimensional. Condiciones de borde

Para inducir el inicio de la localización de deformaciones y poder analizar la propagación
de las deformaciones plásticas se debilitó la región central de la columna de suelo de altura
d = 0,1m disminuyendo la presión de preconsolidación un10 % (ver Fig.4).
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Propiedad Material Valor

Pendiente de la LEC,M 1,00
Presión de preconsolidación,pco −100,00 MPA
Porosidad inicial,φ0 0,4
Coficiente de compresibilildad del medio,K0 1000,00
Coficiente de compresibilildad del sólido,Ks 1500,00
Coficiente de compresibilildad del fluído,Kfl 500,00
Coeficiente de Biot,b = 1−K0/Ks 0,33
Coeficiente de reducción,β 0,5
Módulo de elasticidad,E 20000,0 MPA
Coeficiente Poisson,ν 0,2
Módulo de endurecimiento/ablandamiento local,H loc

s = H loc
p −0,1 ∗ E

Tabla 2: Propiedades materiales

La Fig. 5 muestra la evolución de la deformación plástica durante el proceso de carga para
longitudes internas características del esqueleto sólidols, y de la fase porosalp, iguales a
2,5mm. De manera similar, la Fig.6 muestra la evolución de las deformaciones plásticas cuan-
do la longitud interna característica de ambas fases es de5,0mm. Puede observarse cómo el
inicio de la plastificación se da en la región central de0,1m de ancho y se va propagando a las
regiones contiguas a medida que aumenta la deformación impuesta. Asimismo, de la compara-
ción entre las Fig.5 y Fig.6 se observa que la longitud interna característica gobierna el espesor
de la zona de localización.

Figura 5: Localización y propagación de deformaciones plásticas,ls = lp = 2,5mm

Para este ejemplo numérico se empleo una malla de 80 elementos finitos (descriptos en la
sección4.3). La influencia de la discretización de la malla de elementos finitos será tratada en
la sección siguiente.
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Figura 6: Localización y propagación de deformaciones plásticas,ls = lp = 5,0mm

5.2. Análisis bidimensional de localización

El siguiente ejemplo numérico consiste el análisis de localización de deformaciones plásticas
de una probeta de suelo saturado sometido a una compresión uniforme con condiciones de
ensayo drenado, como lo indica la Fig.7. Las propiedades materiales adoptadas son las mismas
del ejemplo anterior y están resumidas en la Tabla2.

Figura 7: Localización bidimensional. Condiciones de borde.

Del mismo modo que en el ejemplo anterior, para inducir el inicio de la localización de
deformaciones y poder analizar la propagación de las deformaciones plásticas se debilitó una
región rectangular de ladod = 0,1m disminuyendo la presión de preconsolidación un10 %, de
acuerdo a la Fig.7.

En la Fig.8 se observan las bandas de localización para tres mallas diferentes de elementos
finitos: en Fig.8a la malla empleada es de 6x12 elementos, en la Fig.8b de 12x24 elementos y
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en la Fig.8c de 24x48 elementos. De la comparación entre las tres figuras se deduce claramente
que el ancho de localización y la dirección crítica no dependen de la discretización espacial
adoptada. Esto constituye una de las principales características de las formulaciones no locales
de gradientes (Etse y Vrech, 2006; Vrech, 2007).

Figura 8: Localización bidimensional. Independencia de la discretización de la malla de EF.

6. CONCLUSIONES

Se ha presentado un modelo termodinámicamente consistente para el análisis de medios
porosos no locales a partir de la teoría de gradientes superiores de deformación. De la deduc-
ción matemática de dicho modelo surge la posibilidad de definir múltiples longitud internas
características que permiten modelar con mejor fundamento los efectos no locales en medios
porosos multifásicos.

El modelo material empleado para la demostración de resultados fue el Cam Clay modificado
(CCM) para el cual se propuso un potencial plástico que permite no sólo reducir el coeficiente
de compresibilidad volumétrica, que a menudo es sobrestimado por el modelo CCM original,
sino también mantener la consistencia termodinámica del modelo, a diferencia del empleo de
leyes de flujo no asociada. Los resultados numéricos permiten demostrar las propiedades regu-
larizante que tienen los modelos elastoplásticos basados en gradientes superiores de deforma-
ciones plásticas.
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