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Resumen. En la actualidad es bien conocido que el incremento en la demanda y consumo de la
energia eléctrica a escala internacional; ademas de las restricciones econdomicas para su distribucion,
ocasionara que en un futuro proximo sea indispensable aumentar el flujo de energia a través de nuevas
redes eléctricas o bien a través de las ya existentes. Considerando que en situaciones reales el voltaje
de consumo tiene valores fijos y limitados por las mismas condiciones de operacion y distribucion de
las condiciones eléctricas, el incremento anterior de energia en principio solo podria ser obtenido
mediante incrementos de la corriente eléctrica. Sin embargo, los conductores metalicos presentan una
resistencia eléctrica al flujo de corriente, que conocida como el efecto Joule, se amplifica y produce
tazas de incremento de calor en el conductor mismo elevando considerablemente la resistencia
eléctrica del mismo. Para mitigar lo anterior, en el presente trabajo, se propone un modelo teérico
alternativo basado en la Teoria Constructal desarrollada por A. Bejan para desarrollar una arquitectura
de una red constructal compuesta por un material de alta conductividad térmica e inmersa en el plano
transversal de un cuerpo cilindrico con generacion de calor; de tal manera que permita mayores tazas
de disipacion del calor. Lo anterior es acompafiado de una resistencia térmica global menor sujeta a
restricciones globales propias del sistema fisico analizado. El proceso anterior de optimizacion
constructal confirma que los insertos de material de alta conductividad presentan estructuras de forma
dendritica.
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1 INTRODUCCION

Dado el aumento en la demanda de energia eléctrica a nivel mundial, en el futuro sera
necesario incrementar el flujo de energia eléctrica a través de los conductores ya instalados.
Ya que usualmente el voltaje presenta un valor fijo, el aumento de energia eléctrica
unicamente puede lograrse mediante el aumento de la corriente eléctrica. Con dichas
condiciones fisicas, el conductor presenta una resistencia al flujo de corriente, lo que genera
un calentamiento, que depende de las caracteristicas fisicas del conductor, la magnitud de la
corriente y las condiciones de enfriamiento ante las condiciones atmosféricas, a este
calentamiento se le conoce como el efecto Joule.

Generalmente los conductores son del tipo ACSR (Aluminium Conductor, Steel
Reinforced), el cual es un conductor bimetalico, como nucleo se tiene un conjunto de
alambres de acero, alrededor alambres trenzados de aluminio. La generacion de calor, se
presenta en los alambres trenzados de aluminio, debido al efecto Joule, lo anterior es una
consecuencia de que la corriente eléctrica se transporta principalmente en el aluminio. A la
carga maxima de corriente que puede ser transportada por un conductor es denominada como
ampacidad del conductor, determinada por la temperatura maxima de operacion. La cantidad
de energia eléctrica que puede ser transportada en un conductor, estd determinada por la
temperatura maxima permisible. Morgan, V.T. (1996) y Harvey, J.S. (1972) reportan que el
incremento de temperatura provoca una pérdida de la fuerza de tension en el conductor.

Black, et al. (1988) realizaron una comparacion de los gradientes de temperatura en estado
permanente para un conductor eléctrico acero-aluminio, con el objetivo de determinar la
influencia de la temperatura en la ampacidad del conductor para diferentes situaciones, como
materiales y condiciones atmosféricas, obteniendo como resultados que la temperatura en el
centro del conductor es siempre superior a la temperatura calculada, demostrando que la
suposicion de temperatura uniforme no puede ser aplicada. En el nucleo de acero, la
temperatura presenta un comportamiento isotérmico y es en el aluminio donde se da la mayor
caida de temperatura.

La Teoria Constructal desarrollada por (Bejan, A. 1997,a), plantea que las formas
geométricas en la naturaleza son producto de privilegiar uno o varios elementos fisicos
(nutrientes, fluidos, calor, etc.), para lograr un punto 6ptimo de desempefio. Las geometrias
mas comunes en la naturaleza son las de forma de arbol o de forma dendritica, presentes en
los vasos sanguineos humanos, en la red alveolar de los pulmones, en los rios, etc. Por lo que
se puede plantear una red de transporte de calor, que sea Optima a partir de minimizar la
resistencia térmica de todo un elemento geométrico.

Esta teoria considera un primer elemento de construccion de tamaifio finito, denominado
primer elemento de construccion, donde se agrupan todas las variables fisicas asociadas al
problema, sujeto a restricciones locales; posteriormente es posible aplicar restricciones
globales, propias del sistema fisico a la totalidad de la red optimizada. Este primer elemento
es la construccion inicial, a partir de este, se construye la red optimizada.

Se han reportado trabajos previos sobre redes disefiadas para el transporte de fluidos o de
calor. Bejan, A. (1997,b) reporta el enfriamiento de un volumen con generacion de calor,
mediante una red de forma rectangular con un material de alta conductividad; la red generada
por la teoria constructal se construye a partir de optimizar la transferencia de calor en las
direcciones horizontal y vertical para posteriormente, aplicar el mismo proceso de
optimizacion a la construccion siguiente de manera que la red esta conformada por bloques
optimizados con insertos de material de alta conductividad.
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Los resultados obtenidos son las relaciones geométricas en los espesores del inserto de
material conductivo en cada construccion, asi como el tamafio de cada elemento de cada nivel
de la red. Las configuraciones de una red, modelada con la Teoria Constructal, no se limitan
unicamente a configuraciones rectangulares. Lorente, S., et al. (2002) plantea diferentes
configuraciones de una red de forma dendritica para una geometria de disco, estableciendo las
relaciones algebraicas entre puntos en el perimetro y el centro del disco.

Para el transporte de fluidos mediante una red, Wechsatol, et al. (2002) reporta una red que
transporta un fluido newtoniano, en una geometria de disco, desde el centro a un numero de
puntos en el perimetro, estableciendo las relaciones entre las longitudes del primer tubo de la
primera construccion y la construccion siguiente. A partir de la resistencia de la caida de
presion, determinan el nimero minimo de tubos iniciales para tener una resistencia de
presion minima. Asi como las relaciones geométricas en los puntos cercanos al perimetro.

Rocha et al. (2002), obtienen una red con un material de alta conductividad en un volumen
en forma de disco con un elemento de generacion de calor, considerando un sistema elemental
con un inserto de material de alta conductividad, describiendo la transferencia de calor por
conduccion en todo el elemento para generar una resistencia térmica. Se obtiene el tamafo
optimo del primer elemento, asi como la resistencia térmica minima, las construcciones
siguientes siguen el mismo principio de optimizacion. Los resultados reportados son las
relaciones geométricas de cada elemento, asi como la resistencia térmica 6ptima, en funcion
de las conductividades de ambos materiales y de una relacion de esbeltez. La distribucion
radial de los insertos en el disco es determinada. La temperatura decrece desde el centro del
disco hacia el perimetro, conforme crece el nimero de ramificaciones de la red.

El actual desarrollo de los materiales ha permitido desarrollar materiales con una mejora
significativa en sus propiedades fisicas como son las aleaciones y materiales compuestos. Los
principales materiales compuestos son aquellos que se componen de la combinacion de
polimeros, metales, ceramicos, matrices de carbono reforzadas con fibras o particulas, o
ambas. Adams, P, et al.(1997) caracterizaron un material de alta conductividad, basado en el
grafito en forma de fibras sobre una matriz de filamentos de fibra de carbono. Entre los
resultados se reportan una alta conductividad térmica del orden de 1x10>. Mediante técnicas
experimentales de electroscopia y de difraccion de rayos x reportan una estructura
tridimensional continua. Zweben, C. (2005) reporta las principales caracteristicas de
diferentes materiales compuestos, entre los que destacan los compuestos de matrices de
polimero, los compuestos carbon-carbon. Ademas reporta un listado de materiales con alta
conductividad térmica y bajos coeficientes de expansion térmica para el rango de temperaturas
300 <7 <400 [k].

En el presente trabajo se modela una red con la Teoria Constructal, compuesta de un
material de alta conductividad para desalojar el calor generado en el conductor eléctrico por
conduccion. En la red generada se optimiza el desalojo de calor desde el centro del elemento
hasta un nimero 7 de puntos sobre el perimetro.
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2 PRIMER ELEMENTO DE CONSTRUCCION

El primer elemento de construccion es el sector de un cuerpo cilindrico de radio R,y de
espesor ¢, con generacion de calor uniforme; dicho elemento esta conformado principalmente
por aluminio con una conductividad térmica, k. La generacion de calor se da por el efecto
Joule. Para desalojar el calor desde el centro a un punto en la periferia se tiene un inserto de
material de alta conductividad térmicak, . El calor por el efecto Joule se define de la siguiente

g7 = Lul {z} (1)

'R | m

manera.

donde A, es la resistividad del aluminio, 7 la corriente eléctrica y R el radio del conductor.

Para modelar el problema fisico, se hacen las siguientes consideraciones: la transferencia
de calor se presenta en estado permanente. A partir de un analisis de orden de magnitud se
puede obtener que las variaciones de la temperatura en direccion longitudinal son mucho
menores que en la direccion radial, por lo anterior se considera que la temperatura del
conductor varia inicamente en la direccion radial; dado que la conductividad del aire es baja,
el efecto de los espacios entre los alambres trenzados de aluminio se considera despreciable,
la distribucion de corriente es uniforme y las conductividades de los materiales son constantes.

En el conductor eléctrico se considera que se tiene un nimero de insertos de material de
alta conductividad térmica, desde el centro hasta el perimetro del conductor y el objetivo es
optimizar la forma del primer elemento de construccion, que en este caso es un sector del
conductor eléctrico. La optimizacion del area del sector definira las siguientes construcciones
hacia el perimetro.

Las dimensiones del primer elemento de construccion se pueden observar en la siguiente
Figura 1.

Figura 1 : Primer elemento de Construccion
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El primer elemento se considera muy delgado, por lo que puede considerarse como un
tridngulo isosceles, el 4area del sector A, puede calcularse de la siguiente manera:

A =2H, (% ) = H R y se considera constante. A esta Ultima se le conoce como restriccion

de érea, considerando que la relacion H,/ R puede variar. El inserto de conductividad térmica

k, , tiene un espesor D constante.

2.1 Modelo Matematico

Para la optimizacion del desalojo de calor, se necesita optimizar el elemento de
construccion anterior, con el fin de obtener la resistencia térmica del sector. Dado que el calor
se genera en el primer elemento constructal, es posible definir las diferencias de temperatura
en la direccion vertical y horizontal.

Para la direccion vertical, la diferencia es entre el extremo a temperatura 7; y la

temperatura 7T,; la diferencia de temperaturas (7, —7T,), se puede obtener a partir de un
balance de energia en el extremo del inserto, considerando que el proceso de transferencia de
calor se da por conduccion; donde ¢”H , es el calor generado en el elemento, obteniendo asi
la siguiente expresion:

@-T)

quo =2k, ()

0

En la direccion horizontal, se realiza un balance de energia en el inserto de material de
alta conductividad térmica que conduce a,

q.Dyt+2q"t [ﬂ) rdr = (qc + 44, drj Dyt . 3)
R dr

La ecuacion diferencial obtenida es la siguiente expresion,

2 »m
T2 (H), ”
dr-  k,D,\ R

Las condiciones de frontera son las siguientes:

r=R ; d—T=0,
dr (5)
r=0 ; T=T,

La solucion de la Ec.(4), sujeto a las condiciones de frontera anteriores, es la siguiente
expresion:

7(r)=—L (ﬂJ(Rzr—2i]+]}) . (6)
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Para obtener la temperatura al final del inserto, se evaluaen r=R,

2 qm 2
T.=T(r=R)==-—1—HR*+T 7
R=Tr=F) 3k D, ° ‘ ™

De la Ec.(2), se despeja la temperatura T, y se sustituye en la Ec.(7), obteniendo asi la
diferencia total de temperatura en el sector del conductor.

/”Hz ///H
Tl—T0=q v 24 Hy
2k, 3k, D,

al

R’ ®)

Manipulando algebraicamente la Ec.(8), se puede definir la resistencia térmica del
sector mediante la siguiente expresion,

(Tl_To)kal_lHo 2R 1

==l ©)
¢4, 2R 3H, 4K
. . , : : D, k
Donde se definen los siguientes parametros adimensionales: ¢, :F’ K:k—”’.
0 al

¢, representa la cantidad de material del inserto de conductividad térmica £, , cantidad

m

que es muy pequefla y &k es la relacion de conductividades térmicas de los materiales. La
resistencia termica del sector R se optimiza con respecto a la relacion de aspecto del

elemento, H,/R. El resultado de la optimizacion produce la siguiente relacion,

HY _ 2
(?j =——= . (10)
o (3gK)?

Sustituyendo el resultado anterior en la Ec.(9), obtenemos la resistencia térmica éptima
para el primer sector constructal:

R, =— (11)
(3¢,x)2

De la Ec.(11), se puede ver la influencia de los pardmetros fisicos definidos
anteriormente. Por otro lado, la Ec.(11) es valida inicamente para un primer sector inicial
del conductor. El niimero de sectores N que se pueden colocar en el area total del
conductor se define de la siguiente manera:

N = 27R
2H,

(12)
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Sustituyendo la Ec.(10) en la Ec.(11), obtenemos el nimero 6ptimo de sectores que
caben en el area del conductor la expresion es la siguiente,

N, =5 (%) - (13)

A partir de la expresion anterior, se puede obtener la resistencia térmica de todo el
elemento cilindrico, en funcién de los parametros adimensionales geométricos y fisicos.

Rs opt 4
Rtotal opt = = . (14)
" N, 7(3¢x)

opt

Mediante el proceso de optimizacion es posible obtener el radio 6ptimo del sector, este
puede ser determinado con el numero de sectores optimos N, y el area de cada sector,

dicho radio se define de la siguiente manera:

_ 2
N, A4 =7k, (15)

opt* s

y al sustituir la Ec.(13) y el area, la expresion que se obtiene es la siguiente:

1
104 )2
Ropr = (3¢0’()4 ( 2Yj . (16)
El radio optimo del sector define entonces la construccion inicial.

2.2 Segunda Construccion

En la segunda construccion se determina una estructura mas compleja del inserto de
material de alta conductividad, con el fin de desalojar el calor del sector volumétrico a partir
de la ramificacion del primer elemento. Los insertos parten del centro a una longitud L, ; las

ramificaciones son la continuacion de este primer elemento y dichos elementos son de una
longitud L, y espesor D,. Las caracteristicas geométricas de la segunda construccion se

pueden apreciar en la Figura 2.
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Figura 2: Segundo Elemento de construccion en el sector

El nimero de ramificaciones, es a su vez el numero de puntos n en el perimetro donde se
desaloja el calor. El objetivo en esta etapa es determinar la minima resistencia de un ntimero
de sectores ramificados, N en todo el sector cilindrico. Como cada ramificacion es un
pequeno sector de una relacion de aspecto H,/L, mas el sector central, definido
anteriormente. El nimero de ramificaciones es una cantidad a determinar, ya que la Teoria
Constructal ha demostrado que no en todas las situaciones fisicas es siempre Optimo el
resultado de la dicotomia, es decir la bifurcacion.

Considerando que cada sector ramificado tiene una relacion de esbeltez muy pequeiia, i. e.,
H,/L <1; entonces puede determinarse facilmente la relacion de aspecto de cada sector
ramificado como un solo elemento, definiendo a ¢ =D,/ H, como la cantidad de material de
alta conductividad presente en el sector. Es importante recordar que el area del sector, definida
como 4, =H,L,, es considerada constante. La Ec.(17) se obtiene a partir de aplicar el método

de optimizacion anterior en el elemento de drea 4, sin considerar la influencia del primer

inserto de espesor D, .

gy .z (17)

L 1
W (3¢K)2
Dado que la transferencia de calor en esta construccion, continua en el extremo del inserto

de longitud L, la relacion de aspecto del primer elemento puede variar, por lo que se puede

considerar que la relacion de aspecto puede aproximarse de la siguiente manera:
H, «

== 18
=g (18)

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXIX, pags. 5747-5761 (2010) 5755

El 4ngulo «, esta en funcion del numero de elementos periféricos n, para
determinar el nimero de elementos de drea A4, que se pueden acomodar en el perimetro
del elemento de radio R, es posible definir el dngulo del sector «, a partir del radio
optimo y el area 4, mediante la siguiente relacion,

3

2zn _2nH,  2?n
- T 1
N R R(3g):

a= : (19)

donde R=R/ A" .

El elemento de area A4,=H,L,, a partir de la ec.(19) puede ser definido como
AO:(%)Lf), donde la longitud puede considerarse de la siguiente forma L,=R-L,

obteniendo asi que el area inicial es la siguiente:

Aosizl(l—ﬁj . (20)
2R(3¢x)s v K

La longitud L,, puede definirse en funcion del area 4, a partir de la Ec.(17) de tal
forma que es posible obtener una longitud 6éptima definida como:

L=(*% );(341%7()‘1* . (1)

Manipulando algebraicamente la Ec.(20) obtenemos una expresion para el area 4,

2

(30w
Gaxyil 2R

(22)

Para determinar la resistencia térmica total de la red constructal total, se genera una
expresion que contenga ambos elementos de area. La transferencia de calor vertical se
obtiene realizando un balance de energia, sustituyendo el resultado obtenido de H,,, y

de la definicion del area 4,
7”4

(Tz_T~)= 1
k. (3¢x)>

c

; (23)

y a partir de un balance de energia en la tira de material de alta conductividad se
obtiene una expresion equivalente a la Ec.(4) de la primera construccion.
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2 mw
dT_2q A, (24)
dr-  k,D,\ L,

Las condiciones de frontera son las siguientes:

r=1L . d_T—M
o dr kD, (25)
r=0 ; T=T,

En la distancia de » =L, se puede apreciar que se estd considerando el efecto del calor

de los n elementos ramificados de la red. La expresion resultante de la Ec.(25) es la
siguiente expresion:

q"L, (2 j
T -T,= —A,+nd | . 26
~n=2 (3 26)

Combinando las Ecs. (23) y (24), obtenemos la diferencia total de temperaturas de todo
el sector cilindrico, mediante la siguiente relacion,

T,-T,= QA1+QL%3%+MJ- 27)
k, (3gi) FaDo\3

Por otro lado, de la Ec.(27) se puede definir la resistencia térmica del sector,

(Tz_To)kaz _ 1 (R_Ll) %
= —(3¢K);+ DA, (3AO+nA1) . (28)

La diferencia total de temperaturas en el elemento puede ser expresada en variables
adimensionales, tomando en cuenta la expresion del area inicial, Ec.(22) y la definicion
del la longitud optima L, , la expresion es la siguiente:

2
f:(TVZ_TE))kal: R_
q”’Al

T T T T
(3¢Kx)2 22xpD 22 3(3gK)4 22R

BT PR S N AT

El parametro D, en la Ec.(29), es la relaciéon entre los espesores de los insertos de
material de alta conductividad, dicho parametro se define de la manera siguiente:
[):DO/DI. La resistencia total térmica depende de los parametros n,D,R y las

caracteristicas del material de alta conductividad. La variable adimensional D, puede
expresarse en funcion de la cantidad de material de alta conductividad en el elemento
cilindrico, lo anterior puede representarse por el area transversal,

N
A,=ND\L + 7DOL0 . (30)
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Expresado en variables adimensionales, obtenemos la fraccion ¢, que es el area
ocupada de material en todo el disco de radio R,

1 b

22

¢=A_p2=(3’(¢lﬂ+[)_@é Gra)e | a
ZR 2R nR

Para la fraccién ¢, se toma un valor fijo para generar los resultados, la resistencia

térmica total, Ec.(29), depende de la presencia del material de alta conductividad, x, y de
las caracteristicas geométricas (D,R).

3 RESULTADOS

Para la obtencion de resultados, un parametro importante es la relacion de conductividades
k', ya que la transferencia de calor se da principalmente en el aluminio. La relacion de
conductividades se da con valores posibles de materiales compuestos que podrian ser una
solucion para desalojar el calor del conductor eléctrico. Los materiales compuestos reportados

w

por (Zweben, C., 2005), son aquellos constituidos con matrices de polimero [k =330 [—kDy
m

Z}(D, tomando en consideracion que Ia

los compuestos  carbon-carbon (k =800 [
m

conductividad del aluminio tiene un valor de & =209.3 [Kk} , el rango de valores de la relacion
m

de conductividades x es de tiene un valor maximo de 1.57<x<3.82. Por lo anterior, se
consideran uinicamente valores propuestos de x, debido a la presencia del aluminio, como un
buen conductor eléctrico da una limitacion fisica a utilizar un material conductivo de los
insertos.

Los resultados obtenidos son la variacion de la resistencia térmica, Ec.(29), en funcion de
¢, tomando como constante el término adimensional Ry ¢, ademas de un nimero » de
elementos bifurcados, para diferentes valores del pardmetro adimensional que relaciona las
conductividades «.

Como se puede observar en la Figura 3, el comportamiento de la resistencia térmica 7,
para distintos valores de x, tiene un valor minimo. Por lo tanto también un valor o6ptimo de
¢,. Lo anterior significa que para un material conductor de alta conductividad, la presencia de

dicho material en los insertos es menor.
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10000 - —=—x=0.01
3 —e—x=0.1
] A=
. —v—x=10
1000 -
T
100 4
n=2
] R=0.1
10 ¢=0.1
v T L T 3 T T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

b,

Figura 3: Resistencia total adimensional 7 - fraccién de material ¢,

A partir de la Ec.(31) se puede despejar la variable adimensional D, de tal manera que la
expresion resultante quede en funcidn de los parametros fisicos y geométricos que gobiernan
la resistencia térmica total.

En la Figura 4, se muestra el comportamiento de la relacion de espesores D, para
diferentes valores de la variable «. La relacion de espesores presenta valores de ¢ optimos,
para valores mas altos de «, se tiene un ¢ muy pequefio, y no presenta un valor minimo. Es

decir, en el caso de x=2.5, se tiene un valor de ¢, =3x107.
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100000

// —=— k=001
] —+— k=0.1
1 —A— =1

—vy— k=15

—— K=2

10000

100

Figura 4: Relacién de espesores D - fraccion de cantidad de material 1}

Los valores minimo obtenidos para cada valor de la relacion de conductividades, se utiliza
para poder graficar el comportamiento de la variable adimensional D, con respecto a la escala
de longitud adimensional R, para diferentes valores del nimero de ramificaciones n. La
Figura 5 muestra un comportamiento D menor conforme la longitud es mayor, es decir entre
mas sectores ramificados se tengan mayor sera la relacion de espesor que presenta.
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Figura 5: Relacion de espesores D - escala de longitud R

4 CONCLUSIONES

A partir de los resultados obtenidos, la teoria constructal es un método de optimizacion que
permite generar una red constructal a partir de parametros fisicos, de manera que se puede
caracterizar la red en cada etapa de construccion; en este caso, el nimero de sectores iniciales,
un radio optimo, asi como la relacion de aspecto de cada construccion. En el conductor
eléctrico, el diametro de la seccion de material conductor aluminio, presenta un radio para

conductores ACSR de 0.019254 [m]; esto presenta un area muy pequefia, por lo que se puede
reflejar en los valores muy pequefios de 4, , tal como se observa en la Figura 3 y Figura 4.

La Figura 3 muestra que es posible obtener una resistencia térmica menor para un material
de alta conductividad al menos del doble de la conductividad del aluminio. A su vez, la
relacion de espesores de cada inserto presenta valores minimos para una fraccion de material
¢ en el conductor. Es decir se puede optimizar la cantidad de material del inserto. El

aluminio es un excelente conductor eléctrico, por lo que el parametro x, no puede tomar
valores muy altos, ya que no reflejaria una situacion real en un conductor eléctrico, la
propuesta de utilizar materiales compuestos que por sus caracteristicas presentan una gran
conductividad térmica, representa una limitante para poder determinar la posibilidad de
utilizar dichos materiales para enfriar un conductor eléctrico mediante insertos radiales.

El proceso de optimizacion se concluyo en dos etapas, la teoria constructal permite generar
una red con los niveles necesarios de ramificaciones, para poder obtener las caracteristicas
geométricas Optimas de la red, sujeto a restricciones globales.
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