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Palabras clave mallas de tetraedros, optimizacion de conectoédacalidad de la malla.

Resumen En este trabajo se presenta el desarrollo e mgieacion de algunas técnicas de
optimizacion de conectividades en mallas de tetomed®e sabe que la triangulacion Delaunay de una
buena distribucion de nodos produce, en el esgeadimensional, algunos tetraedros de muy mala
calidad, afectando ello los resultados conseguitiediante el Método de Elementos Finitos o aun los
problemas de interpolacion o integracion espacsa. describen aqui algunas técnicas para la
eliminacién de tetraedros malformados, consisteatesetriangulaciones locales sin movimiento de
nodos, son solo cambios topolégicos que provocaninaremento mondtono de la calidad. Se
exploran los algoritmos, los alcances y limitac®de estas técnicas.
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1 INTRODUCCION

El error de la aproximacion en FEM (Método de Eletos Finitos) se encuentra en
relacion directa al tamafio y a la deformacion deelementos. En dos dimensiones, de todas
las triangulaciones posibles de un conjunto dadonddos, la triangulacion Delaunay
maximiza el minimo angulo de los triangulos, peso ro se generaliza a mas dimensiones.
En el espacio tridimensional, la triangulacion Dek@y de una buena distribucion de nodos
produce tetraedros interiores aplastados denonsnsiders, generando angulos diedros tan
pequefios que invalidan la malla. Para eliminark®s,recurre a algoritmos que extraen
automaticamente los slivers mediante retrianguhssolocales George, 2008 0 bien a
extensiones que convierten algunos conjuntos deetibs en elementos poliédric@alvo,
2005 capturando los slivers.

De todos modos, luego de este tratamiento, siyaemo existen slivers, alin permanecen
tetraedros malformados que degradaran los ressligu® pueden obtenerse mediante FEM y
por lo tanto una buena estrategia seria elimin@doa alcanzar una mejor solucion.

En este trabajo se presentan algunas técnicadgpegmocion de tetraedros de muy mala
calidad provenientes principalmente de la triangiala Delaunay de una nube de puntos
dados vy fijos, aunque estas técnicas también ssiblps de aplicar en mallas generadas con
otros métodos, como por ejemplo avance frontalpretedimiento desarrollado realiza un
cambio en las conectividades en la zona que inchuyen tetraedro de mala calidad,
obteniendo finalmente una mejora en la calidad anddila malla.

2 OBJETIVOS Y METODOS

Este trabajo fue disefiado para el tratamiento deasntidimensionales compuestas por
tetraedros, siendo el objetivo obtener una mallaéjer calidad a la inicial.

Se asume gque inicialmente se posee una mallardedets con una distribucion de nodos
impuesta, ya sea porque es aceptable o porqueasiéicionada por la fisica del problema.
Sobre la misma se realizan entonces algunas mifesiones locales para obtener un
incremento monotono de la calidad sin modificgrdaicion ni la cantidad de nodos.

Para ello, por cada tetraedro malformado, se exteal& malla un conjunto conexo de
tetraedros vecinos, sin nodos en el interior y igokiya al tetraedro malformado. Luego se
modifica la triangulacion del poliedro resultanteemplazandola por un conjunto distinto de
tetraedros de mejor calidad y que posea la misamdra. De este modo, el resto de la malla
no necesita retriangularse pues el conjunto extreédconecta a la malla del mismo modo que
el nuevo conjunto reinsertado. Es decir, se obtigme malla localmente distinta, pero de
mejor calidad.

Se analizan los algoritmos, alcances y restricci@geestas tecnicas.

Los desarrollos se incorporaron exitosamente gdogradores de mallas Meshsuite y GiD
y quedaron anexados como un utilitario adicion& sgiofrece al usuario, a través del menu.

3 CONCEPTOS PRELIMINARES

3.1 Calidad de la malla

La calidad de la malla tiene un rol importantisiem la estabilidad y exactitud de los
calculos numéricos. Por un lado la densidad de s:débe ser acorde a la precision deseada
del calculo, pero aqui consideraremos que los ngdosstan impuestos. Por otro lado la
forma de los elementos debe ser lo mas regulablpogara esa distribucion. La calidad de
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una malla es una medida que depende fuertememdeagiicacion en particular y aun para el
caso del FEM depende del problema. Se puede afgmacuando la forma o el tamafio de
los elementos no son adecuados a los requerimietgiogalculo, la malla es de “mala
calidad”. En algunos problemas de fluidos los el#im® muy aplastados pueden tolerarse y a
veces son deseables, para capturar grandes gesjipat ejemplo en ondas de choque y para
ello se recurre a mallas anisotropicas. Pero ara@dnes de variaciones isotropicas se
pretende que la forma de los elementos sea regular.

El error del discretizacion en la solucion de FEMnanta cuando los elementos poseen
angulos diedros demasiado grand@sbska, 1976y por otro lado el nimero de condicion
de la matriz elemental aumenta con angulos den@apiaguenosHried, 1972.

Con simples argumentos geométricos se puede demnqgsi, en una mala distribucion de
nodos puede haber diedros muy pequefios sin quedieg@s muy grandes pero no a la
inversd. En una buena distribucién de nodos solo habmhesieos deformes con diedros
pequefios y grandes: slivers y caps. En cualqussr eamejor indicador parece ser el diedro
menor.

Existen muchos papers clasicos, de autores comacBh& Shewchuk, 2002y Knupp
(Knupp, 1999 que analizan y comparan distintas formas de niadialidad de los elementos
(métricas). En los trabajos se explican algunastmrees geométricas, tales como si se
penaliza determinados angulos o determinadas laiegt pero en general, se formulan las
métricas de modo que la calidad 1 corresponde #&iamgulo equilatero, 0 aplastado y
negativo invertido. Una cuestion tan importante cdatificil de responder es lo que significa
una calidad 0.3 0 0.003, debido a que una mallacnmasnos “bonita” es bonita para todas las
meétricas, pero es necesario saber cual es la ddifdéde que se puede tolerar. Pese a ello, en
aquellos papers, no se reconoce que en la praetidansidad de nodos o tamafio h tipico de
elementos es una funcion impuesta por el usuatienqgdecide adonde puede sacrificar
precision en aras de controlar la cantidad de grabo libertad y aprovechar el poder de
calculo disponible. En el caso estandar de h intpu&s desviacion del tamafo del elemento
respecto de ese valor se observa que no esta qoatiEnen esos trabajos.

Para discernir si la calidad de una malla es nwjerotra, se puede utilizar el peor de sus
elementos, pues es éste quien supuestamente pri@velgaeor error y fijaria la cota. Pero hay
mallas que por sus limitaciones geométricas impa@hgim elemento de frontera inmejorable
y no por ello se debe admitir que el resto de lementos sea tan malo como el impuesto.
Consideramos que es mucho mejor utilizar una éisfanada de calidades de los elementos y
comparar en orden lexicografico.

Como se afirmd anteriormente, con las técnicas dgaarrolladas no se desplazan ni
insertan nodos, sino que solo se realiza un cambitas conectividades, por lo que el h
permanece invariable. Debido a ello, solamente emdecamos en la distribucion de los
angulos diedros de los tetraedros, antes y despeésproceso de optimizacion de
conectividades.

3.2 Criterios de optimizacion

La mayoria de los métodos de generacion de matldsnénsionales presentan el
inconveniente de producir algunos elementos mutpdi®nados, que adn siendo escasos,
deterioraran el resultado obtenido mediante FEMn @b propdsito de mitigar este

! Si cortamos un angulo diedro mediante un plarsodds aristas convergentes que se forman tienéanguio
mayor o igual que el diedro. En un tetraedro edtasaristas forman un triangulo que puede tenéngualo
pequefio y dos cercanos a 90°, pero no puede terdrgulo cercano a 180° sin que los otros searefiegu
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inconveniente se realizan distintos tratamientstqumres.

La taxonomia de los métodos de optimizacion deawmalene en cuenta algoritmos que
solo mueven los nodos o solo cambian conectividad&@®bas cosas a la vez, y en todos los
casos puede ser en forma local o global. Asi teeatgunas variantes:

* Suavizado de mallas o mesh smoothing: se reubaamddos de la malla conservando
constante la topologia o conectividad. En mallassuleerficie (no euclideas) se suele
denominar mesh-moving a estas técnicas.

» Las técnicas de remeshing: permiten cambios masnosnlibres donde se pueden agregar
0 quitar nodos, con determinadas preferenciastyiaesnes, o bien remallar desde cero,
en forma independiente de la malla de partida.

 La otra opcion es el swapping o flipping: consige efectuar cambios en las
conectividades de la malla sin perturbar ningtronod
Este ultimo es el procedimiento desarrollado ee éstbajo, realiza un cambio en las

conectividades en la zona que incluye a un tetoaddrmala calidad, obteniendo finalmente

una mejora en la calidad media de la malla.

4 DESCRIPCION DEL ALGORITMO

En problemas de FEM, donde se trabaja con mallagndelevado numero de nodos,
pretender analizar todas las alternativas posjidea formar una triangulacion valida con un
dado conjunto de nodos seria un problema intratdbte este trabajo se recurrio a la
optimizacién local, restringiendo la busqueda de gmtimo a un numero pequefio de
posibilidades, analizando sd6lo subconjuntos condrda malla.

La estrategia elegida aqui es tomar un numero @eata posibilidades, que consiste en
analizar Unicamente los pequefios conjuntos potiésifiormados por todos los elementos que
concurren a una arista. Dado un pequefio grupo etaeetos originales contenidos en el
conjunto poliédrico, se forman nuevos elementosndo un nodo del poliedro con todas las
caras que no contienen a dicho nodo. Esto es ssiblp si el nodo elegido puede “ver” a
todas las caras no conexas sin oclusiones; essoadsyodo es frontera del kernel del poliedro
(Calvo, 2009.

Dado que el kernel de un poliedro convexo coinciole el poliedro, con la finalidad de
aumentar las posibilidades de éxito del algoritrse, rellenan algunas concavidades
incorporando también todo tetraedro vecino que ga8es cuatro nodos en el conjunto
poliédrico colectado en el paso anterior.

Un aspecto de importancia es el criterio elegida pealizar la deteccion de un elemento
de mala calidad. Debido a que en una mala disidbude nodos puede haber diedros muy
pequefios sin que haya diedros muy grandes perolanineersa, se analiza sélo el minimo
angulo diedro: si es menor a un angulo limite sentarda mejorar la calidad del tetraedro. El
mismo indicador del diedro menor se utiliza pargirela mejor configuracion alternativa de
tetraedros en el poliedro.

El algoritmo desarrollado realiza los siguientesgsa
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Marca todos los elementos con la condicidén de “pendiente”.
Mientras existan elementos pendientes {
1. Si el elemento no es de mala calidad, se analiza el siguiente.
2. Ordena las aristas por diedro y las marca como pendientes.
3. Recolecta 1los elementos gque comparten la arista pendiente més
obtusa.
4. Incorpora los tetraedros que poseen cuatro nodos en el conjunto.
5. Compara diferentes configuraciones, uniendo un nodo del poliedro
con todas las caras que no contienen a dicho nodo.
5.a. Si la mejor configuracidn es la original, cambia de arista; si
quedan aristas pendientes vuelve a 3 y en caso contrario no realiza
ninguna modificaciédn.
5.b. Si 1la mejor configuracién no es la original, suprime los
elementos originales y crea los nuevos elementos calculados en 5.
Los nuevos elementos y sus vecinos se marcan como pendientes.

En el paso 5.a se observa que existe la posibiliigaffacaso, que de alguna forma se
compensa por la posibilidad de reintentar el primsshto cuando se modifica algun vecino
segun se aprecia en 5.b.

4.1 DETALLES DEL ALGORITMO

Como ya se menciono, el procedimiento desarrolladaliza un cambio en las
conectividades en la zona que incluye a un tetoa@aitformado.

Primeramente, el algoritmo realiza la deteccion ute elemento de mala calidad,
verificando para ello si el tetraedro tiene el mimiangulo diedro menor a un angulo limite y
en ese caso se intenta mejorar su calidad.

Figura 1: Izquierda: Tetraedro de mala calidad eblea: Arista de mayor angulo diedro.

Luego se elige la arista de mayor angulo diedrotetehedro malformado anteriormente
detectado, recolectando los tetraedros que conmmpditda arista obtusa. Estos elementos
forman un conjunto poliédrico cuya frontera perntan@ inalterada, ya que necesita luego
reubicarse en la malla.

Figura 2: Recoleccion de tetraedros compartiendoiia obtusa.
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Para rellenar algunas concavidades y aumentardsibijdades de éxito, se incorpora
también todo tetraedro vecino que posea sus coattos en el conjunto poliédrico colectado.

Figura 3: Recoleccion de elementos e incorporag@tetraedros con cuatro nodos en el conjunto gratie

Una vez obtenido el conjunto poliédrico, se retyida su interior. Si bien existe una
cantidad combinatoriamente importante de soluciopesibles, solo se exploran las
retriangulaciones en las que un nodo se une coasttak caras de frontera que no lo
contienen. Por cada nodo se evalla el resultadaeljje la mejor configuracion de tetraedros:
aguella que mejore la métrica elegida de la calidadeste caso el minimo angulo diedro.

La métrica elegida podria ser cualquiera, la minattara, el menor volumen, etc. En la
implementacion se utilizé primeramente, por un medade rendimiento y efectividad, el
criterio de minimo volumen para elegir la mejor foagquracion de tetraedros presuponiendo
una distribucion buena de nodos, obteniéndose Buesaltados. Pero con la finalidad que el
algoritmo sea de propésito general y pueda emgears mallas con una muy mala
distribucién de nodos, se decidié6 cambiar el dgatde maximizar el minimo volumen por el
de maximizar el minimo angulo diedro, pues esigr@ mas restrictivo.
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Figura 4: Nodos con el cual se unen todas las c®lasonjunto poliédrico para formar nuevos tetrasd

En el caso en que no sea posible utilizar la adstenayor angulo diedro, debido a que la
arista elegida pertenece a la frontera o a queenlogd mejorar la calidad, se intenta el
mismo proceso pero seleccionando la siguienteaasistiuisa del tetraedro de mala calidad.

Es importante destacar que este método de rettani@gn adoptado no es
combinatoriamente exhaustivo: el conjunto de negridaciones posibles, manteniendo la
frontera incluye casos en que no todas las diagsmarten de un mismo nodo.

El método tampoco da garantias que en un dadodpolgea posible aplicar el algoritmo
en forma exitosa. A continuacion se muestra un @emle una configuracion de la malla a la
gue no es posible mejorar la calidad mediantereétedo.

R

Figura 5: Ejemplo de una configuracion de la malla que no es posible mejorar mediante este méfdugo a
la derecha: vista superior de conjunto poliédrico.

En la parte superior de la figura 5 se adviertm@ramente un elemento de mala calidad y
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luego se observa el conjunto poliédrico asociada arista obtusa, en el que existen dos
concavidades (que se indican con las aristas dermeapesor de color negro y gris claro). No
hay ningun tetraedro vecino que posea sus cuattosnen el conjunto poliédrico y rellene
esas concavidades muy leves. A excepcion de lagcwa€ion original, no existe ningiin nodo
que pueda “ver” a las caras que no lo contienedees que en cualquier otro caso se forman
elementos de volumen negativo.

El otro punto desde el cual seria visible todadatera del conjunto poliédrico asociado a
la arista obtusa es alguno ubicado en la zonaateek pero como se indicé anteriormente,
con las técnicas aqui desarrolladas no se desphazasertan nodos, sino que solo se realiza
un cambio en las conectividades, por lo tanto@stiie una opcion elegida en el trabajo.

5 RESULTADOS

El desarrollo fue utilizado con una gran variedadnhllas, generadas por avance frontal
en GiD y por Delaunay en Meshsuite. Todas las mallsalizadas presentaban elementos
malformados con angulos diedros muy pequefios gpi&cen un volumen casi nulo y que
aparecian en la frontera mayormente, aunque tarebi@hinterior del dominio.

Es importante resaltar aqui que este método nddsarrollado con el objetivo de eliminar
slivers, sino para obtener un crecimiento monétdeda calidad media y debido a ello la
eliminacion total de los slivers no esta garantizdts decir, la aplicacion directa del método
no asegura la total eliminacion de los slivers gmess, debido a que como se indico
anteriormente no existen garantias que en un daltelp sea posible aplicar el algoritmo en
forma exitosa. Por lo tanto, para mallas proveewile la triangulacion Delaunay, que como
es sabido poseen gran cantidad de slivers, sebgmi@/iamente (y en forma implicita) un
algoritmo de eliminacion de sliver€dlvo, 2009 y finalmente el método desarrollado en el
presente trabajo, obteniéndose muy buenos ressjtadtpunos de los cuales se muestran a
continuacion.

Se exponen a modo de ejemplo, los resultados doteron dos mallas de tetraedros. En
la figura 6 se muestra la distribucion de angulegirds minimos originales medidos en
grados y la alcanzada luego de aplicar el procesooptimizacion para una malla
correspondiente a un corazon. Para analizar ekgnmdento se utiliz6 un angulo limite de
36°, que en la practica resulta excesivo, pergpeosite analizar los casos en los que no es
posible mejorar la calidad local y sus causas. Estida tenia 983356 elementos y luego de
aplicar el algoritmo paso6 a tener 923709 tetraedtebido a la remocion de los elementos
malformados. Inicialmente, la malla tenia anguleddd maximo de 177.6 grados y angulo
diedro minimo de 1.4 grados; y luego de aplicap@imizador se obtuvo angulo diedro
maximo de 168 grados y angulo diedro minimo degragdos.
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Tetraedio Tetraedio
umElems umElems
27ar 25868
23891 22172
13910 18477
15925 1582
11947 11086
T9EE: 739
- mmﬂmmmﬂ -
4 . oo
T42 113 211 il 408 807 E06 704 17.2 162 263 34.y 433 523 E1.4 704
Angulo: De1.42 Giados a|70.4 Grados | AnguNDe|7 2 Grados a[70 4 Grados
Murn, diviziones: |100 Distribucidn: Iﬂm A Murn. divis] g Distribucic: Iﬂm -
Criterio de calidad: [Angulo digdiico minimo = Enviar ala capa Criterio de calidad; [Angulo diédrico minima T Enviar ala capa

Figura 6: Izquierda: Distribucion de angulos diednainimos (grados). Derecha: Distribucién de argydiedros
minimos en la malla optimizada.

Tetiaedio Tetraedio
umElems umE lems
1315 103
nav a8
933 73
751 58
BE3 44
375 29
187 14-
2 9.1 fal .1 q
¥ 479 816 115 143 183 216 5 ¥z a4 123 148 174 139 225 i
Angulo: De [1.42 Grados a[2q Grados | Angul De[7.2 Grados a[29 Gradas
Nurn, divisiones: [100 Distribugidn: [Narmal ™ Mum, divisiones: (100 Distribuciar: [Nornal b3
Criterio de calidad: [&ngulo diédrica minima  » Erwiar alacapa | Citerio de calidad: |£ngula digdrica minima Erwiar ala capa

Figura 7: Vista ampliada de la zona de reduccidardgpilos diedros minimos. Izquierda: malla original
Derecha: malla optimizada.

Como se observa, hay una notable disminucién del®sentos con angulos cercanos a

cero, lo que implica una mejora en la calidad deddla. En el circulo resaltado se visualiza
una considerable caida en la cantidad de elementos.

Figura 8: Malla de tetraedros con mala distribuadémodos.

Copyright © 2010 Asociacién Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



6146 W. SOTIL, N. CALVO, M. VENERE

Tetraedro Tetraedio

NumElems MumElems
2313 TEET:
725 TRt 8571
BO37 5476
4750 4381

3862

2375

1187

i 161 252 3d3 433 524 614 705

5.5 442 53 61.7 705
Angul: De[7.07 Grados 5/ 705 Giados Grados a|70.5 Grados
Num. divisiones: | 100 Distribucicin ﬂm - Distribucidr: Iﬂm -
Criterio de calidad: jAnagulo diédrica mirima = Erwiar a la capa Criterio de calidad: |&nguln digdico minima Enwiar a la capa

Figura 9: Izquierda: Distribucion de dngulos diednuinimos (grados). Derecha: Distribuciéon de argdliedros
minimos en la malla optimizada.

Tetracdro Tetraedio
NumElems NumElems
2121 o 2074
1ae rH 1777
1515 143
1212 1185
05 858
G- 552
203 29E:
bl , il
Fird 111 161 19 23 27 H & 7 129 16E 203 239 27 3.3 5
Angulo: DelT.D? Grados a|3ﬂ Grados  Angulo: De[2.13 fGirados a[39 Grados
Mum. divisiones: |100 Distribuion: INUrmaI =2 Hum. divisiones: [100 Distribucidn: INDrma\ -
Criterio de calidad: IAngqu digdrico minimo ¥ Enviar ala capa Criteria de calidad: |Angula diédrica minima = Erwiar a la capa

Figura 10: Vista ampliada. 1zquierda: malla oridimi@erecha: malla optimizada.

Al aplicar el optimizador a la malla de la figurase observa también una mejora en la
calidad de la malla, pese a que dicha malla poseemuy mala distribucion de nodos. La
malla tenia 419750 elementos y luego de empleaalgdritmo se obtuvieron 415296
tetraedros. Inicialmente, la malla poseia angutdmi maximo de 170.6 grados y angulo
diedro minimo de 7.1 grados; y luego de aplicapmimizador se consiguié angulo diedro
maximo de 164.6 grados y angulo diedro minimo @6 §rados.

En ambos ejemplos se puede observar que quedalbgumginimos aln pequefios que no
han podido ser mejorados y en ambos casos la ¢dondis producida por condicionamientos
en la frontera.

6 CONCLUSIONES

En el presente trabajo se han desarrollado algté@scas para la eliminacion de
tetraedros malformados, que han sido generadosantedia triangulacion de una nube de
puntos dados vy fijos.

El algoritmo consiste en aplicar retriangulacioloesles sin movimiento ni inserciones de
nodos, es decir realizando sélo cambios topolégicos

Se cuenta con un método que, si bien no garamtimeejora del elemento de peor calidad y
por cuestiones de eficiencia tampoco explora ttakaposibles retriangulaciones internas de
la malla, si garantiza un crecimiento monotoncedealidad media.
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