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Resumo. Modelos descritivos do comportamento dinâmico de eixos trincados são bastantes estudados,
considerando a importância da identificação prematura de trincas para diminuir riscos de acidentes e
prejuízos com máquinas rotativas. Neste trabalho é feita a avaliação de um dos modelos mais utilizados
para o estudo de rotores com eixos trincados, considerando a influência da incerteza sobre os parâmetros
deste modelo. É analisada a sensibilidade da resposta do modelo, considerando incertezas nos parâmetros
definidores, a saber: amortecimento, velocidade de rotação, desbalanceamento, geometria da trinca, bem
como erros experimentais na medição da resposta do sistema. A função de densidade de probabilidade
de cada parâmetro aleatório foi definida usando-se o princípio da entropia máxima e a resposta aleatória
do sistema estocástico obtida usando-se simulação de Monte-Carlo. O modelo determinístico adotado
possui dois graus de liberdade e considera um rotor de De Laval com trinca respirante. São apresentadas
as equações básicas do modelo adotado e os resultados obtidos. Estes resultados permitem avaliar a
eficiência do modelo usado para a identificação da presença de trincas em eixos rotativos e a influência
dessa trinca no comportamento vibratório da estrutura em face da ordem de grandeza das incertezas
envolvidas
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1 INTRODUÇÃO

Trincas tem sido a causa de muitos prejuízos devido a falhas em máquinas rotativas e equipa-
mentos na industria (Ishida, 2008). Além dos danos materiais e dos prejuízos causados pela
parada das máquinas existem também os riscos para a segurança dos operadores. Muitos tra-
balhos tem sido desenvolvidos no sentido de propor uma metodologia de monitoração de eixos
rotativos que permita a identificação da presença da trinca antes que esta atinja dimensões que
ponha em risco o funcionamento das máquinas e operadores. O desafio é encontrar uma forma
de identificação confiável da presença da trinca iniciante sem afetar a operação do equipa-
mento . Os vários estudos realizados dedicam-se a explicar o comportamento dinâmico do eixo
trincado quando em rotação, propondo modelos descritivos do comportamento da trinca, bem
como trabalhos de simulação numérica e experimentais com o objetivo de propor metodologias
de identificação on-line da presença de trincas. Excelentes trabalhos de revisão sobre esse tema
foram publicados por Wauer (1990), Dimarogonas (1996), Sabnavis et al. (2004) e Papadopou-
los (2008).

As técnicas mais comuns para identificação de trincas em eixos rotativos fazem uso da
medição de vibração (Eisenmann, 2000) analisando as modificações no espectro do sinal me-
dido (Saavedra and Cuitino, 2002) ou nas frequências naturais do sistema (Dimarogonas, 1996).
Contudo esses métodos possuem limitações associadas à pequena influencia da trinca no com-
portamento dinâmico do sistema frente às outras variáveis envolvidas. Outros métodos usam
modelos para predição do comportamento dinâmico do eixo trincado (Bachschmid et al., 2000).
Esses modelos tentam reproduzir a variação da rigidez do sistema devido a presença e posição
da trinca ao longo de uma revolução do eixo rotativo. Alguns consideram apenas influencias
geométricas, outros aspectos do contato e da evolução da trinca, usando princípios da mecânica
da fratura (Papadopoulos and Dimarogonas, 1987). São propostos modelos com parâmetros
concentrados, outros utilizam discretização por elementos finitos, todos tentando prever por
simulação o comportamento real do eixo trincado.

A verificação e validação desses modelos é fundamental para garantir a confiabilidade das
previsões. Contudo os estudos experimentais nessa área são limitados, considerando a dificul-
dade de se reproduzir sob condições controladas em laboratório uma trinca real. Os trabalhos
experimentais normalmente tratam de medições realizadas considerando rasgos de dimensões
reduzidas que possuem uma correlação parcial com o comportamento da trinca real ou utilizam
de trincas provocadas, mas com geometria e desenvolvimento não controlados como exigiria
a comparação com os modelos preditivos computacionais. Uma alternativa é o uso de uma
abordagem estocástica onde os vários parâmetro envolvidos no problema são tratados estatis-
ticamente. Recentes trabalhos utilizam uma abordagem estocástica para estudar a acuidade
das previsões de modelos computacionais, considerando os aspectos aleatórios intrínsecos a
realidade física dos problemas de engenharia e a robustez da formulação matemática dessa
abordagem (Ghanem and Doostan, 2006).

Assim, neste trabalho estuda-se a acuidade de previsão de um modelo proposto para a iden-
tificação da presença de trincas em eixos rotativos. O modelo usado considera um rotor de De
Laval com uma trinca transversal (Gasch, 2008). Considera-se a influência da trinca na flexi-
bilidade do eixo e o comportamento "respirante" da trinca é modelado segundo a proposição de
Mayes and Davies (1984)
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2 EQUAÇÃO DO MOVIMENTO

As equações do movimento de um rotor simples com o eixo trincado tem a seguinte forma
(Gasch, 2008):[

m
m

]{
ẅz
v̈y

}
+

[
d

d

]{
ẇz
v̇y

}
+

[
s11 s12

s21 s11
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}

=

(
mg
0

)
+ εmΩ2

(
cos(β + Ωt)
sin(β + Ωt)

) (1)

ou seja,

Mü + Du̇ + S(u, t)u = po + pu (2)

onde, wz e vy são os deslocamentos a meio comprimento no plano perpendicular ao eixo, par-
alelo ao disco de massa m, peso mg e coeficiente de amortecimento viscoso d. A matriz de
massa M = diag(m,m) corresponde ao disco do rotor. E o de amortecimento D = diag(d, d)
esta associado a dissipação nos mancais do sistema rotativo. Desconsidera o peso próprio do
eixo. E pu = εmΩ2 · [cos(β + Ωt) sin(β + Ωt)]T é o vetor força devido a massa excêntrica. A
excentricidade ε corresponde distância entre o centro de gravidade e o centro do eixo. O ângulo
β corresponde ao ângulo entre a excentricidade ε e o centro da trinca.

Figure 1: Rotor simples com eixo trincado. Coordenadas inerciais z−y e eixos rotativos ζ−η. Graus de liberdade
wzvy .

De forma geral, as trincas em rotor são não-lineares e dependentes-tempo. Na presente
abordagem, a matriz de rigidez do rotor trincado pode ser tratado da seguinte forma:

S (u, t) = So + ∆S (u, t) (3)

onde So = diag(so, so) é a rigidez do eixo diagonal sem trinca. A rigidez do presente rotor
é dado por so = 3EI/L3. O termo aditivo ∆S representa a contribuição negativa da trinca
na matriz de rigidez, que é dependente do deslocamento u(t) e do ângulo de rotação do rotor
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ψ = Ωt. Contudo a trinca no rotor causa usualmente pequenas mudanças de rigidez, i.e. , ∆S é
pequena comparado a So.

A resposta vibratória do rotor pode ser também dividida em u(t) = uo + ∆u(t), onde a
deflexão estática do rotor sem trincauo é dado por,

uo =
(

wo vo
)T

= S−1
o po (4)

e ∆u(t) descreve o comportamento dinâmico. A deflexão estática é dada pela expressão

wz,stat = mg/so = g/ω2,

onde so é a rigidez do rotor sem trinca, e a frequência natural do rotor ω2 = so/m.
Se assumirmos a dominância do peso próprio na deformação elástica, i.e. , ∆u(t) � uo, e

substituindo (3), modificamos as equações de movimento não-lineares (2) da seguinte forma,

M∆ü + D∆u̇ + [So + ∆S(t)]∆u = −∆S(t)uo + pu (5)

Esta equação de movimento agora é linear, contudo periodicamente variantes no tempo.
Enquanto uo � ∆u(t), a deflexão devido ao peso é responsável pela abertura e fechamento do
trinca, e não os pequenos movimentos de vibração ∆u: ∆S(u, t)→ ∆S(t).

A rigidez da trinca ∆S(t), varia periodicamente com ψ = Ωt, rege o comportamento de
estabilidade do sistema no lado esquerdo da equação (5), i.e. , sistema homogêneo. No lado
direito, a expressão −∆S(t)uo governa a vibração forçada devido a trinca.

Pela análise de Floquet, analisa-se a estabilidade do sistema rotativo. Se a estabilidade for
garantida, a vibração forçada pode ser determinado a partir de um sistema invariante no tempo.

M∆ü + D∆u̇ + So∆u = −∆S(t)uo + pu (6)

pois o termo ∆S(t)∆u é um termo desprezível de segunda ordem.
A dominância do peso próprio na deformação elástica, i.e. , as amplitudes de vibração são

pequenos comparados com a deflexão estática, pode ser facilmente verificado para um rotor
simples. A deformação estática é wz,stat = mg/so onde so é a rigidez do eixo integro. Haja
vista que a frequência própria do rotor é dada por ω2

o = so/m, pode-se reescrever a expressão
como wz,stat = g/ω2

o . Se a frequência própria do rotor sem trinca é conhecido, temos como
estimar a amplitude vibratória limite de aplicação a presente teoria linearizado, Figura 2. Na
prática, apenas bandas estreita próximas da ressonância estão excluídas, Ω/ωo = η = 1/3, 1/2
e 1.

3 MODELO DE TRINCA ’DOBRADIÇA’

Se uma trinca é submetida a compressão então esta fecha-se e o eixo restaura sua rigidez
completa à flexão. No entanto, se ela é submetida a forças de tração, a trinca abre-se. A rigidez
à flexão do eixo diminui resultado de uma flexibilidade adicionada ao sistema, Figura 3,(

wξ
vη

)
=

[
ho + ∆hξ

ho + ∆hη

](
fξ
fη

)
(7)

Para toda fissura profunda, a flexibilidade transversal ∆hη é relativamente sem importância
em comparação a flexibilidade principal ∆hξ, como foi demonstrado por cálculos e estudos
experimentais (Gasch, 2008).

Se um eixo trincado gira lentamente sob seu próprio peso, a trinca abre e fecha uma vez por
revolução. Este comportamento é conhecido como "respiração" da trinca.
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Figure 2: Deflexão estática wz,stat do rotor em função da velocitade crítica de rotação (frequência própria).

4 DERIVANDO A MATRIZ DE RIGIDEZ DA TRINCA

A fim de obter a matriz de rigidez para as equações (2) ou (5), usamos a formulação da
matrix de flexibilidade (7), de um eixo com a dobradiça em coordenadas rotativas.(

wξ
vη

)
=

([
ho

ho

]
+ f(t) ·

[
∆hξ,max

0

])(
fξ
fη

)
(8)

onde a primeira matriz corresponde aos termos de flexibilidade ho de um rotor integro, e se-
gundo termo corresponde ao termo de flexibilidade adicional ∆hξ,max para uma trinca plena-
mente aberta.

Descreve-se a relação entre as coordenadas rotationais e inerciais pela matrix de transfor-
mação, (

wξ
vη

)
=

[
cos Ωt sin Ωt
− sin Ωt cos Ωt

](
wz
vy

)
→ urot = Tu (9)

A fim de determinar a matriz de rigidez em coordenadas inerciais, é necessário inverter
primeiramente a equação (8) de flexibilidade para rigidez em coordenadas rotacionais,(

fξ
fη

)
=

([
so

so

]
+ f(t) ·

[
∆sξ

0

])(
wξ
vη

)
(10)

ou seja,
frot = [So,rot + ∆S(t)rot] urot (11)

onde 1/(ho + ∆h) = so −∆s.
A expressão ∆sξ and so, para um rotor real, pode ser determinado experimentalmente pela

determinação da frequência própria para trinca fechada ωo (na horizontal superior), e para trinca
aberta ωw (na horizontal inferior), ou seja,(

ω

ωo

)
= 1− ∆s

so
(12)

Na equação (10), substituirmos o termo de deslocamento urot pela matrix de transformação
(9), e pré-multiplicarmos TT pela esquerda. Obtemos assim as forças elásticas em coordenadas
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Figure 3: Flexibilidade adicional, principal ∆hξ e cruzada ∆hη , para trincas plenamente abertas. Comportamento
de fechamento do modelo de dobradiça dominado pelo peso(a) e a função modificada de Mayes (1 + cos Ωt)/2
para trincas profundas (Mayes and Davies, 1984).

inerciais f = TT (t)frot, conforme descrito abaixo,

So + ∆S(t) = TT (So,rot + ∆Srot) (13)

Isto pode ser avaliado como,

So + ∆S(t) =

[
so

so

]
− f(t)∆s

[
1 + cos 2Ωt sin 2Ωt

sin 2Ωt 1− cos 2Ωt

]
(14)

A expressão acima é claramente temporal periódico em função de f(t).

5 VIBRAÇÕES FORÇADAS

Caso garanta-se a estabilidade do sistema Gasch (1993), logo uma boa aproximação para
o problema de vibrações forçadas pode ser obtido por um sistema invariante no tempo (6). O
termo ∆S(t)∆u, equação (5), é de segunda ordem desprezível. A matriz de rigidez (14) toma a
seguinte forma,[

m
m

]
∆ü +

[
d

d

]
∆u̇ +

[
so

so

]
∆u

= 1
2
∆sf(t)

[
1 + cos 2Ωt sin 2Ωt

sin 2Ωt 1− cos 2Ωt

] [
m

m

]
−∆S(t)uo + pu

(15)

O sistema rotativo comporta-se praticamente como um eixo intacto com uma excitação especial
devido a trinca ∆S(t)uo e outra excitação devido ao desbalanceamento.

Os dois componentes deflexão ∆wz e ∆vy podem ser combinados como um vetor complexo
∆r = ∆wz + ∆vy with  =

√
−1. Desta forma temos,

m∆r̈ + d∆ṙ + so∆u = 0.5wz,stat∆sf(t)[1 + e2Ωt] + εmΩ2e(Ωt+β) (16)

A. DINIZ, M. GIRAO DE MORAIS, M. DE CARVALHO6748

Copyright © 2010 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



k Harmônicos Devido a Geometria da Trinca bk
-4

Rodopio Reverso

4× Ω 0
-3 3× Ω -0.021
-2 2× Ω 0
-1 1× Ω 0.106
0 Estático, deflexão adicional 0.250

+1

Rodopio Direto

1× Ω 0.318
+2 2× Ω 0.250
+3 3× Ω 0.106
+4 4× Ω 0

Table 1: Coeficientes de Fourier para cada harmônico da excitação da trinca e seus significados físicos

5.1 Vibrações Forçadas Devido ao Desbalanceamento

Para entender o modelo analítico, examina-se apenas a resposta vibracional devido ao des-
balanceamento, i.e. ∆s = 0. Com uma solução do tipo ∆r = ∆Rεe(Ωt+β), determina-se a
resposta ao desbalanceamento na equação (16),

∆r(t) = ε[
η2

1− η2 + 2D
]e(Ωt+β) (17)

onde η = Ω/ωo é uma velocidade angular específica do sistema e D = d/2mωo é o fator de
amortecimento adimensional do sistema.

5.2 Vibrações Forçadas Devido a Trinca

A excitação força periódica devido à trinca é proporcional à variação da rigidez ∆s e da
deflexão estática wz,stat, ou seja,

R.H.S. = 0.5wz,stat∆sf(t)[1 + e2Ωt].

Ao escrever a função retangular da fissura por uma série de Fourier, obtém-se

f(t) =
1

2
+

2

π
cos 1Ωt− 2

3π
cos 3Ωt+

2

5π
cos 5Ωt . . . (18)

Então, usando a fórmula de Euler cosnΩt = 1
2

(
e+nΩt + e−nΩt

)
, é possível expressar a força

de excitação devido a trinca como sendo,

R.H.S. = 0.5wz,stat∆sf(t)
k=+∞∑
k=−∞

bke
kΩt,

onde as constantes de Fourier bk referente aos harmônicos e seus respectivos significados são
descritos na Tabela 1. As constantes superior ao de terceira ordem tem contribuição desprezível.
As constantes de Fourier são independentes da profundidade da trinca t/R < 0.5 para o qual o
modelo de dobradiça é válido.

A resposta vibratória do eixo simples para a excitação da trinca é agora facilmente determi-
nada. A partir da equação diferencial apenas com a componente de excitação da trinca bk, e
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com ∆r = ∆RekΩt, considera-se,

∆Rk = ∆swz,stat
bk

−(kΩ)2m+ (kΩ)d+ so
(19)

= wz,stat

(
∆s

so

)
bk

1− (kη)2 + 2Dkη
(20)

A resposta global devido a componente bk da excitação da trinca é,

∆r(t) ' wz,stat

(
∆s

so

) k=+3∑
k=−3

bke
kΩt

1− (kη)2 + 2Dkη
(21)

onde os componentes de quarta ordem e superior podem ser desprezados.

5.3 Vibrações Forçadas Devido a Trinca

A resposta global devido ambas excitações podem ser obtidas através da combinação das
soluções obtidas pelas equações (17) e (21):

∆r(t) = ∆rε + ∆rcrack (22)

= ε[
η2

1− η2 + 2D
]e(Ωt+β) + wz,stat ·

∆s

so

k=+3∑
k=−3

bke
kΩt

1− (kη)2 + 2Dkη
(23)

6 INCERTEZAS EM SISTEMAS MECÂNICOS

O projeto de sistemas mecânicos trabalha com uma idealização da realidade objetivando con-
struir protótipos e produtos em acordo com a concepção ideal esperada para seu desempenho
e funcionamento. A realização física deste sistema projetado é o sistema físico, obtido por
manufaturação, e consequentemente sujeito aos erros e incertezas de fabricação. Por outro lado
a modelagem matemática (analítica e numérica), que tem como objetivo simular o comporta-
mento do sistema projetado de forma a predizer seu comportamento (resposta) futuro com base
em algumas poucas observações e medições experimentais, também está sujeita à incertezas
(Ghanem and Doostan, 2006). Se por uma lado a quantificação de incertezas em processos
de fabricação e medição é um campo do conhecimento dominado pela ciência e industria, a
quantificação de incertezas na modelagem de sistemas mecânicos encontra-se ainda em desen-
volvimento, sendo um problema ainda aberto.

As incertezas em modelos preditivos de sistemas mecânicos estão associadas às aproxi-
mações do modelo proposto (hipóteses de comportamento físico, linearizações, condições de
contorno), às aleatoriedades do carregamento imposto ao sistema e às incertezas dos parâmetros
do sistema (Soize, 2005). As aleatoriedades do carregamento de sistemas mecânicos dinâmi-
cos fazem parte da bem estabelecida área de vibrações aleatórias. As incertezas relacionadas
aos parâmetros do modelo devem ser consideradas utilizando uma abordagem probabilística
"paramétrica", onde os parâmetros aleatórios são modelados por variáveis aleatórias , enquanto
que as incertezas do modelo exigem uma abordagem, referenciada na literatura como "não
paramétrica" (Soize, 2005). A chamada abordagem não paramétrica utiliza de uma formulação
onde as matrizes caracteristicas do sistema são modelas como variáveis aleatórias, acoplando
os modos do sistema, e ampliando o espaço amostral do problema (Adhikari, 2006). Uma com-
paração entre essas duas formulações, considerando sistemas dinâmicos simples, é feita por
Sampaio and Cataldo (2010).
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Nesse trabalho apenas as aleatoriedades associadas aos parâmetros do modelo são consid-
eradas, de forma que a abordagem paramétrica será a utilizada. Segundo essa abordagem,
após identificar os parâmetros aleatórios do sistema, esses devem ser tratados como variáveis
aleatórias definidas sobre um suporte limitado e coerente com o fenômeno estudado. Assim
deve-se determinar, com base nas informações disponíveis, uma distribuição de probabilidade
que represente corretamente a variável e que seja adequada a física do problema estudado.
Quando não se tem muitos dados experiemtais disponíveis uma função densidade de probabili-
dade aproximada pode ser determinada usando-se o princípio da entropia máxima proposto por
Jaynes (1957), usando o conceito de entropia de Shannon (1948): "De todas as distribuições
de probabilidade consistentes com as restrições impostas, escolhe-se àquela que maximiza a
incerteza".

No caso estudado foram considerados os seguintes parâmetros aleatórios:

1. a amplitude máxima de vibração ∆Rmax devido a incerteza experimental considerada
para a medição da resposta no sistema;

2. o desbalanceamento ∆ε devido a evolução da trinca e/ou motivo operacional - distribuição
Gama;

3. o modelo de trinca ∆bk devido a variações de geometria da trinca (Mayes and Davies,
1984; Gasch, 2008) - distribuição normal truncada;

4. a velocidade angular específica ∆η devido a incertezas experimentais em manter a ve-
locidade angular de rotação constante - distribuição normal;

5. o fator de amortecimento ∆D devido a influência de parâmetros, tais como temperatura
e outros, sobre o amortecimento nos mancais - distribuição normal; e

6. o ângulo entre o desbalanceamento e a direção da trinca ∆β devido a evolução da geome-
tria da trinca - distribuição normal.

A incerteza experimental considerada para a medição de amplitude máxima de vibração do
rotor (resposta do sistema) levou am conta duas componentes: (a) a componente proporcional
a medição que possui uma distribuição de probabilidade Gama; e (b) a componente constante
associada a menor divisão do instrumento de medição que possui uma distribuição normal.

O coeficiente ∆bk, associado ao modelo de trinca, possui uma distribuição normal truncada
tendo o valor do modelo de Mayers como limite inferior e o valor do modelo de dobradiça como
limite superior.

7 RESULTADOS

Dado um rotor de De Laval, conforme Figura 1, de comprimento L = 2, 00m e raio r =
0.080m. O amortecimento do sistema rotativo é arbitrado d = 5%. O massa excêntrica deforma
estaticamente o rotor em wstat = 0.001m e esta encontra-se defasado da trinca de β = π/2.
Os resultados a seguir foram simulados a partir do modelo de dobradiça descrito pela equação
(22) (Gasch, 2008). No presente trabalho busca-se identificar a presença da trinca através da
comparação do eixo trincado com o eixo integro. Consequentemente, não se considerou a
incerteza devido a variações na deflexão estática wz,stat.

A Figura 4 apresenta resultados do modelo para diferentes profundidades de trinca (ε =
[0.0000; 0.0001; 0.0010]). Neste resultado foram desconsiderados as incertezas inerentes ao
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(a) ε = 0.0000

(b) ε = 0.0001

(c) ε = 0.0010

Figure 4: Amplitude de vibração máxima ∆rmax em função da velocidade angular específica η para diversas
profundidades de trinca t/R.

A. DINIZ, M. GIRAO DE MORAIS, M. DE CARVALHO6752

Copyright © 2010 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



problema seja no modelo, seja na medição. Na Figura 4 pode-se observar com relativa clareza
a distinção entre o comportamento do eixo sem desbalanceamento (Figura 4(a)), com um des-
balanceamento intermediário ε = 0.0001m (Figura 4(b)), e com um desbalanceamento típico
ε = 0.0010m (Figura 4(c)). Nota-se a influência do desbalanceamento mascarando a presença
da trinca. Lembramos que a profundidade de trinca t/R = 0.50 corresponde a uma trinca severa
e ao limite de validade do modelo.

Nas figuras subseqüentes foram progressivamente introduzidas incertezas provenientes dos
parâmetros da Eq. (22), considerando as distribuições de probabilidade mencionadas no item 6.

Na Figura 5 foi introduzida a pertubação devido a presença da incerteza na medição do
parâmetro de amplitude máxima de deslocamento ∆Rmax. Foi considerada uma incerteza asso-
ciada à medição composta por duas partes: (a) uma proporcional ao valor escalar da medição,
e (b) outra de valor constante associada a menor divisão do instrumento de medição. Para a
primeira adotou-se uma distribuição de probabilidade Gama com um desvio padrão σ(∆Rmax) =
1% do valor escalar da medição. A segunda parcela da incerteza considera uma distribuição
normal com desvio padrão constante σ(∆Rmax) = 10−5m.

Figure 5: Influência da incerteza na medição ’experimental’ ∆Rmax sobre resposta da amplitude de vibração
máxima ∆Rmax função de η.

Uma pertubação devido a incertezas no desbalanceamento ∆ε apresenta-se na Figura 6.
Adotou-se uma distribuição normal com média ∆ε = 10−4m e desvio padrão σ(∆ε) = 10%
do valor médio. Como esperado, o reflexo desta incerteza sobre o resultado da medição se faz
notar de forma mais acentuada para velocidades η mais elevadas, haja vista o desbalanceamento
ser proporcional ao quadrado da velocidade de rotação ∝ εmΩ2.

A fim de verificar a resposta do modelo em função de incertezas na geometria da trinca,
perturba-se o coeficiente de Fourier bk(k = 1). O coeficiente b1 no modelo de dobradiça (b1 =
0.318) (Gasch, 2008) é muito diferente do obtido pelo modelo de trincas profundas (b1 = 0.250)
(Mayes and Davies, 1984). A Figura 2 apresenta a evolução angular dos dois modelos possíveis.
Propõem-se uma janela de operação entre estes dois modelos, admitindo uma geometria da
trinca intermediária. Para tanto, foi adotado um coeficiente de Fourier b̄1 = 0.280 e um desvio
padrão σ(∆bk) = 0.020.

A Figura 8 apresenta os resultados da pertubação devido a presença de incertezas na ve-
locidade angular específica ∆η. Foi adotado para a incerteza ∆η uma distribuição normal de

Mecánica Computacional Vol XXIX, págs. 6743-6760 (2010) 6753

Copyright © 2010 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Figure 6: Influência da incerteza no desbalanceamento ∆ε sobre resposta da amplitude de vibração máxima
∆Rmax função de η.

probabilidade com desvio padrão σ(∆η) = 1% do valor médio. Em decorrência, esta pertur-
bação mostra-se mais acentuada nas regiões da curva com derivada elevada, ou seja, nas bandas
de ressonância.

Figure 7: Influência da incerteza no modelo de trinca ∆bk sobre resposta da amplitude de vibração máxima ∆Rmax
função de η.

A Figura 9 apresenta os resultados da pertubação devido a presença de incertezas no fator de
amortecimento ∆D. Para incerteza ∆D adotou-se uma distribuição normal de probabilidade
com desvio padrão σ(∆D) = 10% do fator de amortecimento médio ∆D = 0.05. O reflexo
desta incerteza sobre a resposta do modelo é mais acentuada junto as ressonâncias.

A presença de incertezas no ângulo entre o desbalanceamento e a direção da trinca ∆β foi
apresentado na Figura 10. A incerteza ∆β possui uma distribuição normal de probabilidade com
desvio padrão σ(∆D) = 5. A variação do ângulo β pode ser devido a evolução da trinca numa
direção não radial. Esta incerteza, dentro dos limites adotados, apresentou pouca influência
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Figure 8: Influência da incerteza na velocidade angular específica ∆η sobre resposta da amplitude de vibração
máxima ∆Rmax função de η.

sobre o comportamento final do modelo.

Figure 9: Influência da incerteza no fator de amortecimento ∆D sobre resposta da amplitude de vibração máxima
∆Rmax função de η.

Quando tomados em conta todas as incertezas mencionadas anteriormente, chega-se ao re-
sultado mostrado na Figura 11. Apesar da grande incerteza global verificada, é possível dis-
tinguir para baixas velocidades angulares específicas η as diferentes profundidades de trinca
no modelo. Estes resultados foram obtidos para valores de desbalanceamentos relativamente
modesto. Caso o desbalanceamento tenha um valor mais típico ∆ε = 0.001m, como apresen-
tado na Figura 12, verifica-se uma grande dificuldade de se distinguir os níveis de severidade
da trinca considerados. Considerando ainda que o resultado mais claros aparecem para baixas
velocidades angulares específicas (η pequenos), foi verificada a resposta do sistema com o au-
mento da deformação estática ws,max. Tal resultado pode ser obtido experimentalmente, com
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Figure 10: Influência da incerteza no ângulo entre o desbalanceamento e a direção da trinca ∆β sobre resposta da
amplitude de vibração máxima ∆Rmax função de η.

Figure 11: Resposta da amplitude de vibração máxima ∆Rmax, em função de η, para um desbalanceamento típico
de ε = 0.0001m(1mm).
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Figure 12: Resposta da amplitude de vibração máxima ∆Rmax, em função de η, para um desbalanceamento típico
de ε = 0.0010m(1mm).

Figure 13: Resposta da amplitude de vibração máxima ∆Rmax, em função de η, para um desbalanceamento típico
de ε = 0.0010m(1mm) com deformação estática ws,max = 0.003m(3mm).
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facilidade, adicionando massa balanceada ao rotor. Este resultado para ws,max = 0.003m é
apresentado na Figura 13. No limite, somos levados a concluir que a condição mais adequada
para verificar a evolução de um trinca encontra-se na avaliação estática do comportamento do
eixo rotativo, especialmente se ampliarmos seu efeito aumentando a deflexão estática do rotor.
Ressalta-se ainda que, na condição estática, que algumas incertezas modeladas poderiam ser
ainda menores.

(a) ws,max = 0.001m(1mm)

(b) ws,max = 0.003m(3mm)

Figure 14: Envoltório da amplitude de vibração máxima ∆Rmax para desbalanceamento típico de ε =
0.0010m(1mm) e deformações estáticas de ws,max = [0.001m(1mm), 0.003(3mm)].

A Figura 14 apresenta dois envoltórios dos resultados de desbalanceamento típico ws,max =
0.001m e ws,max = 0.003m com nível de confiança NC = 95%. Os envoltórios são obtidos
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através de 128 realizações para cada velocidade angular específica η sendo a resolução do grá-
fico de 1200 pontos na ordenada. O resultados confirmam as conclusões das Figuras 12-13.
Em baixa rotações, os envoltórios em função das diversas profundidades de trinca apresentam
menores bandas de incertezas associadas a identificações da amplitude de vibração.

A Figura 15 apresenta a análise de convergência da implementação numérica. Adota-se
o critério de erro quadrado máximo ε = (1/N)

∑N
j=1

(
∆Rmax,i+1 −∆Rmax,i

)
, onde N é o

número de pontos da curva, ou seja, a resolução da curva de resposta da amplitude de vibração
máxima. A partir de 150 realizações para cada velocidade angular de rotação, o erro quadrático
entre o valor médio das realização atual e da imediatamente passada apresenta um comporta-
mento assintótico monotônico e tende a nulidade.

Figure 15: Análise de convergência relativo a norma quadrática da amplitude de vibração máxima ∆Rmax.

8 CONCLUSÃO

Este trabalho estudou a acuidade de previsão do modelo de Gasch (2008) para a identifi-
cação de trincas em eixos rotativos. O modelo considera um rotor de De Laval com uma trinca
transversal. Analisa-se a influência da trinca na flexibilidade do eixo e o comportamento "res-
pirante" da trinca.

A forma de representação da resposta do sistema rotor utilizada neste trabalho difere da pro-
posta de Gasch. Esta proposta apresenta-se mais simples e de uso mais fácil em monitoração
de rotores. Essa forma de representação permitiu uma avaliação clara da influência da profun-
didade da trinca na vibração do rotor.

Observou-se que a influência do desbalanceamento é dominante em relação a presença da
trinca e inviabiliza a identificação da presença da mesma usando a componente associada a uma
vez a velocidade de rotação do rotor. Contudo, mesmo com desbalanceamento é possível se
identificar as componentes associadas à um terço e à metade da velocidade de rotação do rotor.
Entretanto verificou-se que mesmo essas componentes podem ser comprometidas quando se
considera a presença de aleatoriedades nos parâmetros definidores do modelo ou na medição da
resposta vibratória do rotor.

Na presença de incertezas, concluímos que a avaliação estática é mais adequado para a ver-
ificação da evolução da trinca em um eixo rotativo, especialmente se amplificarmos a deflexão
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estática do rotor. Cabe lembrar que os valores de incerteza no presente estudo são pequenos com
relação a incertezas experimentais reais. Considerando as incertezas reais, conforme Figura 12,
os efeitos devido a evolução da trinca não são perceptíveis em comparação ao efeito do desbal-
anceamento e da dispersão dos parâmetros aleatórios. Contudo, na condição estática, algumas
das incertezas modeladas são menores ou desprezíveis com relação as adotadas, proporcionando
melhor avaliação da evolução da trinca.
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