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Abstract : In the truss-like Discrete Element Method (DEM), masses are considered lumped at nodal
points and linked by means of uni-dimensional elements characterized by arbitrary constitutive
relations. When regular arrays are employed for determining the response of bodies made of
homogeneous materials, the mechanical properties of the elements depend only on the material
properties and on the length of the element. In case on non-homogeneous materials, its mechanical
properties must be characterized as 3D random fields and the resulting mechanical properties of the
elements vary with their location within the field. Thus, the numerical simulation of 3D scalar random
fields becomes one important step in the analysis. When the side¢he elements is larger than the
correlation length of the random field, the properties of adjacent elements may be assumed
uncorrelatedIn such case all the random properties, ssuch as the elements stiffness, may be assumed
independent and the numerical simulation is straight-forward. Similarly, if the 3D random field is
Gaussian, recourse may be made to available numerical procebturms paper a scheme is
suggested to simulate 3D random fields characterized by arbitrary probability distributions. This is
important because when a dense mesh is required in discrete models of non-homogeneous materials,
the properties of neighboring elements may be highly correlated. The specific fracture energy is
defined as a scalar 3D random field with Weibull Probability Distribution and given correlation
lengths. The proposed approach is illustrated with two examples that show that mesh objectivity is
achieved when localization is induced in the rupture process (for instance in the case of a concrete
plate subjected to simple shear). On the other hand, in the second example, when a uniaxial tensile
stress field is applied, computed results do not show mesh objectivity. In both cases the correlation
length of the random field is maintained constant when the discretization changes.
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1 INTRODUCAO

No Método dos Elementos Discretodiscrete Element Metho(DEM), as massas sao
concentradas nos pontos nodais e ligadas por elementos unidimensionais com relacéo
constitutiva arbitraria. Em determinacfes anteriores de tensdes em amostras de concreto,
verificou-se que as previsdbes numéricas de fratura de materiais ndo-homogéneos utilizando
modelos DEM séo viaveis e conduzem a resultados que sdo consistentes com a evidéncia
experimental disponivel até o momento. Muitas aplicacdes praticas exigem 0 uso de
elementos de grandes dimensées, nos quais geralmente ocorre extensa fissuracdo. E preciso
entdo considerar 0 aumento da area fraturada para alcancar a objetividade da malha. O grau de
localizac&o deve ser conhecidriori, 0 que constitui uma dificuldade ainda néo resolvida
da analise ndo-linear de fratura de estruturas de materiais ndo-homogéneos.

A andlise de estruturas de materiais ndo-homogéneos submetidas a fratura sob acdes
estaticas ou dinamicas pode ser vantajosamente realizada por simulacdo por meio do DEM.
Em trabalhos anteriores os autores admitiram que a energia especifica de fratura dos
elementos individuais apresenta uma distribuicdo de probabilidade de Weibull nao
correlacionada com as propriedades de elementos adjacentes. A hipotese é admissivel quando
a dimensdo dos elementos € maior que o comprimento de correlacdo do campo aleatorio
associado a propriedade escalar de interesse. Para eliminar dita restricdo € necessario simular
o0 campo aleatorio 3D da variavel de interesse, que em aplicacdes do DEM pode ser a energia
especifica de fratura, a densidade ou outra propriedade mecanica do material, o qual constitui
0 objetivo do presente trabalho. Assim, se propde no trabalho, para campos aleatorios 3D
arbitrarios, um enfoque mais geral que a metodologia para gerar campos aleatérios gaussianos
correlacionados apresentado fitnnozuka e Deodatis (199@ implementada pdrioset al
(2002)e Miguel (20060 ambito do DEM.

A simulacéo apropriada dos campos aleatérios relevantes é essencial para poder satisfazer
exigéncias de objetividade da malha na determinacédo da resposta de um corpo de prova ate a
ruptura. Com efeito, foi verificado que a falta de objetividade da resposta observada em
simulacdes numeéricas € devida em parte a deficiéncia da equacao constitutiva para determinar
0 comportamento até a ruptura nos casos onde a geometria e/ou as condicdes denéontorno
induzem a localizacdo do dano. A falta de objetividade neste caso nao € inerente ao DEM,
tendo sido verificado que métodos numeéricos classicos enfrentam o0 mesmo problema
Schwalbe (2009)

2 O METODO DOS ELEMENTOS DISCRETOS FORMADO POR BARRAS

Na presente versdo do método dos elementos discretos — DEMgdio continuo é
representado por um conjunto de massas concentradas em nos e interligadas por elementos
uni-axiais. Em particular, &igura 1 mostra o sistema cubico adotado no presente trabalho.
Um médulo cubico basico contém 20 elementos e 9 nds. Cada n6 tem trés graus de liberdade,
correspondentes as trés componentes do vetor deslocamento num sistema de referéncia global.
No caso de um material elastico isotrépico, a area transvgrdas elementos longitudinais
(os que definem os limites do modulo e os paralelos as bordas ligado ao né localizado no
centro do médulo) no modelo equivalente discreto é representado pela equacao (1).

A =gl (1)

Copyright © 2010 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXIX, pags. 6793-6807 (2010) 6795

OndeL é o comprimento do lado do modulo cubico em consideracdo. Da mesma forma, a
area dos elementos da diagonal é mostrada pela equacéo (2).

_ 2 542
Ah_\/gdﬂ— (2)

Note-se que h& uma diferenca de comprimento entre os elementos longitudinais e

diagonais, uma vez que:
= %) ©

No caso de solidos isotropicos os coeficientes na equacgéo (2) sado dados por:

_ (9+®)
*" 18+ 20) )
d3=9v(4-9) (5)

Onde v é a relacdo de Poisson. E importante ressaltar que existe uma equivaléncia
completa entre o0 modelo discreto e um continuo isotropico garf.25. Parav # 0.25
discrepancias aparecem nos termos de corte. E interessante notar que um solido localmente
isotropico nao existe no mundo fisico. Na verdadeprinuum nao existe. A isotropia nos
sélidos é uma propriedade que resulta das propriedades da distribuicdo aleatoria da orientacéo
dos elementos. As equacdes de movimento sdo obtidas a partir de condi¢cdes de equilibrio de
todas as forcas que atuam sobre as massas nodais, resultando em um sistema de equacodes
apresentado em (6).

MX +Cx +F (t) -P(t)=0 (6)

Onde x,xex representam o0s vetores contendo os deslocamentos, velocidades e

aceleracoes, respectivamente, enquantdvj@eC sdo as matrizes de massa e amortecimento,
osvetored=(t) e Rt) contém as cargas nodais internas e externas.

(@

Figura 1 — Modelo cubico do DEM: (a) modelo cubico basico , (b) geracdo do corpo prismatico.

Desde que as matrizbk e C sejam diagonais, o sistema de equacbes (6) ndo é acoplado, e
pode ser facilmente integrado no dominio do tempo utilizando um método explicito de
integracdo como o método das diferencas finitas centrais. E interessante notar que, as
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coordenadas nodais séo atualizadas a cada passo do tempo, o0 que permite a consideracao de
grandes deslocamentos. Estabilidade do método de integracdo € assegurada por um intervalo
de tempAt minimo no processo de integracao.

(7)

OndeC, é a velocidade de propagac¢do de ondas longitudinais dado pela seguinte
expressao

C,=JEp (8)

Sendo que E representa 0 modulo de Elasticidade longitudipal a densidade do
material. A convergéncia de solugbes utilizando o DEM em elasticidade linear e em
problemas de instabilidade elastica foi verificada por Dalguer(208all) entre outros.

3 MODELO CONSTITUTIVO NAO LINEAR DO MATERIAL

Riera e Rocha (1991 Rochaet el (1991)adotaram a lei de descarga de materiais quase
fradgeis proposta parilleborg (1978), estendendo o Método dos Elementos Discretos para
analisar problemas de fratura fragil em corpos de concreto por meio da relacdo constitutiva bi-
linear (ECR) mostrada niaigura 2, que permite a consideragcdo dos efeitos irreversiaeis
nucleacao e propagacéao de trincas.

A é&rea sob a curva forca-deformacédo (a area do triari@AB® naFigura 2) representa a
densidade de energia necessaria para fraturar a area de influéncia do elemento. Assim, para
um determinado ponto P sobre a curva forca x deformacdo, a area do tri@Rflo
representa a densidade de energia elastica reversivel armazenada no elemento, enquanto a area
do trianguloOAP é a densidade de energia dissipada por dano. Por outro lado, no caso de
carga de compressao se admite que o comportamento do material seja linear elastico. Assim, a
falha sob compresséo é induzida por tragéo indireta.

F

Damage
eneray, L

Elastic strain
anergy, e

Figura 2 - Lei constitutiva bilinear adotada em MED para elementos uni-axiais.

Os parametros constitutivos e a notacdo adotada s&o mostrgeigama?. A forca axial
F depende da deformacgéo axdalA area associada a cada elemento é dada pelas equagdes (1)
e (2) para os elementos longitudinais e diagonais, respectivamente. Uma area equivalente a
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fratura A de cada elemento é definida para satisfazer a condi¢do de energia dissipada por

fratura docontinuum e por sua representacdo discreta equivalente. Com este proposito é
considerada a fratura de um modulo cubico de dimeris&é&sxL . A energia dissipada pela
fratura do modulo, paralela a uma de suas faces é:

F=G,A=G,? (9)

OndeA é a area real de fratura, ou seja,Ror outro lado, a energia dissipada quando um
moédulo de dimensfet XL xL € dividido em duas partes consiste nas contribuicdes dos
cinco elementos longitudinais (quatro coincidentes com as bordas do modulo e um interno) e
guatro elementos diagonais, como mostFagarra 1a A energia dissipada pelo modulo e as
propriedades geométricas do modelo cubico do DEM podem ser encontradasteskiet
al (2010).As condicdes de estabilidade do método explicito thgiacdo das equacdes de
movimento foram consideradas pBrera e Rocha (1991) e tampouco serao tratadas aqui.

Miguel et al (2008, 2010g Iturrioz et al (2009)modelam a aleatoriedade das propriedades
do material considerando que a tenacid&leé um campo aleatério com uma distribuicdo de
extremos Tipo Il (Weibull), caracterizada pela equacao (10).

F(c,)=1- exp[—(c;f /,B)V} (10)

Ondef ey sao os parametros de escala e de forma respectivamente. Auneéalidesvio
padréo s estao relacionados com os parametros de escala e de forma por meio das equacdes:

p=p[r(1+Vy)] (11)
s= [T (1+2y)-1?(1+ 1)) (12)

Onde I‘(x) = J': t**e dt € a funcddGamma Na vers&o original do método dos elementos

discretos o0 comprimento de correlagdo do campo aleatério da tenaGdadee sera
representado aqui conigesta atrelada a discretizacdo empreghg)a (sto € uma limitacéo
consideravel que foi contornada parcialmente na implementacéo realizadapdP002)e
poderiormente porMiguel (2006) utilizando a metodologia proposta poDeodatis e
Shinozuka(1996) para independizar a discretizacdo do tamanho do rocoemto de
correlacdo do campo aleatério simulado. A limitacdo da metodologia propo&iaquiatis e
Shinozuka(1996¢ que so é valida para uma distribuicdo de probabiisl normal.

No presente trabalho se apresenta uma técnica simples originalmente propé&Staapsr
al (2009) utilizada na modelagem da velocidade do vento sruteras. Esta metodologia
foi empregada para gerar o campo aleatdrio da tenacidadem necessidade de ter a
discretizacao atrelada a comprimento de correlacdo do campo aleatério gerado.

A metodologia implementada consiste em dividir o dominio formado pelas barras do
meétodo dos elementos discretos com que se trabalha em regides prismaticas que tenham como
lados os comprimentos de correlacdo, que podem ser diferentes nas trés direcdes cartesianas
(Iex ley Ic)). Nos vértices destes prismas se situam o0s polas\(y), e aos mesmos se
atribuem valores aleatorios com distribuicbes de probabilidades ndo correlacionadas. Na
Figura 3 apresentam-se as entidades anteriormente definiddstidtmente se realiza uma
interpolacao tridimensional para determinar o valor do campo aleatério correspondente a cada
ponto no interior do prisma. Na presente implementacdo do DEM, a localizacéo espacial da
barra i € caracterizada pelas coordenadas de seu baricentr@) (X A interpolacédo é
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realizada utilizando a expresséo (13).

by (%.y.7) =\ + 2y VTV MmN MR M
Icx Icy lcz lcxlcy (13)

V, -V, =V, + V, ~\ -+ — Y- vV

ST \ng\g Y yljklw Wy N

CX Cz Cy cz C. Cy cz

Onde¢v(>g, Y, z) e o valor aleat6rio interpolado para o ponto i de coordenadgse z;

sendo Vi os valores do campo aleatério nos poldg, Icy € Ic; S8o0 0s comprimentos de
corelacdo nas diregdes cartesianas . E importante salientar que a terna deyehzasom

origem no poloV; representa o sistema de coordenadas locais ao qual esta referido cada
prisma (indicado em vermelho magura 3 ) A terna de eixosXg, Yg € Zg representa o
sistema de coordenadas globais, ao qual esta referido o0 modelo global. Cada barra i do sistema
esta referida ao sistema de coordenadas glogi¥si € Zgi;, € ao sistema de coordenadas

local dentro do prisma que contém e z..

| Lex | Pdlos Dominio MED
- L/ /
B ¥
V, / Vs X

LCZ
)

2 b XN AN N

b y X

Figura 3 - Distribuicdo dos pdlos e do comprimento de correlacdo no dominio do modelo de elementos
discretos (DEM).

4 SIMULACAO DE CAMPOS ALEATORIOS 3D CORRELACIONADOS

Na Figura 4 se apresentam cortes de um cubo de concreto conmessdks e
propriedades especificadas na Tabela 1

E 75e10| N/m
Ep 1.087¢e4
Ladodocubg 0.5 m
CV(Gp) 40%
Poisson 0.25

Tabela 1. Propriedades do corpo de prova simulado de concreto

A partir das variaveis basicas apresentadas na Tabela 1 se apreseRtgmiand mapas
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dos valores do campo aleatorio da deformacgéo cesigarada utilizando uma distribui¢cdo de
probailidades Weibull [Ver equacdes (10) a (12) anteriormente apresentadas]. Cabe salientar
que o campo aleatério da variaggkem uma variabilidade aproximadamente igual a metade

da correspondente ao campo aleatério da tenacidadeha, 1989). NaFigura 4 se
apresentam mapas dos valores ee num corte transversal do prisma modelado com
elementos discretos. Campos aleatoriosegleom diferentes valores dg, lcy € lc; séo
modrados, verificando-se assim a consisténcia da metodologia implementada para
independizar os comprimentos de correlacdo do campos aleatério simulado da discretizacdo
do modelo. Em todos os casos foi utilizado o mesmo coeficiente de variacdo. Se observa
também naigura 4(d)o campo aleatério gerado empregando a versao origpnpiograma,

onde a geracdo do campo aleatério esta associada a discretizacdo do método dos elementos
discretos, neste casglaproximadamente igual a (0.4L0).

é) - d)

Figura 4 —Mapa de valor deg, em corte transversal no plano médio ZX dos corpo de prova simulados de
15x15x 2m, com o tamanho do modulo cubico de£0.5m, com diferentes correlagbes: (a)=2L,,
l=2L,), (b) (x=5L¢, Ic=Lo) € (€) (=5Lo Ic=5L,), (d) No caso (d) foi gerado o campo diretamente sobre
asbarras do modelo, o que equivale R=0.4L, .
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5 SIMULACAO NUMERICA DE UMA PLACA DE MATERIAL QUASE FRAGIL
SUBMETIDA A SOLICITACOES DE CORTE E DE TRACAO SIMPLES

Considerou-se uma placa de grandes dimensdes, 15x15x2m, a qual foi modelada com o
DEM utilizando malhas com quatro tamanhos dos elemendagial a 0.1m, 0.25m, 0.50m e
1.0m respectivamente. O campo aleatério que dedynei gerado admitindo comprimentos
decorrelagadc=lc=l.=0.5m, para os trés primeiros corpos de prova. No cakg =E0m o
campo aleatério foi gerado diretamente sobre as barras.

x 10°

5 —

Figura 5 - Mapa de valores deg, sobre um corte transversal no plano meédio ZX dos corpo de prova
simulados de 15x15x 2m com 4= (a)0.1m, (b) 0.25m, (c) 0.5m, (d) 1.0m . Em (a),(b),(c) foi admitido que
=0.5m nas trés direcdes coordenadas. No caso (d) foi gerado o campo diretamente sobre as barras do
modelo, o que equivale d,=0.4L, . Na figura (b) e (c) possuem a mesma semente e nas figuras (a) e (d)
possuem sementes diferentes, respectivamente.

Duas condicdes de contorno foram introduzidas nas placas simuladas nos casos
denoninados a seguir CORTE SIMPLES e TRACAO SIMPLES, as quais se ilustram na
Figura 6. A excitacao foi aplicada como deslocamentos prescsindo simulados 6 corpos
de prova para cada tipo de carregamento ( CORTE SIMPLES e TRACAO SIMPLES) e para
cada densidade de malhga%0.1m; 0.25m; 0.50m; 1.0m). A excitacdo em todos os casos foi
aplicada lentamente para poder desconsiderar os efeitos de inércia antes do corpo romper
totalmente. Para garantir esta condi¢cdo foi verificado que no processo de carga a energia
cinética se mantenha patamares muito inferiores aos das outras energias envolvidas no
processo ( elastica e de dano).
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v

Figura 6 - Condicdes de contorno para os dois casos analisados (a) CORTE SIMPLES, (b) TRACAO
SIMPLES.

NaFigura 7 e n&igura 8 sdo apresentados os resultados em termos de Tddsfwmacao 3
utilizando as diferentes malhas para os dois casos analisados (CORTE SIMPLES e TRACAO
SIMPLES). Em todos os casos sdo mostradas as 6 simulagdes realizadas.

a) c)
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Figura 7 - Grafico Tensdo x Deformagéo para o caso de CORTE SIMPLES com £ (a) 0.1m, (b) 0.25m,
(c) 0.5m, (d) 1.0m. Com=0.5m para os casos (a),(b), (c), e campo aleatério gerado diretamente sobre as
barras no caso (d).
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Figura 8 - Grafico Tensdo x Deformacdo para o caso de TRACAO SIMPLES com,l= (a) 0.1m, (b)

0.25m, (c) 0.5m, (d) 1.0m. Conh,=0.5m para os casos (a),(b), (c), e campo aleatorio gerado diretamente

sdbre as barras no caso (d).

Na Figura 9 se apresenta uma comparacao dos resultados em tnsulacdes

representativas para cada discretizacdo. E interessante observar, que no caso de CORTE
SIMPLES os resultados se mostraram muito mais objetivos a respeito da discretizagdo que no
caso de TRACAO SIMPLES e isto pode ser explicado pelo fato que o primeiro caso €
caracterizado por ter uma localizacdo na forma de ruptura consideravel, sendo que no

segundo caso esta localizacédo ndo acontece.

Corte simples

Tracao simples

20E+06

1.5E+06 +

1.0E+06 1
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0.0E+00 + -
000E+00 1.00E-04

£

5,00E-05

=01 Lo
—0.25 Lo

2 DOE-04

1.0E+07 7

B.OE+06

G.0E+06 -

Q [Pa]

4 0E+D6

2.0E+06 -

0.0E+00 <
0.0E+00

[—01Lo |
—025L0

9.0E-05 1.5E-04

€

3.0E-05 6.0E-05

1.2E-04

Figura 9 - Gréfico Tensdo x Deformacdo de uma simulagdo representativa para cada malha. (a) CORTE

SIMPLES. (b) TRACAO SIMPLES.
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Na Figura 10 e n&igura 11 se apresentam as configuracdes de ruptura para casuss
estudados (CORTE SIMPLES, TRACAO SIMPLES) e os quatro niveis de discretizacéo
empregados. Nestas figuras fica claro também como no caso de CORTE SIMPLES a
discretizacdo nao altera significativamente a forma da configuracéo final, por outro lado no
caso de TRACAO SIMPLES é possivel verificar que a configuracdes de ruptura varia com a
densidade da malha.

a) Lo=0.1[m] ¢) Lo=0.5[m] |

d) Lo=1.0[m]
L S T
~ rd 1 TN
R ANAA T A A

Figura 10 — Resultados em termos de configuracdes finais dos corpos de prova para o caso de CORTE
SIMPLES para diferentes densidade da malha do DEM.
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a) Lo=0.1[m] c) Lo=0.5[m]

S st st st s A

......

........

............

Figura 11 —Configuracdes de ruptura para TRACAO SIMPLES para diferentes densidade da malha do
DEM.

Na Figura 12 sdo apresentados os valores obtidos para CORTE SEVWOIRACAO
SIMPLES considerando o comprimento de correlacdo independente da discretizacdo ou seja
com (.=0.5m), e realizando a simulacdo do campo aleatério diretamente sobre as barras do
moddo, neste ultimo casd.£0.4 L,).

Na Figura 12o0s resultados sdo apresentados em termos de tensépta@ media e
desvio vs. discretizacdo adotadaode-se notar que:

- a apreciavel falta de objetividade do caso de TRACAO SIMPLES poderia ser

parcialmente explicada pelo fato de ndo considerd fixo, jA& que as simulacdes

realizadas comlfixo estédo mais perto da linha de referéncia indicada em vermelho.

- nesta figura ndo e possivel distinguir uma diferenca apreciavel dos resultados no caso de

CORTE SIMPLES caracterizado por apresentar localizacdo na forma de ruptura, para todas

as malhas utilizadas e considerangdofixo e variavel com a discretizacdo os resultados

foram objetivos em termos das medias das tensdes de ruptura observadas e dos desvios
destes valores.

Finalmente naigura 13 se apresentam os resultados de CORTE SIMPLES e TRACAO
SIMPLES considerandig=0.5m para todas as simulacdes em termos de tensédo e deformacao
deruptura (valores médios e desvios), fica em evidéncia neste caso como temos objetividade
no modelo quando o modo de ruptura apresentar localizagéo, caso de CORTE SIMPLES.
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Figura 12 - Valores de tensdo de ruptura médio e desvios x discretizacdo utilizada onde, Azul: TRACAO
SIMPLES 1=0.4L,, Vermelho: CORTE SIMPLES 1=0.4L, , Verde: TRACAO SIMPLES 1:=0.5m ,
Laranja CORTE SIMPLES 1:=0.5m (. : comprimento de correlacdo do campo aleat6rio simulado, L
lado de um modulo basico).
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Figura 13 - Valores de tens&o de ruptura x deformacéo de ruptura ( valores médios e desvios) para os
casos. Verde: TRACAO SIMPLES [;=0.5m, Laranja: CORTE SIMPLES |,=0.5m (.. comprimento de
carrelacao do campo aleatério simulado).
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6 CONCLUSOES

E descrito no trabalho um procedimento para simular, utilizando coordenadas cartesianas,
campos aleatorios escalares 3D com distribuicdo de probabilidade arbitraria e funcbes de
correlacéo lineares. O método proposto € aplicavel a simulacéo das propriedades de materiais
nao-homogéneos em geral, e foi implementado para determinar, utilizando o método dos
elementos discretos (DEM), a resposta de corpos de prova prismaticos de um material ndo-
homogéneo quase fragil submetido a solicitacdo de CORTE SIMPLES, na qual ocorre uma
marcada localizac&o na forma de ruptura, e de TRACAO SIMPLES, que apresenta formas de
ruptura sem localizacéo.

Foram realizadas simulacdes com diferentes densidades de malha procurando avaliar a
objetividade da mesma para os dois tipos de solicitacdo considerados.

- O método de geracao de campos aleatorios aqui proposto fornece resultados satisfatérios
e compativeis com a evidéncia experimental usualmente disponivel na descricdo de materiais
na Engenharia.

- Os resultados também indicam que a versdao do DEM utilizada mostrou-se objetiva
respeito a densidade da malha quando a ruptura acontece em forma localizada.

- Quando néo ocorre uma clara localizacdo da ruptura o modelo ndo apresentou resultados
objetivos, dependendo a carga ultima da densidade da malha.

- A variabilidade da carga ultima diminui quando o campo aleatério que dgfiée
simulado corretamente, isto €, mantendo os comprimentos de correlacdo constantes, o que
representa um claro progresso. Porém, estudos adicionais sdo necgesadosndo se tem
localizacdo na ruptura, sendo este tema um desafio ndo s6 no ambito do método dos
elementos discretos, mas também em aplicacfes a fratura de materiais ndo homogéneos de
métodos numéricos ja consolidados como o Método dos Elementos Finitos.
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